Votieraufgaben

Zeigen Sie, dass in einem Korper immer gilt: Xy xy.

Warum hat in einem Koérper n kein multiplikativ Inverses?

Auf der Menge F3
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fn;e;sg seien die Operationen  und

definiert. Zeigen Sie, dass Fz damit ein Kérper wird.

durch die Tafeln

Ist R mit den beiden Operationen a b~ a b und a b ™ ab=2 ein Kérper?

Sei K ein angeordneter Kdérperund 1 1 _

Schriftaufgabe

a 0<il<

b.

Ista<b,soista< a b=

<Db.

. Zeigen sie:



Votieraufgaben

1 Zeigen sie die Eindeutigkeit des Supremums einer beschrankten Teilmenge
von R.

p_—
2 Furalle x2Rgilt x2 jxj.

3 Fur beliebige Teilmengen A;B von R sei
ATf a:a2Ag;
A B fa b:a2A; b2Bg:
Sind A und B nichtleer und beschrankt, so gilt
sup A infA;
sup A B SUPA SupB:

Gilt Letzteres auch fur die Multiplikation?

4 Fur a;b £0 gilt

P— a b
ab 5

5 Cauchyungleichung Fur reelle Zahlen a;b und " > 0 gilt

2jabj "a® b?=":
Schriftaufgaben

6 Fur reelle Zahlen a;b 0 gilt

a b
- — E2:
b a

Fuar welche a;b gilt Gleichheit?
7 FUr a;b;c 2 R gilt
jaj jbi ja bj ja bj:

Wann gilt Gleichheit?
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Eine reelle, nicht rationale Zahl wird irrational genannt — was nicht mit
unvernunftig zu Ubersetzen ist. Zeigen Sie: Sind a; b;c;d rational mit ad
bc 0O, undist x irrational mit cx d 0O, so ist auch
, ax b
cx d

irrational.

Beweisen sie die folgenden ldentitaten.

X X 1 2n 1
a. 2k 1 n2 b ke 20 n

k1 k 1 6

X n2 n 1 2
c k3

k1 4
Beweisen sie die folgenden Ungleichungen.

| n ™l 4 X
nle 4 b K< <73

n2 n 1

Algebraische Zahlen Eine reelle Zahl r heil3t algebraisch, wenn sie Nullstelle
eines Polynoms mit ganzzahligen Koe [Ziehten ist, wenn es also ganze Zahlen
ao;..;an Mit a, 0 gibt, sodass a,r" .. air ag 0. Jede rationale
Zahl r  p=q ist zum Beispiel algebraisch, denn gr p 0. Man zeige, dass
die Menge aller algebraischen Zahlen abz&hlbar ist.

Zeigen Sie, dass A, N fur alle n £1.

Schriftaufgabe

Sei K ein archimedisch angeordneter Kérper, also zum Beispiel Q. Eine Folge
In ng1 nichtleerer abgeschlossener Intervalle in K heil3t Intervallschachtelung,
wenn
i In In g farallen£1, und
(i) zu jedem " =0 ein I, existiert mit jlpj <™.
Zeigen Sie: K ist vollstandig genau dann, wenn zu jeder Intervallschachtelung

In ne1 genau ein a 2 K existiert mit

AN
In |1\|2\|3\ fag:
nkl
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Formulieren sie einen "-N-Test dafur, dass eine reelle Folge a, keine Null-
folge bildet.

Zeigen Sie: Jede Abzahlung von Q\ 0;1 ist divergent.

Berechnen Sie die Grenzwerte der a,, falls diese existieren. Mit Begrindung
naturlich.
n n 2 2" 3n 1 2 .. n

A T PAn i & 2

Sei an eine Folgein 0;1 . Dann gilt 1=a, ¥ 0 genau dann, wenn a, ¥ 1.

Sei apn eine konvergente Folge. Existiert zu jedem
mit 0<ap <", soist lima, O.

> 0 wenigstens ein n

Schriftaufgabe
Sei
pP_
1 n
an > T onEl
n

Bestimmen Sie den Grenzwert a der Folge, und zu 10 © ein passendes

N fir den "-N-Test.
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Geben sie Beispiele dafur, dass die Aussagen Uber uneigentliche Grenzwerte
in Satz 27 falsch werden, wenn man die -Bedingungen fallen l&asst.

Gibt es eine Folge ap nz1 in 0;1 ,

a. die abzahlbar unendlich viele Haufungswerte hat?

b. die Uberabzéahlbar viele Haufungswerte hat?

c. deren Haufungswerte genau die rationalen Zahlen in 0;1 sind?
d. mit ja,m apj £"=n fur alle m >n £ 1 und irgendeinem " > 0?

Von der Folge a, konvergieren die Teilfolgen a, und azn 1 . Dann hat
an genau die beiden Haufungswerte limayn, und limazn ;.

Seien a und b beliebige reelle Zahlen und die Folge a, rekursiv definiert

durch

~—Qan an 1,
-5

Zeigen sie, dass an konvergiert, und bestimmen sie den Grenzwert.

n Akl

Die Folge an sei rekursiv definiert durch

1

o nkl:
1 an

a1 an 1

Dann bildet a, eine Cauchyfolge, die gegen die positive Losung der Glei-
chung x> x 1 0 konvergiert.

Schriftaufgabe

Zeigen Sie fur

an 1 ; bn 1

1 n 1 n 1
n n

an ng1 ist monoton steigend.

bn ng1 ist monoton fallend.

Beide Folgen sind konvergent und haben denselben Grenzwert.

Qo oy

Wie kann man
n n

. m . m
Iim 1 — lim 1 — m 2 N;
nil n ntl n

durch diesen Grenzwert ausdriicken?
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Bestimmen sie die Werte der Reihen
X 1n X 1
b.

n 2 )
n&o0 2 nkl 4n 1

a.

Untersuchen sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

X n 4 X n X pn 1 pﬁ
a. _ b. — c. —
n2 3n 1 nn n
X - X 1N
d 1" pn 1 pn e
n 1™n
; X n! X 1 é n
35. 2n 1 9 n
X
Zeigen Sie, dass fur die Partialsummen der Reihe e WO 1=k! die Fehler-
abschéatzung
i . 1
je snj < e nk1l
gilt.

Unte)r(suchen sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, wobei 0 <q < 1.
a. qpﬁ b. qIogn C. qIog n d. qIoglogn

nkl nAkl nAkl nA2

Schriftaufgaben

Eine punktformige Schnecke kriecht auf einem 1 m langen Gummiband mit
der konstanten Geschwindigkeit von 5 cm/min vorwéarts. Am Ende der ersten
und jeder weiteren Minute wird das Band homogen um jeweils einen Meter
gedehnt. Wird die Schnecke in endlicher Zeit das rechte Ende erreichen, wenn
sie zu Beginn der ersten Stunde am linken Ende startet?

Bestimmen sie die Konvergenzradien der Reihen
X n! X 77 7n X p_
: n n,n<.
o b. 7 C. qg "z";, 0<qg<1.

o
|
N
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Zeigen Sie: Jede Funktion f: D T R ist in einem isolierten Punkt von D
stetig. Dabei heil3t ein Punkt a 2 D isolierter Punkt von D, wennesein >0
gibt,sodass U a \D fag.

Ist die Funktion
8
<0; x< 2

-1 x>p§

f:QvQ;, x,
stetig? Gilt der Zwischenwertsatz?

Sei | ein o[edes Intervall und f: 1 ¥ R im Punkt a 2 | stetig. Dann existiert
zu jedem " >0 ein >0, so dass

JFfxjAE 1 " jf aj; x2U a:

Gilt entsprechend auch jf X j 1 " jfaj?

a. Gibt es eine stetige Funktion f: R I R, die jeden Wert ihres Werteberei-
ches f R genau zweimal annimmt?
b. Und genau dreimal?

Fur die Funktion 8
<t; t rational
f: 0;12 " 0;1; ft
-1 t; tirrational
zeige man:

a. f ist bijektiv.
b. f ist auf keinem nichtentarteten Teilintervall monoton.
c. T ist nur im Punkt 1=2 stetig.

Schriftaufgaben

Ist f: E D ¥ F lipschitzstetig, so ist auch

T kf u f v kg
P u \F/) ku vkg
u;v2D

eine Lipschitzkonstante. Dies ist auch die bestmdgliche.
Man beweise das globale Folgenkriterium: Eine Abbildung f: E D ¥ F st

stetig auf ganz D, wenn sie jede konvergente Folge in D in eine konvergente
Folge in F abbildet.
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Man bestimme die Grenzwerte

2 2 t 1 ot 2t 2 ot 2t 2
a Iim—— b. m—— c. Im——
' t 1 tvl 1 ' t2 1

1 1 x2 . X2
d. |Im72 e. |Imﬁ.
x50 X x10 JX]

Man bestimme die uneigentlichen Grenzwerte

8x3 2x2 1 pP— P P—

a. Xtlm]_W b. )I(l!ni X X 1 X
I e . 1%

c. lim 4x2 2x 1 2x d. lim
x11 xT1 X

Die beiden Funktionen f;g: a;b ¥ R seien stetig. Sind sie auf a;b \Q
gleich, so sind sie auf ganz a;b gleich.

Kann das Produkt fg oder die Komposition f g zweier Funktionen in einem
Punkt stetig sein, auch wenn beide Funktionen in den entsprechenden Punkten
unstetig sind?

Zeigen Sie: Zu jeder Tageszeit gibt es antipodale Punkte auf dem Aquator
mit derselben Temperatur.

Schriftaufgabe

Fur eine Funktion f: R I R gelte die Funktionalgleichung
fu v fu fv; u;v2R:

Man zeige sukzessive:

a. fo O.

b. f x fx.

c. fx=n f x=n furalle n2N.

d frx rf x furaller 2 Q.

e. Ist f stetig in O, so auch aufganz R,und mita f 1 giltf x ax.
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Bestimmen sie die Linearisierungen in a 0 der Funktionen f mit
Funktionsterm

a 1 t b. — c. 1 tn d. 1 t.

Die Funktionen f;g seien in einer Umgebung des Punktes ¢ 2 R erklart, im
Punkt ¢ seien fdi[erknzierbar, g stetig, und f ¢ 0. Dann ist auch fg in
¢ di Cerenzierbar.

Fur t £0 und n £1 ist 'pf t1*n definiert als die Umkehrfunktion von t".
Bestimmen sie die Ableitung von t*" mit Hilfe des Umkehrsatzes.

Eine Funktion f: R T R heil3t gerade, falls f t f t , ungerade, falls
f t f t furallet 2 R. Dann gilt: Ist f di Cerknzierbar und gerade
respektive ungerade, so ist f? ungerade respektive gerade.

Die Funktion f: 1;1 ¥ R seiim Punkt O diLlerknzierbar, und up ; vn
seien zwei gegen O konvergierende Folgen in  1;1 . Dann gilt

f un f vh
Un Vn

lim f'0;
ntl
wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfullt ist:
(i) up <0<vy fur alle n.
(ii) O0<up<vp furalle n und vh= v, up ist beschrankt.

Schriftaufgabe

Sei f: 1 ¥ R im Punkt a 2 | stetig. Gibt es eine a CneFunktion
t,mt a b mit
jf t tj
it aj

lim
tla

so ist diese eindeutig bestimmt,undesistb fa undm fla .
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Far f2C" | gilt @" tf t tg"f t  n@e" f t .

Sind f;g: R T R dilerknzierbar und fg id, so konnen nicht beide
Funktionen bei 0 verschwinden.

Sei 7: R T R lediglich beschrénkt. Dann ist f mit f t t27 t bei O
di [erenzierbar mit f 0 0.

Verallgemeinerter Satz von Rolle Die Funktion f: a;b ¥ R sein 1-mal
stetig di Cerknzierbar und auf a;b n-mal di Lerknzierbar, wobei n £ 1.
Besitzt f Nullstellen ag < a; < .. < a, in a;b , so gibt es einen Punkt
c2 ag;an, mitf" ¢ 0.

Sei | ein kompaktes Intervall, f 2C" 1 | und a 2| ein beliebiger Punkt.
Gilt fur ein Polynom p, vom Grad n die Abschatzung
jfa t patj Mijtj" 1 a t21;

soist pn T2f.
Sei f2C2 R und M, kfTkg<2d furr 0;1;2. Dann gilt

M2 4MoMy:

Hinweis: Man stelle mithilfe der Taylorschen Formel f° durch f und f% dar.

Schriftaufgabe
Gegeben ist
8
<t 2t?sinl=t; t O;
f:-RIR; ft -
- 0; t

a. Die Funktion f ist Uberall di Lerknzierbar.

b. Esist f°0 >0.

c. In jeder Umgebung von O existieren Intervalle, auf denen f streng mono-
ton fallt.

d. Die Funktion ist nicht stetig di Cerknzierbar.
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. 1 t .
Zur Funktion f: t , Iogﬁ bestimme man To2n .

Die Umkehrfunktion zu t , at mit a>0, a 1, ist der Logarithmus zur
Basis a, bezeichnet mit log, . Hierfur gilt

logt

| t
%a loga

log,e logt:

Zeigen sie, dass fur jedes >0
limx logx O; limx logx O:
x¥1 x10

Zeigen sie damit auch, dass limygox* 1.

a. Sei ¥ = 0. Wie lautet die Losung des Anfangswertproblems

- 1 2> : >0 > o > 0 o ?
b. Zeigen sie, dass der Raum aller L6sungen von ~ 12”7 mit ¥ 2R
einen zweidimensionalen reellen Vektorraum bildet. c. Wie sieht dieser

Raum fur ¥ 0O aus?

a. Furallet2R und n2 N gilt jsinntj njsintj .
b. Esgibtt2 R und a>0, so dass jsinatj > ajsintj .

Schriftaufgabe

. t
a. Esgilt ﬁ<logl t <t; t=>0.

a a
b. Fur a > 0 folgt hieraus exp 1 a=n 1 q expa; nkl.

. . a "
c. Also gilt r!lm_ 1 n exp a
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Bestimmen sie a. sini b. cosi c. i d.
Far z x iy gilt jsinzj2 sin? x sinhzy.

Losen sie das Anfangswertproblem

= 00 > . Ed O 1, ’UO O

P
mit einem Potenzreihenansatz: Setzen sie den Ansatz * t nEo ant™ in
die Gleichung ein und bestimmen sie rekursiv seine Koe [ziehten.

Additionstheorem fur die Tangensfunktion Es gilt

tanu tanv

tanu Vv —_—;
1 tanutanv

wann immer die Ausdricke tanu, tanv und tan u v erklart sind.

a. Furo t 1=2 gilt

1 2t
— e“h
1t
b. Sind p1;..;pm alle Primzahlen, die eine der Zahlen 1;2;..;n teilen, so gilt
X ¥ 1 ! X 2
= 1 — exp —
k1K 1 P 11 P
c. SchlieRRen sie hieraus, dass die Summe der Kehrwerte aller Primzahlen
divergiert:
X1

1:
p2P p



