1

Die Funktion f sei auf [0,b] stetig, auf (0,b) di Cerknzierbar, und es sei
f(0) = 0. Ist f“(streng) monoton wachsend, so ist auch f/t (streng) monoton
wachsend.
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2 Ist f auf [a,b] dierknzierbar und f“monoton, so ist f sogar stetig di [e=1

renzierbar.
R - Gt t 2n S 2 € US6
— - 4( oA %Q-‘-\'a_ .
K\fa': PR, QT “’::A:- e




Ana-1 VU-8 .3

Ws 2020/21 22.01.21

3 Sei f: [a,b] - R stetig, auf (a,b) stetig di Cerknzierbar, und f5sei auf
[a,b] stetig fortsetzbar. Dann ist f in a und b ebenfalls di Cerknzierbar.
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4 Zwischenwertsatz fur die erste Ableitung Sei f: [a,b] - R stetig und auf
(a,b) diLCerenzierbar. Dann nimmt f“jeden Wert zwischen inf, ) f “und
Sup(, by f-an. Hinweis: Es ist nicht erforderlich, dass f'stetig ist.
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5 Sei f: [a,b] - R dilerknzierbar und f(a) = 0. Existiert ein M [Q] so dass

[f%t)| C™|f(t)|, t C[d.b],

soist f =0.
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6 Ist f: 1 - R im Punkt a [T dil&renzierbar, so ist Ayt CT(h)+f{a)(t—a) 7
die eindeutig bestimmte bestapproximierende Gerade an f im Punkt a.
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7 Verpesserter Schrankensatz Sei f: [a,b] - R stetig und auf (a,b) di[e-1
renzierbar. Dann ist f lipschitzstetig auf [a,b] genau dann, wenn fYauf
(a,b) beschrankt ist. Die bestmdégliche Lipschitzkonstante ist in diesem Fall

—

L= sup If')]. < oo

a<t<b

CV Y ¢ (- Rp=F2

o —&W I U
(g e
o~V
ale VIR LN,
ce Cx8)
=7 \%QQQ\( = C -
(— .

=5 \R &\

e o8

=)

0-«3,%:

\(.Qv\ —~Q_Qv\\ = \%'(N')\('ve«\
o G (et

fre ™ K C~ RenSih,



G
. 2y €
S me v T
z
(& (™ C=2
C 2e:
e w8 ? Récufil"&\:’\-\ ~ (-2
[y
= - L~% Rorne boe - R e\

Bs 'a.-.‘v\
G—CS -&N:Qa. C— N C
<8( -
%-’N 2, W § <
S&: Lo ¢

P
(£fn( > (-3

( ,(Q-u«&\ - Kt K

«~

e

<o ex. Qée g
2
<

- -2
(= (gCossm) ~& 0w ( > CL~2)' G
(= AN Em| = (C~g) (ar~o)
(~¢ S

<o NS
JUSKL- AW X R g



1

Die Funktion f sei auf [0,b] stetig, auf (0,b) di [Cerknzierbar, und es sei
f(0) = 0. Ist fHY(streng) monoton wachsend, so ist auch f/t (streng) monoton
wachsend.

Fur t > 0 ist
S g
t ot
Dies ist der Fall, denn aufgrund des Mittelwertsatzes und der Monotonie der
ersten Ableitung gilt mit einem T [(Q,t)
f(t) = f(t) — F(0) = f¢r)(t — 0) CHAt).

Ersetzt man die Ungleichungen durch strikte Ungleichungen, so erhalt man
die Behauptung zur strengen Monotonie.

o1 1t CF]

Ist f auf [a,b] di Cerknzierbar und f“monoton, so ist f sogar stetig di [e=]
renzierbar.

Angenommen, fUist in einem Punkt ¢ nicht stetig. Aufgrund der
Monotonie von f ist dann c eine links- und/oder rechtsseitige Sprungstelle.
Nehmen wir an, es ist eine rechtsseitige Sprungstelle. Dann existiert ein € > 0
und ein & > 0, so dass

[f%c) — f5u)| >&,  u [(d,c+35).

Andererseits ist

fie) = lim (€T 21O

= lim f"¢ty)
1 h @l

mit jeweils einem geeigneten t, [(d,c + h) aufgrund des Mittelwertsatzes.
Also existieren auch Punkte v [(d,c + &) mit

[f5c) —fHv)| <=.

Dies ist ein Widerspruch.

Sei f: [a,b] - R stetig, auf (a,b) stetig di [erenzierbar, und f sei auf
[a,b] stetig fortsetzbar. Dann ist f in a und b ebenfalls di Cerknzierbar.

Aufgrund des Mittelwertsatzes ist fur h > 0 hinreichend klein
f(a+h)—f
Ha+h) 1@ z @ _ tta+on)

mit einem geeigneten 6 [(Q,1) fir jedes h. Nach Voraussetzung existiert

”rtgljf%a+ eh) = |tilr%f%‘t).

Also ist f im Punkt a rechtsseitig di Cerenzierbar. — Der Punkt b wird
genauso behandelt.



Zwischenwertsatz fur die erste Ableitung Sei f: [a,b] - R stetig und auf
(a,b) dierknzierbar. Dann nimmt fZjeden Wert zwischen inf(a,b)fELlnd
SUp(a,b) f-an. Hinweis: Es ist nicht erforderlich, dass f'stetig ist.

Sei m eine reelle Zahl mit

inf f~< m < sup f%
(a,b) (a.b)

Da die Ableitung von f Werte unter und tber m annimmt, muss dies auch
fur hinreichend kleine Di Cerknzenquotienten gelten. Es gibt also Punkte
u,v [Jd,b] und ein hinreichend kleines h > 0, so dass

f(u+h)—f(u) -m< f(v+h)—~1(v)
h h '

Diese Quotienten sind stetig als Funktionen von u respektive v. Aufgrund
des Zwischenwertsatzes gibt daher auch ein w [(d,b) mit

fw+h) —f(w) _
- TM

Aufgrund des Mittelwertwertsatzes gibt es dann einen Punkt ¢ [C(W/,w + h)
mit

fitc) = m.

Sei f: [a,b] - R dilerknzierbar und f(a) = 0. Existiert ein M [Q] so dass
[f5¢)l C™MIft)l, t C1a,b],
soist f =0.
Sei
c =sup{s [[4,b] : f|[a,s] =0}.

Esist ¢ [al da a zu der Menge auf der rechten Seite gehdrt. Zu zeigen
ist, dass ¢ = b. — Angenommen, es ist ¢ < b. Dann gibt es eine Folge von
Punkten b [f>1t, > .. >t, [cImit

max [f ()] LHKt)] .
Fur diese t, gilt dann, mit einem t, [(d,t,),

If ()] = If (tn) — F(c)| CHI(Tn)| [t —c|
CMIf (To)l [ta —c]
LMty —c| If(tn)].

Fur hinreichend grol3e n ist aber M |t, —c| < 1, und es ergibt sich ein
Widerspruch.



6

Ist f: | -~ R im Punkt a [Idi[erknzierbar, so ist A: t [CT(h) +f{a)(t—a)
die eindeutig bestimmte bestapproximierende Gerade an f im Punkt a.

Denn hat m dieselbe Eigenschaft, so gilt fur alle t # a
_ I(m = m)(t - a)|

|m — | T=al
I__.li.(t) —f(@-—m(—-a)l + If(t) —f(@—m(—a)|
[t —a] |t —a] '

Da der letzte Ausdruck fur t —» a verschwindet, ist M = m. Aufgrund dieser
Eindeutigkeit

Verbesserter Schrankensatz Sei f: [a,b] - R stetig und auf (a,b) di[e-1
renzierbar. Dann ist f lipschitzstetig auf [a,b] genau dann, wenn f™auf
(a,b) beschrankt ist. Die bestmdgliche Lipschitzkonstante ist in diesem Fall

L= ¥y = sup [F(D)].

a<t<b

Ist f L-Lipschitz, so gilt fur jeden Di Lerbnzenquotienten die
Abschéatzung

Frtw —ron
u—v
Dasselbe gilt dann fur deren Grenzwerte, also die Ableitung von f an jedem
Punkt von (a,b). Also ist supg, p If1 1]

Gilt umgekehrt sup, IfP= L < o, so folgt fur a Cul< v [Chimit dem
Mittelwertsatz

If(v) = F()l = ')l lv —u] CEv —u].

Somit ist f L-lipschitz. Diese Konstante kann auch nicht verbessert werden.
Denn zu jedem € > 0 existiert ein w [(@,b) mit |f'@v)| > L — /2. Also
gibt es auch ein h mit

%W+hz—f(w)§|__&

Also kann L — € keine Lipschitzkonstante von f sein.




“You're cheating, Ned.”



