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Vorwort

Das vorliegende Skript dient zur Vermittlung heuristischer Strategien, welche beim Lésen von Ubungs-
aufgaben hilfreich sein kénnen. Solche Uberlegungen haben in der mathematischen Fachdidaktik eine
lange Tradition. Als Klassiker gelten beispielsweise die Arbeiten [4] von G. Polya und [2] von P. Hal-
mos. Die folgende Darstellung beruht jedoch im Wesentlichen auf Arbeiten und Skripten von H. Konig,
vorwiegend aber [3]. Desweiteren wurden Ideen von D. Grieser, [1] und H. Sewerin, [5] iibernommen.
An dieser Stelle sei auch meinen Kollegen E. Giizel und T. Hummel fiir Anmerkungen und Korrekturen,
sowie Prof. T. Weidl, J. Wirth und P. Lesky fiir die konstruktive Begleitung bei der Entstehung des
Skripts gedankt.

J. Kollner, 2017






1 Worum geht es hier?

Im Verlauf Thres Studiums werden Sie Woche fiir Woche vor neue (Ubungs-) Aufgaben gestellt. Ei-
nige dieser Aufgaben werden leichter, andere komplizierter zu lésen sein. Manche dieser Aufgaben
werden als so schwer empfunden, dass man glaubt, sie unmdoglich aus eigener Kraft 16sen zu kénnen.
An diesem Punkt sollte man nicht verzweifeln. Gerade in den ersten Semestern stehen Ihnen eini-
ge Hilfestellungen zur Verfiigung, nutzen Sie diese und besuchen Sie die angebotenen Sprechstunden
seitens der Dozenten, Assistenten oder mit den Tutoren. Dennoch miissen Sie an einem bestimmten
Punkt lernen mathematische Probleme selbststdndig anzugehen. Ein Mathematiker bedient sich dabei
iiblicherweise einem ganzen Werkzeugkasten heuristischer Methoden. Was diese genau sind, l&sst sich,
wenn iiberhaupt, nur sehr schwer definieren, weswegen wir auch auf eine strenge Definition verzich-
ten wollen. Vielmehr wollen wir uns hier darauf beschrinken einige dieser Problemlésungsmethoden
anzusprechen und anhand einiger Beispiele aufzuzeigen, wie man diese effektiv einsetzen kann, um
komplexere Aufgaben zu bewiiltigen. Ziel Thres Studiums ist es, neben dem Erlernen mathematischer
Theorien, auch diese Methoden und Prinzipien Stiick fiir Stiick zu verinnerlichen. Neben dem struk-
turellen Denken und einer gewissen Frustrationstoleranz sind es nédmlich diese Féhigkeiten Probleme
effektiv zu l6sen, welche Mathematiker im Berufsleben zu wertvollen Mitarbeitern machen.

2 Vom Beweisen

Dariiber was ein Beweis genau ist, lasst sich wunderbar diskutieren. Fiir uns soll im Moment aber
die einfache Definition als Nachweis einer Aussage geniigen. Innerhalb eines Beweises verwendet man
Definitionen und bereits bekannte Séatze um durch logische Schliisse eine Behauptung unter gegebenen
Voraussetzungen zu zeigen.

2.1 Beweis einer Allaussage

Unter einer Allaussage verstehen wir Sitze der Art: “Fiir alle Elemente einer Menge gilt die Eigen-
schaft, dass...”. Dabei ist es meistens unmoglich, die Eigenschaft nacheinander fiir alle Elemente der
Menge einzeln zu priifen. Der Beweis wird dann anhand eines gewéahlten Elements gefiihrt, es ist
jedoch zu beachten, dass man in der Argumentation nur Eigenschaften verwendet, welche auf alle
Elemente der Menge zutreffen.

Beispiel 2.1. Wir betrachten den aus der Schule bekannten Satz des Pythagoras:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Quadrate Gber den Katheten gleich dem Quadrat
tber der Hypothenuse.

Wir betrachten ein Dreieck, welches von den beiden Vektoren @ und b mit _}Skalarprod_t}kt a-b=0
aufgespannt wird (vgl. Abbidung 1). Die Seitenldngen sind dann gerade |a|, |b| und |@+ b| und es gilt,
dass
a _‘2—" (a —*:‘,"’ "._’ "._‘ _’._’: 7|2 P
|@+b“=(@+0b)-(@+b)=a-da+a-b+a-b+b-b=|al*+ |b°.
=0 =0
Mochte man hingegen eine Allaussage widerlegen, so geniigt die Angabe eines Gegenbeispiels.

Beispiel 2.2. Wir betrachten die folgende, falsche Aussage
Jede Parabelfunktion besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.

Diese Aussage ist falsch, um sie zu Widerlegen geben wir ein Gegenbeispiel, z.B. die Parabelfunktion
f(x) = 2241 an. Da die Gleichung 22 = —1 fiir keine relle Zahl z erfiillt ist, hat f keine relle Nullstelle.
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Abbildung 1: Skizze fiir Beispiel 2.1.



2.2 Beweis einer Wenn-Dann-Aussage
Bei einer Wenn-Dann-Aussage schliefit man aus einer Reihe von Voraussetzungen auf eine Behaup-
tung.
Beispiel 2.3. Wir betrachten den folgenden Satz:
Ist eine Funktion in einem Punkt xo thres Definitionsbereiches differenzierbar, so ist
lim, 4, f(z) = f(z0).
Fiir alle x aus dem Definitionsbereich von f ist

(=) = flzo)

Tr — X

f(x) = flxo) + - (x = x0).

Da f in z differenzierbar ist, ist lim, ., (f(x) — f(x0))/(z — z0) = f'(x0). Desweiteren ist lim, ., (z — o) =
0. Zusammengenommen folgt daraus, dass

tin () = tim feo)+ im LTI i oy ) 4 f(a0) -0 = fa)

T—Tg T—To Tr — X9 T—T0

2.3 Beweis einer Genau-Dann-Wenn-A ussage

Im Gegensatz zum Beweis einer Wenn-Dann-Aussage besteht der Beweis einer Genau-Dann-Wenn-
Aussage immer aus zwei Teilen. Es ist nicht nur zu zeigen, dass ein bestimmtes Objekt unter gewissen
Voraussetzungen eine Eigenschaft besitzt, sondern auch, dass dieses Objekt die Eigenschaft nicht mehr
besitzt, wenn die Voraussetzung verletzt ist. Insofern setzt sich eine Genau-Dann-Wenn-Aussage aus
zwei Wenn-Dann-Aussagen zusammen.

Beispiel 2.4. Wir betrachten den folgenden Satz:

Seien f und g stetig differenzierbare Funktionen auf R.
Es ist f'(x) = ¢'(x) fir alle x € R genau dann, wenn f — g eine konstante Funktion ist.

e Wir nehmen zunéchst an, dass f — g konstant ist und miissen zeigen, dass f'(z) = ¢'(«) fiir alle
z € R gilt. Da f — g konstant ist, verschwindet die Ableitung von f — g und es ist

0=(f(z) —g(x)) = f(2) - g(x).
Daraus folgt f/(z) = ¢'(x) fir alle z € R.
e Sei nun f'(z) = ¢'(z) fiir alle z € R. Dann folgt mit der Formel von Newton-Leibnitz, dass
@)~ flan) = [ fa)do= [ '@)ds = g(a) - gla)
fiir alle z, 2o € R und die Differenz
f@) = g(x) = f(wo) — g(x0)

ist konstant.

2.4 Indirekter Beweis

In manchen Fillen ist es einfacher, die Aussage nicht direkt, sondern indirekt zu zeigen. Dabei nimmt
man an die Verneinung der zu zeigenden Aussage wére richtig und versucht aus dieser Annahme einen
Widerspruch herzuleiten. Eine hiufige Anwendung dieser Beweismethode sind Aussagen der Art “Es
gibt kein...”.

Beispiel 2.5. Wir betrachten den folgenden Satz:
Die Zahl 3 ist nicht das Quadrat einer natiirlichen Zahl.
Wir nehmen an, dass es eine Zahl n € N mit n? = 3 gibt. Wegen
17 <3< 2?

und Monotonie der Wurzelfunktion wére dann 1 < n < 2. Nun gibt es aber keine natiirliche Zahl
zwischen 1 und 2, was einen Widerspruch darstellt. Die Annahme es giibe ein n mit n? = 3 muss also
falsch sein.



2.5 Fallunterscheidungen

Oftmals ldsst sich eine Aussage nicht fiir alle Objekte, iiber die eine Aussage getroffen wird, mit einem
einheitlichen Verfahren beweisen. Manchmal kénnen kompliziertere Probleme auch einfach in kleinere
Teilprobleme zerlegt werden. In beiden Situationen ist es hilfreich eine Fallunterscheidung zu machen.
Wie dies im Einzelnen funktioniert, soll anhand der folgenden Beispiele erldutert werden.

Beispiel 2.6. Wir wollen zeigen, dass das Produkt n-(n+1) fiir jede natiirliche Zahl n € N eine gerade
Zahl, d.h. durch 2, teilbar ist.

Um zu zeigen, dass das Produkt zweier Zahlen gerade ist, geniigt es zu zeigen, dass eine der beiden
Zahlen n oder n + 1 gerade ist. Nun ist iiber n jedoch nichts weiter vorausgesetzt, wir wissen nicht,
ob n selbst gerade oder ungerade ist. Innerhalb einer Fallunterscheidung kénnten wir jedoch beide
Annahmen nacheinander treffen:

Fall 1: Wir nehmen an, dass n gerade ist. Damit ist n = 2 - k fiir eine natiirliche Zahl k£ € N und

n-(n+1)=2-k(n+1).

Wegen k(n+1) € Nist n- (n+ 1) in diesem Fall also eine gerade Zahl.
Fall 2: Wir nehmen an, dass n eine ungerade Zahl ist. Damit ist aber n + 1 eine gerade Zahl und
n+1=2-k fiir ein k € N. Es folgt

n-(n+1)=n-2k,

d.h. wegen k- n € Nist auch n- (n + 1) eine gerade Zahl.

Da eine natiirliche Zahl nur gerade (Fall 1) oder ungerade (Fall 2) sein kann, haben wir mit un-
serer Fallunterscheidung kein n € N ausgelassen und die Aussage ist tatséichlich fiir alle moglichen
natiirlichen Zahlen gezeigt. Der Beweis ist damit abgeschlossen.

Beispiel 2.7. Eine sehr hdufige Anwendung der Fallunterscheidung ist auch das Losen von (Un-)
Gleichungen, in denen der Betrag |z| einer z.B. reellen Zahl x € R vorkommt. Dabei wissen wir, dass
|x| = « fiir alle positiven und |z| = —z fiir alle negativen reellen Zahlen gilt. Unterscheiden wir diese
beiden Fille, so verschwindet der Betrag in der gegebenen (Un-)Gleichung, die (Un-)Gleichung wird
damit einfacher, sodass wir sie ggf. 16sen kénnen.

In unserem Beispiel soll nun die Ungleichung

22 —1] <1

fiir € R gelost werden. Um nun herauszufinden welche Félle wir nun unterscheiden miissen, kénnen
wir umgekehrt vorgehen und fragen, wann 2z — 1 positiv oder negativ ist. Hierfiir 16sen wir also die
Gleichung 2z — 1 = 0 und erhalten

1
20 —1=0 & 2z =1 & m:§.
Es sind also die beiden Félle z > 1/2 und = < 1/2 zu unterscheiden:
Fall 1: Wir nehmen an, dass > 1/2 ist. Dann ist
1
2r—1>22--—-1=0
2
und |2z — 1] = 2z — 1. Die gegebene Ungleichung vereinfacht sich zu
2r—1<1 & 20 <2 & r <1.

Unter der Annahme, dass > 1/2 ist, haben wir also gefunden, dass alle Zahlen 2 < 1 die Ungleichung
erfiillen. Damit erfiillen alle reellen Zahlen mit 1/2 < 2 <1 die gegebene Ungleichung.
Fall 2: Wir nehmen an, dass < 1/2 ist. Dann ist

und |2z — 1| = — (22 — 1) = 1 — 2z. Die gegebene Ungleichung vereinfacht sich also zu

1—-2x<1 & 1<1+4+2x & 0<2x & 0<ux.



Unter der Annahme, dass ¢ < 1/2, haben wir diesmal gefunden, dass alle Zahlen « > 0 die Ungleichung
erfiillen. Damit erfiillen zusétzlich alle rellen Zahlen 0 < 2 < 1/2 die gegebene Ungleichung.
Zusammenfassend haben wir durch Fallunterscheidung herausgefunden, dass alle rellen Zahlen mit
0 <z <1 die gegebene Ungleichung erfiillen. Dabei haben wir bei unserer Fallunterscheidung keine
Zahlen vergessen und auch ansonsten keine falschen Umformungen vorgenommen, wir kénnen uns
daher auch wirklich sicher sein alle reellen Zahlen mit |22 — 1| < 1 gefunden zu haben.

2.6 Beweis durch vollstindige Induktion

Sei A(n) eine beliebige, von n abhingige Aussage. Sitze der Form: “Fiir alle n € N gilt, dass
A(n).”lassen sich meistens mit Hilfe einer vollstindigen Induktion zeigen. Bei diesem Verfahren zeigt
man zunéchst, dass A(1) eine wahre Aussage ist (Induktionsanfang). Anschlieend zeigt man unter der
Voraussetzung, dass A(n) fiir irgendein n € N wahr ist (Induktionsvoraussetzung), dass auch A(n+1)
eine wahre Aussage ist (Induktionsschluss). Nach dem Induktionsaxiom hat man dann A(n) fiir alle
n € N bewiesen.

Beispiel 2.8. Wir betrachten die Aussage

Sei x > —1 eine reelle Zahl.
Fiir allen € N ist (1 4+ 2)" > 1+ nz.

e Die Aussage stimmt zumindest fiir n = 1, da
A+z)=14+z=14+1-2
gilt.

e Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir ein gewisses n € N erfiillt ist, und zeigen die Aussage
dann fiir n + 1: Hierfiir ist
Iv.
A4+z)" M =0+4+2)"-14+2)>O0+nz)-1+z)=1+n+Dz+nz?>1+ (n+ 1)z

——
>0 20

3 Allgemeine Prinzipien

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir einige Beweise gesehen. Technisch waren Sie alle korrekt und
ab einem gewissen Punkt im Studium wird von Thnen verlangt, dass Sie solche Beweise selbssténdig so
formulieren. Was in solchen Beweisen aber fehlt ist eine Darstellung davon, wie man gerade zu diesem
Beweis gekommen ist. Auf dem Weg dorthin bedient man sich einiger Techniken und Prinzipien, welche
iiblicherweise nicht dargestellt werden. Fehlwege, die man gehen musste, werden génzlich weggelassen.
Ziel der folgenden Abschnitte ist es nun gerade diese Strategien einmal zusammenzufassen.

Wir beginnen mit einer Auflistung relativ einfacher Prinzipien. Manche dieser Prinzipien werden
Thnen vielleicht bereits bekannt vorkommen, trotzdem werden die Wenigsten in diesem Zusammenhang
dariiber nachgedacht haben und es ist gut, sich diese Prinzipien, vor allem bei komplexeren Aufgaben,
wieder ins Gedéchtnis zu rufen und sich zu erinnern.

Manche dieser Prinzipien wie z.B. das Analogie-, Zerlegungs-, Transformations- und Rickfihrungs-
prinzip sind universell einsetzbar. Andere Prinzipien wie das Extremalprinzip, Schubfachprinzip oder
Symmetrieprinzip eignen sich nur bei bestimmten Aufgaben, helfen dann aber die Aufgabe erheblich
zu vereinfachen.

Das Analogieprinzip sollte man bereits beim Lesen einer Aufgabe beachten und sich fragen, ob
man eine dhnliche Aufgabe bereits gelost hat. Ist dies der Fall, sollte man zunéchst versuchen bei
der neuen Aufgabe analog vorzugehen und die gleichen Techniken in ggf. modifizierter Form wieder
anwenden.

Das Zerlegungsprinzip eignet sich vor allem fiir komplexere Aufgaben. Dabei versucht man eine
Aufgabe in kleinere Teilaufgaben zu unterteilen und diese dann schrittweise zu l6sen. Evtl. muss man
Fallunterscheidungen treffen und sich iiberlegen, in welcher Reihenfolge die Teilaufgaben zu 16sen sind.
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Abbildung 2: Skizze fiir Beispiel 3.1.

Beim Transformationsprinzip versucht man die Situation in einer Aufgabe in die Sprache einer
geeignet gewihlten mathematischen Theorie zu iibersetzen. Beispielsweise fithrt man bei Anwendungs-
aufgaben geeignete Koordinaten oder Variablen ein, um dann nach Gleichungen zu suchen. Hat man
die Losung des mathematischen Problems gefunden, muss man diese dann wieder in den Ausgangs-
bereich zuriickiibersetzen.

Beim Riickfithrungsprinzip sucht man nach einer bereits gelosten Aufgabe oder einem Satz aus
der Vorlesung, auf den sich die Aufgabe zuriickfiihren ldsst. Ggf. hilft es dabei, die Aufgabe zu verall-
gemeinern oder sich Hilfsaufgaben zu formulieren.

Beispiel 3.1. Dieses schone Anwendungsbeispiel fiir das Riickfithrungsprinip ist alt und geht auf Ge-
orge Pdlya (1887 - 1985) zuriick. Man findet es z.B: in [4].

Gegeben ist ein Quader mit den Seitenldngen a,b,c > 0. Es soll eine Formel zur Berechnung seiner
Raumdiagonalen d mit Hilfe von a, b, ¢ gefunden werden. Das Problem erinnert stark an das Problem
der Berechnung einer Flichendiagonalen d’ in einerm Rechteck mit den Seitenléingen a,b > 0. Dort
fithrt die Anwendung des Satz des Pythagoras auf die Formel

d =+va?+ 2.

Versuchen wir fiir die Raumdiagonale also ebenfalls ein rechtwinkliges Dreieck zu finden. Zeichnet
man sich die Flichendiagonale d’ wie in Abbildung 2 als Hilfslinie in den Quader, so erkennt man ein
solches mit den Seitenléingen d’, d und c. Die Anwendung des Satz des Pythagoras fiihrt dann auf die
Gleichung

B2 =d?1e?

und die Berechnung der Raumdiagonalen wurde auf die bekannte Formel fiir die Flidchendiagonale
zuriickgefithrt. Einsetzen liefert letztendlich, dass

d=+a?+b%+c%

Man beachte, dass die Formel fiir die Flichendiagonale als Spezialfall fiir ¢ = 0 in dieser Formel
wieder enthalten ist. Allgemeiner kénnen eine ganze Reihe n-dimensionaler Probleme auf ein n — 1-
dimensionales Problem zuriickgefiihrt werden (Induktion in der Dimension) und es ist hilfreich sich
neben dem n-dimensionalen Problem auch n — 1-dimensionale Spezialfille anzuschauen. Manchmal
liefert dies die richtigen Ideen, in anderen Féllen kann die Intuition aber auch triigen.

Schubfachprinzip Wenn mehr als n Elemente auf genau n Schubficher verteilt werden, so miissen
in mindestens eines der Facher mindestens zwei Elemente gepackt werden. Aber welche Aufgaben las-
sen sich mit Hilfe dieser Erkenntnis bearbeiten? Dieses Prinzip ist recht speziell und kommt eigentlich
nur bei Existenzaussagen iiber endliche Mengen vor, beispielsweise dann, wenn man zeigen mdochte,
dass zwei oder mehrere Elemente eine gemeinsame Eigenschaft haben.

Beispiel 3.2. e In einer Gruppe von 13 Personen haben mindestens zwei Personen im gleichen
Monat Geburtstag. In diesem Fall sind die 13 Personen gerade 13 Elemente, welche wir auf 12
Schubficher (die Geburtsmonate) verteilen.



Abbildung 3: Beispiele fiir mogliche Zusammensetzungen der Partys aus Beispiel 3.3

e Verteilt man 13 Studenten auf 3 Ubungsgruppen, so hat mindestens eine Ubungsgruppe min-
destens 5 Teilnehmer. Hier verteilt man 13 Elemente (die Studenten) auf 3 Schubficher (die
Ubungsgruppen). Angenommen jede Ubungsgrupppe hiitte maximal 4 Teilnehmer, so diirften
wir nur 12 Studenten verteilen, da wir einen weiteren hinzunehmen, muss eine Gruppe mehr als
4 Teilnehmer haben.

In diesen Beispielen war es relativ offensichtlich, wie man das Schubfachprinzip anwenden musste. Dies
muss aber nicht immer der Fall sein, oft benttigt man neben dem Schubfachprinzip weitere Hilfsmittel.

Beispiel 3.3. Auf einer Erstsemesterparty mit 6 Teilnehmern findet man sicher entweder eine Grup-
pe von 3 Erstsemestern, die sich untereinander nicht kennen oder man findet sicher eine Gruppe
von 3 Erstsemestern, die sich untereinander kennen. Sich zu “kennen” soll dabei eine symmetrische
Eigenschaft sein, d.h. zwei Erstsemester kennen sich, wenn jeder der beiden den jeweils anderen kennt.
Hier sehen wir zunéchst nicht, wie wir das Schubfachprinzip anwenden koénnen. Klar ist nur, dass
wir nach “Elementen” und “Schubfidchern” Ausschau halten miissen. Beginnen wir also damit die
Partygéste mit 1,...,6 durchzunummerieren. Nun kénnten wir zu jedem Erstsemester alle anderen
Erstsemester notieren, die ihn kennen. Das Problem ist hierbei, dass z.B. Tabellen relativ schnell
uniibersichtlich werden und wir gleichzeitig eine allgemeine Party mit einer beliebigen Zusammenset-
zung von Personen betrachten wollen. Nichtsdestotrotz hilft es vielleicht sich einige Beispiele solcher
Partys anzuschauen. Anstelle von Tabellen verwenden wir dabei besser Bilder und versuchen Ge-
meinsamkeiten zu identifizieren. Wir zeichnen also fiir jeden Partygast einen Punkt und verbinden die
beiden Punkte durch eine durchgezogene Linie, wenn sich die beiden Personen kennen. Im anderen Fall
verbinden wir die Punkte mit einer gestrichelten Linie. Abbildung 3 zeigt hierfiir einige Beispiele. In
allen Bildern erkennen wir, dass es tatséchlich immer ein Dreieck aus entweder durchgezogenen Linien
oder gestrichelten Linien gibt, d.h. man findet eine Gruppe von drei Personen, die sich entweder un-
tereinander kennen oder nicht kennen. Wie kénnen wir das nun aber im allgemeinen Fall begriinden?
Betrachten wir die Bilder einmal ndher. Jeder Punkt ist durch 5 Linien mit einem anderen Punkt ver-
bunden. Dabei gibt es aber zwei Arten von Linien. Wenden wir das Schubfachprinzip an, so miissen
an einem Punkt mindestens drei Linien von einer Art (gestrichelt oder durchgezogen) ausgehen. Sei
n die Nummer der betrachteten Person, diese sei z.B. mit den Personen k, [, m durch eine gestrichelte
Linie verbunden. Sind nun zwei der Personen k, [, m ebenfalls durch eine gestrichelte Linie verbunden,
so haben wir eine Gruppe von drei Personen gefunden, die sich untereinander nicht kennen. Sind die
drei Personen k, [, m aber nur durch durchgezogene Linien verbunden, so bilden sie eine Gruppe von
Personen, die sich untereinander kennen. Damit haben wir einen Losungsweg gefunden, den wir nun
niederschreiben kénnen.

Beispiel 3.4. Eine andere, sehr versteckte Anwendung fiir das Schubfachprinzip ist die folgende Auf-
gabe:

Zeigen Sie, dass es unter allen Potenzen von 3 mindestens eine gibt, welche in der
Dezimaldarstellung auf die Ziffern 001 endet.

Diese Aufgabe miissen wir zunéichst wieder in eine mathematische Sprache iibersetzen. Es geht hier
um Potenzen von 3, d.h. um Zahlen 3™ mit n € N. Was bedeutet es nun, dass eine Zahl in der
Dezimaldarstellung auf 001 endet? Schreiben wir uns zunéchst einige Beispiele auf:

1001, 2001, 3001, ..., 15001, ...123001, . ..

Alle diese Zahlen haben gemeinsam, dass sie, teilt man sie durch 1000 den Rest 1 haben, wir schreiben
dafiir

3001 mod 1000 = 1.



Die Behauptung in der Aufgabe lautet also, dass es eine Zahl 3™ gibt fiir die
3™ mod 1000 =1

gilt. Wir wollen das Schubfachprinzip anwenden, hierfiir suchen wir wieder nach Elementen, die wir
auf Schubficher verteilen wollen. Mogliche Elemente wéren die Zahlen 3™, Schubféacher ihr Rest bei
Division durch 1000. Wie viele Schubficher gibt es also? Bei Division durch 1000 kommen als mégliche
Reste nur die Zahlen 0,...,999 in Frage. Unter den unendlich vielen Elementen 3™ muss es also
mindestens zwei Potenzen geben, welche bei Division durch 1000 den gleichen Rest haben. Seien 3*
und 3! mit k£ > [ diese beiden Potenzen. D.h. es gilt

3¥ = 3" mod 1000,
bzw. die Differenz 3% — 3! kann ohne Rest durch 1000 geteilt werden. Damit kann aber auch
33t —1) =33

ohne Rest durch 1000 geteilt werden. Nun kann 3! aber nie ohne Rest durch 1000 geteilt werden, da
1000 z.B. nur die Primfaktoren 2 und 5 besitzt. D.h. 35=! — 1 ist durch 1000 teilbar, bzw. 3*~! hat
bei Division durch 1000 den Rest 1 und endet somit auf die Ziffern 001.

Symmetrieprinzip Das Wort Symmetrie hat viele Bedeutungen. Im Alltag verwenden wir es meist
um Bilder oder Objekte zu beschreiben, so erscheint das menschliche Gesicht auf den ersten Blick
symmetrisch, genauso wie klassische Bauwerke. Diese Art der Symmetrie hat in der Mathematik eine
Entsprechung, in der Geometrie kennt man etwas préziser die Begriffe Achsen- oder Punktsymmetrie.
Etwas allgemeiner spricht man in der Mathematik aber zusétzlich dann von einer Symmetrie, wenn es
“vertauschbare Teile” gibt, so ist z.B. ein gleichseitiges Dreieck symmetrisch, da die Reihenfolge der
Ecken fiir die meisten Fragen unwichtig ist oder der Ausdruck

Y + Yz + 2w

symmetrisch, da die konkreten Werte von z, y und z vertauscht werden kénnen, ohne dass sich das
Endergebnis &dndert. Findet man in Aufgaben Symmetrien, so kann man diese ausnutzen um die
Aufgaben eleganter, leichter oder iiberhaupt zu lésen.

Beispiel 3.5. Symmetrieargumente kénnen beispielsweise die Anzahl der zu unterscheidenden Félle
bei einer Fallunterscheidung reduzieren:

Wir wollen zeigen, dass
2 2
IR L < max {1}

fiir alle z,y € R mit z,y > 0 erfiillt ist. Solche Ungleichungen lassen sich mit Hilfe einer Fallunter-
scheidung behandeln. Hier beobachten wir aber zusétzlich, dass wir in der Ungleichung die Rollen von
2 und y vertauschen konnen. Anstelle der beiden Fille x > y und y > x geniigt es also nur einen der
beiden Fille zu untersuchen. In der Mathematik verwendet man dafiir auch die Abkiirzung oBdA fiir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit.

Sei also oBdA z > y > 0, dann ist auch 22 > 32 und damit

2 2 2 2

Auf die Darstellung der Heuristik, welche zu dieser Losung fiihrt, haben wir in diesem Beidpiel ver-
zichtet und verweisen auf den Abschnitt 4.2.1.

Beispiel 3.6. Symmetrien lassen sich auch zur einfachen Berechnung mancher Integrale verwenden.
Es soll beispielsweise der Wert des Integrals

/ (sinz)®dz

—T
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Abbildung 4: Beispiel fiir eine schematische Darstellung eines Losungsplans.

(a) Vorwirtsarbeiten (b) Riickwirtsarbeiten

Abbildung 5: Schematische Darstellungen des Vorwérts- und Riickwértsarbeitens.

berechnet werden. Prinzipiell ldsst sich eine Stammfunktion von (sinx) ermitteln, dies ist nur

aufwindig und erleichtert die Berechnung dieses Integrals keinesfalls. Der Trick besteht darin zu
bemerken, dass man eine (zum Ursprung des Koordinatensystems) punktsymmetrische Funktion iiber
ein symmetrisch zum Ursprung gewéhltes Intervall integriert. Das Integral sollte also den Wert Null
annehmen, da, anschaulich gesprochen, zu jedem Stiickchen Flicheninhalt oberhalb der z-Achse es
ein genauso grofies Stiickchen Fldcheninhalt unterhalb der z-Achse gibt. Diese beiden Beitrige zum
Wert des Integrals heben sich aber gerade auf.

Der Nachweis, dass es sich beim Integranden um eine punktsymmetrische Funktion handelt, erfolgt
durch Nachrechnen der Gleichung f(—x) = —f(z) fiir alle z € [—m, 7]. Dabei ist

fl=z) = (sin(fx))99 = (- sin:z?)99 = (71)99 . (Sinz)99 = f(sinz)gg = —f(x).

4 Strategien zum Aufgabenl6sen

4.1 Losungspliane

Jede Aufgabe enthélt Informationen iiber Start S und Ziel Z. Bei Rechenaufgaben sind etwa gewisse
Groflen gegeben, andere werden gesucht. In Beweisaufgaben gibt es Voraussetzungen und eine Aussage,
die es zu beweisen gilt. Eine Aufgabe zu 16sen bedeutet dann auf irgendeine Art und Weise einen Weg
vom Start zum Ziel zu finden. Auf dem Weg bedient man sich {iblicherweise einiger Hilfsmittel H um
zwischendurch Teilziele T' zu erreichen. Die Gesamtheit von Start, Ziel, Teilzielen und Hilfsmitteln
ldsst sich in einem Ldsungsplan einer Aufgabe zusammenfassen, diesen kann man schematisch mit
Hilfe eines Graphen wie in Abbildung 4 veranschaulichen.

4.2 Vorwirts- und Riickwiartsarbeiten

Vorwértsarbeiten ist die wohl universellste Strategie. Sie kann zwar prinzipiell immer angewandt
werden, fithrt aber auch oft in Sackgassen. Ausgehend vom Start sucht man nach weiteren Teilzielen
und Hilfsmitteln, welche direkt zum Ziel fithren (fiir eine schematische Dastellung vgl. Abbildung 5).
Geeignete Teilziele findet man mit Hilfe der Frage:

gegebenen Groflen berechnen
Was lésst sich aus den Voraussetzungen unmittelbar ¢ ableiten 3 ?
gegebenen Bedingungen folgern

Die Frage nach den entsprechenden Hilfsmitteln liefert dann die verwendete Formel oder einen Satz.
Umgekehrt kann man aber auch zunéchst nach geeigneten Hilfsmitteln suchen. Hierfiir

Formeln, in denen die gegebenen Gréflen vorkommen
sucht man nach )

Satzen mit den gleichen Voraussetzungen wie in der Aufgabe



Def. a|b
b:kl-a
Def. a|(b+ ¢)
b+c=(k1+k2)-a al(b+c)
Def. alc
@ c=ky-a

Abbildung 6: Losungsplan fiir die Aufgabe aus Beispiel 4.1.

Die Teilziele ergeben sich dann aus der Frage:

Was lisst sich also {aus den gegebenen Grofien berechnen} o

aus den Voraussetzungen ableiten

Beispiel 4.1. Wir betrachten die folgende Aufgabe:
Zeigen Sie: Teilt eine natirliche Zahl zwei andere natiirliche Zahlen, so auch deren Summe.

Um die Aufgabe zu 16sen miissen wir zunédchst Variablen einfithren und uns vergegenwiértigen, wel-
che Voraussetzungen gegeben sind und was wir zeigen miissen. Bezeichnen wie die natiirliche Zahl,
welche die beiden iibrigen teilt mit ¢ und die beiden {ibrigen mit b und ¢, so haben wir die beiden
Voraussetzungen

Vl . a\b,

Vo : ale

gegeben. Unser Ziel ist hierbei a|(b + ¢).

Was ldsst sich nun unmittelbar aus V; folgern? Wenn a|b dann gibt es eine natiirliche Zahl k;, sodass
b = kq -a gilt. Genauso kénnen wir aus V5 folgern, dass es eine natiirliche Zahl ks gibt, sodass ¢ = ks -a
gilt. Beide Male haben wir als Hilfsmittel nur die Definition des Ausdrucks a|b, bzw. a|c verwendet.
Im Hinblick auf unser Ziel, eine Aussage iiber die Summe von b und ¢ zu beweisen, kénnten wir nun
auf die Idee kommen diese beiden Gleichungen zu addieren, und erhalten

b+c:k1~a+k2~a:(k1+k2)~a:k3~a.

Dies entspricht aber gerade der Definition von a|(b + ¢), da k3 als Summe zweier natiirlicher Zahlen
wieder eine natiirliche Zahl ist. Das Hilfsmittel im letzten Schritt war wieder die Anwendung der
Definition der Teilbarkeit. Die schematische Zusammenfassung dieser Losung findet sich in Abbildung
6.

Beim Riickwértsarbeiten geht man umgekehrt vor und sucht ausgehend vom Ziel nach geeigneten
Teilzielen und Hilfsmitteln, welche wieder auf das Ziel fiihren. Bei der Suche nach Teilzielen stellt man
sich die Frage:

die gesuchte Grofle

Woraus lasst smh{ die Behauptung

} unmittelbar {berechnen} ?

ableiten

Um Hilfsmittel zu finden kann man sich fragen:

2

Welche{ Formel enthilt die gesuchte Grofie }

Sétze enthalten gleichartige Behauptungen

Das Vorwirtsarbeiten setzt man meist ohnehin unbewusst ein und natiirlich ist nichts dagegen einzu-
wenden, wenn man nach dem Lesen einer Aufgabe zunéchst versucht direkt durch Vorwiértsarbeiten
zum Ziel zu kommen. Gelingt dies aber nach einiger Zeit nicht, so sollte man diesen Ansatz abbrechen
und versuchen riickwirts zu arbeiten. Dabei muss man die Fortschritte vom Vorwértsarbeiten nicht
vergessen, vielmehr konnen sie auch beim Riickwéirtsarbeiten helfen. Eine solche Kombination von
Vorwértsarbeiten und Riickwértsarbeiten ist eine sehr effektive Losungsstrategie.



4.2.1 Folgern aus der Behauptung

Das Folgern aus der Behauptung kann man als besondere Art des Vorwiértsarbeitens ansehen. Prak-
tisch spielt diese Strategie nur bei der Losung einfacher Ungleichungen eine Rolle, soll hier aber nicht
unerwéihnt bleiben. Beim Folgern aus der Behauptung nimmt man die gegebene Ungleichung und
formt beide Seiten so lange um, bis man eine offensichtlich wahre oder bereits bewiesene Ungleichung
erhiilt. Dabei ist jedoch zu beachten, dass man nur Aquivalenzumformungen verwendet, sich jeder
Schritt also tatséchlich auch umkehren liasst. Andernfalls muss man ggf. Fallunterscheidungen treffen.

Beispiel 4.2. Es ist die Ungleichung

1
r+—>2
T

fir alle x € R mit = > 0 zu zeigen. Hierfiir formen wir die Ungleichung so lange um, bis wir eine
offensichtlich wahre Ungleichung erhalten. Konkret ist

1
T+ —>2
x
= 22 +1>2
gmxz—%:—&—l > 0.
Der letzte Audruck lédsst sich mit Hilfe der Binomischen Formel umschreiben, es ist
2?2 —2x+1=(x—1)?2>0.

Damit haben wir aus der gegebenen Ungleichung eine wahre Aussage gefolgert, mit dem Beweis der
Ungleichung sind wir damit aber keineswegs fertig. Betrachten wir unsere Rechenschritte also noch
einmal genauer: Der erste Schritt war eine Multiplikation mit x # 0, dieser Schritt ist umkehrbar, man
kann einfach durch x # 0 dividieren. Im zweiten Schritt wurden auf beiden Seiten 2x abgezogen. Auch
dieser Schritt ist umkehrbar, man kann einfach auf beiden Seiten 2z addieren. Der letzte Schritt war
nur eine Umformung mit Hilfe der Binomischen Formel. Wir haben nun einen Losungsweg gefunden,
den wir niederschreiben kénnen. Dabei achten wir nun darauf, die Argumentation in der richtigen
Reihenfolge aufzuschreiben:

Musterldsung: Fiir alle z € R ist (z — 1)2 > 0. Daraus erhalten wir

(x—1)?=2>-20+1>0

ém x2+122x

/x

+

—

1
T+ — > 2.
T

Wie folgendes Beispiel zeigt, lassen sich aber nicht alle Ungleichungen mit dieser Methode behandeln.
Manchmal ist es hilfreich weitere Abschétzungen vorzunehmen.

Beispiel 4.3. Es ist die Ungleichung
$2+y2+z2 >xy+xz+yz

fir alle x,y,2 € R zu zeigen. Die Methode des Folgerns aus der Behauptung fiithrt hier nicht zum
Ziel, davon kann man sich leicht selbst iiberzeugen. Wir miissen also nach einem anderen Losungsweg
suchen. Auf den ersten Blick erkennt man, dass die beiden Terme in der Ungleichung symmetrisch bzgl.
Vertauschung von x,y, z sind, wir sehen aber nicht, wie wir diese Information hier verwerten sollen.
In einem solchen Fall ist es hilfreich zunéchst Spezialfille der Ungleichung zu betrachten. Setzen wir
z.B. z = 0, so erhalten wir die Ungleichung

2+ y2 > xy.
Diese Ungleichung ist richtig, da sogar

22 4 9% > 2xy = 2 = 2xy+y*=(x—y)> >0

10
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Abbildung 7: Skizze fiir die Aufgabe aus Beispiel 4.4.

gilt. Analog (bzw. durch Ausnutzung der Symmetrie) erhalten wir zwei weitere Ungleichungen, d.h.
es gelten jeweils

2® +y? > 2ay,
2+ 22 > 22z,

y:+ 22 > 2y,

Schreibt man sich diese drei Ungleichungen so untereinander auf, so erkennt man, dass die gesuchte
Ungleichung gerade aus der Summe dieser drei Ungleichungen hervorgeht, d.h.

22 2 +2%) = (22 ) + (22 + 22 + (P + 2%) > 20y + 222 + 29z = 2(xy + 22 + y2).

Wir haben damit einen Losungsweg gefunden.

4.3 Suche nach Gleichungen

Eine andere Strategie ist die Suche nach Gleichungen. Wir sprechen hier von einer anderen Strategie,
da sie sich nur schwer in ein Vorwérts-/Riickwirtschema einordnen lésst und sich die entstandenen
Losungswege nicht leicht in einem Graphen veranschaulichen lassen. Nichtsdestotrotz ist die Suche
nach Gleichungen fiir viele Aufgaben ein wertvolles Hilfsmittel.

Nach dem Lesen einer Aufgabe versucht man die gegebenen Voraussetzungen in Gleichungen oder
Ungleichungen zu iiberfithren. Oftmals muss man hierfiir selbst geeignete (Hilfs-)Variablen einfiihren.
Innerhalb des entstandenen Systems von Gleichungen versucht man nun nacheinander iiberfliissige
Variablen zu eliminieren, bis letztendlich nur die gesuchten Grofien iibrig sind. Eine unvorteilhafte
Wahl der Variablen zu Beginn erhéht hier nur den Aufwand bei der Elimination {iberfliissiger Varia-
blen. Umwege sind dabei keine Seltenheit, hat man daher einmal einen Lésungsweg gefunden, so sollte
man versuchen diesen Weg zu optimieren und weitere, kiirzere Losungswege zu finden.

Beispiel 4.4. Wir betrachten die folgende Aufgabe:

Man beweise das Additionstheorem sin (o + ) = sin («) cos (B) + cos («) sin (B) fiir positive Winkel
a, f mit a+ B € [0,7]. Verwenden Sie dafir die Skizze in Abbildung 7.

Wir wollen hier versuchen die Losung mittels der Suche nach Gleichungen zu finden. Der Einfachheit
halber sind bereits alle wichtigen Punkte, Winkel und Kanten in der Skizze beschriftet, wére dies nicht
der Fall, so miissten wir selbst Variablen einfithren. Beginnen wir nun zunéchst damit alle denkbaren
Gleichungen aufzulisten: Im Dreick EC'D haben wir z.B.

h Co
h2 2 = 2 1 = - = —
c+c;=a’, sin () o cos () o
im Dreieck AED sind
he
R4 =0, sm(B) =5 cos(8) =

11



und im Dreieck FFAD sind

ha d
h? 4+ d? =1, sin(w—(a—&—ﬁ)):?, cos(ﬁ—(oz—&—ﬁ)):E.
Desweiteren ist
c=cC1 + Ca.

Bisher haben wir noch keine Gleichung fiir das Parallelogramm gefunden, hier féllt auf den ersten
Blick nur auf, dass wir dessen Flicheninhalt A auf zwei verschiedene Arten berechnen kénnen, es sind

A=a-h, und A=c-h,.

Man beachte, dass wir gerade so viele Winkel eingefithrt haben wie die Aussage, welche wir zei-
gen wollen, beinhaltet, {iberschiissige Bezeichnungen miisten wir im anderen Fall wieder eliminieren.
Versuchen wir nun die Gleichungen, falls méglich, zu vereinfachen. Beispielsweise kann man die Sym-
metrieeigenschaft sin (m — ) = sin ¢ verwenden und erhilt

_ha

sin (o + ) A

Um Ubersicht zu gewinnen iiberlegen wir, welche Gleichungen uns mehr oder weniger weiterhelfen
konnen. Beispielsweise kommt der Term cos (« + ) in unserer Behauptung nicht vor. Desweiteren
helfen die Gleichungen mit den Quadraten aus dem Satz des Pythagoras auf den ersten Blick nicht
weiter. Legen wir sie fiir den Moment beiseite und beschranken wir uns auf das System

A=a-hg, A=c-h,

sin(@) =", cos(@)= 2, sim(B) =", cos(8) = S sin(atp) = %
c =1+ Co.

Versucht man in diesem System nun h. zu eliminieren, so haben wir dabei zwei Moglichkeiten: Es
ist einerseits h. = a - sin () und andererseits h, = b - sin(8). Fiir welche dieser beiden mdglichen
Substitutionen sollen wir uns entscheiden? Wir wissen es jetzt nicht und verwerfen diese Idee zunéchst
wieder. Am einfachsten ldsst sich wahrscheinlich die Variable ¢ mit ¢ = ¢; + ¢ eliminieren. Dies fiithrt
auf

A=a-hg, A= (c1+ca) - he

sin (o) = — cos (@) = e sin (8) = he cos () = a sin (a + ) =
- a b - a ) - b b - b b -

Die beiden Variablen ¢; und ¢y lassen sich ebenfalls leicht eliminieren, wir erhalten mit ¢; = b- cos (3)

und ¢z = a - cos (a), dass

ha
=,

A=a-hg, A= (b-cos(B)+a-cos(a))-he.=ah.-cos(a)+ bh. - cos ()
h h

sin (@) = ZC, sin (8) = sin (a + B8) = f

@‘E"

Der letzte Term auf der rechten Seite in der ersten Zeile dhnelt nun bereits der rechten Seite in der
Behauptung. Vergleicht man beide Terme genauer, so sieht man, wie man h,. eliminieren muss: Das
he vor dem Faktor cos («) ersetzen wir mit h. = b-sin (8), das h. vor dem Faktor cos (§) ersetzen wir
mit h. = a - sin (o). Gleichzeitig eliminieren wir noch h, mit h, = b - sin (a + ) und erhalten

A =ab-sin(a+ 8), A = ab - cos () sin (8) + ab - sin («) cos (8).

Die Behauptung folgt nun, wenn wir die beiden Flicheninhalte miteinander gleichsetzen und den
Faktor ab auf beiden Seiten kiirzen.

Auf diese Weise haben wir nun einen Losungsweg gefunden, den wir niederschreiben kénnen. Dieser
Schritt ist nun wichtig! Auf diese Weise reduziert man nicht nur seine Losung auf das Wesentliche,
vielmehr ist es nun wichtig die Losung so darzustellen, dass sie von einem anderen Mathematiker
gelesen und vor allem verstanden werden kann. Insbesondere spielen eventuelle Fehlwege in dieser
Losung keine Rolle mehr. Eine Méglichkeit wire:
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Musterlésung: Der Fliacheninhalt A des Parallelograms aus Abbildung 7 kann auf zwei Arten
berechnet werden: Es ist

A=a-h, und A=c-h.=(c1+¢c2)- he.
Aus dem Dreieck FFAD erhalten wir, dass
ha
b )
dabei haben wir im ersten Schritt die Symmetrieeigenschaft sin (7 — ¢) = sin p fiir alle ¢ € R verwen-
det. Eingesetzt in die erste Gleichung fiir den Flécheninhalt A liefert dies

A =ab-sin(a+ B).
Aus den beiden Dreiecken EC'D und AED erhalten wir, dass

sin(a+ B) =sin (7 — (a4 B8)) =

. _ he } G2 - _ he o

sin («) = ot cos (@) = = sin (8) = x cos (B) = —.
Damit ist

1 - he = ab - sin («) cos (8) und ¢ - he = ab - sin (8) cos ()

(in einer handschriftlichen Losung kénnte man diesen Schritt optisch noch schoner hervorheben).
Eingesetzt in die zweite Gleichung fiir den Flicheninhalt A liefert dies

A = ab - sin (a) cos (B) + ab - cos («) sin (3).

Die Behauptung folgt nun durch Gleichsetzen der beiden letzten Ausdriicke fiir A und Division durch
ab auf beiden Seiten.

5 Wie geht man nun an eine Aufgabe heran?

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten einige heuristische Prinzipien kennengelernt. Jetzt soll
aufgezeigt werden, wie man diese einsetzt um eine Aufgabe vollsténdig zu bearbeiten. Jede Aufgabe,
welche Sie in den kommenden Semestern auf Thren Ubungsblittern finden, hat das Ziel Thnen etwas
zu vermitteln, sei es einen Satz aus der Vorlesung weiter zu vertiefen, ein hiaufig wiederkehrendes
Argumentationschema zu vermitteln oder gidngige Rechnungen zu iiben. Damit dies gelingen kann,
ist es notwendig eine Aufgabe nicht nur so weit zu bearbeiten, dass man z.B. eine schriftliche Losung
abgeben kann, sondern auch die gefundene Losung und den Weg dorthin immer wieder zu reflektieren.
Das meinen wir, wenn oben die Vollstdndigkeit einer Aufgabenbearbeitung betont wird. Oftmals kann
man dabei dem einfachen Schema

1. Aufgabe lesen und verstehen

2. Auffinden eines Losungsplans

3. Ausfiihren des Losungsplans und Darstellen der Losung
4. Kontrolle und Auswertung

5. Riickblick und weiterfithrende Untersuchungen

folgen. Typischerweise durchlduft man diese Phasen aber nicht unbedingt in linearer Reihenfolge, oft
wird man beispielsweise in 2) feststellen, dass man in 1) die Aufgabe doch nur teilweise verstanden
hat, dann ist es zweckméBig mit der in 2) gemachten Erfahrungen Phase 1) nochmals zu durchlaufen.
Genauso muss man nochmals zu 2) zuriickkehren, wenn der Losungsplan in 3) nicht durchfiihrbar ist.
Oftmals gehen die Phasen 2) und 3) auch miteinander einher, prinzipiell sollte man es aber vermeiden,
wenn man einen Teil des Losungsplans gefunden hat, diesen sofort abzuarbeiten. Einerseits macht
man sich damit eventuell sehr viel mehr Arbeit, da man Dinge bearbeitet, welche man eigentlich
nicht braucht, andererseits kann man dabei leicht den Uberblick verlieren, was dann zu Liicken in den
Losungen fithren kann.

Hat man nun seine Lésung gefunden, so sollte eine Phase der Kontrolle und Auswertung folgen, d.h.
man sollte seine Losung kritisch hinterfragen:
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e Wurde jeder Losungsschritt hinreichend begriindet?
e Wurden alle gegebenen Voraussetzungen, Groflen oder Bedingungen fiir die Losung verwendet?

Ist dies nicht der Fall, so ist die Losung eventuell falsch, zumindest aber liickenhaft oder die gegebene
Aufgabe lisst sich weiter verallgemeinern. Im ersten Fall sollte man seine Losung iiberdenken. Dabei
kann es auch hilfreich sein, sie einem Komilitonen zu erkléren, ein anderer Blickwinkel ermdoglicht es
oft Fehler schneller zu identifizieren.

Abschlieflend folgt ein Riickblick. Wurden nicht alle Voraussetzungen benétigt, so lisst sich die Aufga-
be weiter verallgemeinern und es ist hilfreich diese verallgemeinerte Aufgabe selber zu formulieren. Bei
Beweisen kann man nach der Umkehrung der Aussage fragen oder nach weiteren Verallgemeinerungen
des Satzes suchen.

Beispiel 5.1. Wir betrachten die folgende Aufgabe:
Sei p > 3 eine Primzahl. Was kann man tber p?> — 1 aussagen?

Diese Frage ist sehr offen gestellt, sodass wir zunéchst nicht wissen, wonach wir suchen sollen. Trotzdem
ist der Arbeitsauftrag klar, wir suchen nach besonderen Eigenschaften oder Gemeinsamkeiten aller
Zahlen p? — 1 unter den genannten Voraussetzungen. Am einfachsten ist es zu bemerken, dass p als
Primzahl mit p > 3 nur ungerade sein kann, d.h. p? ist ebenfalls ungerade und p? — 1 damit gerade.
Technisch gesehen haben wir die Aufgabe in ihrem Wortlaut damit gelost, der Lerneffekt hilt sich
aber noch in Grenzen.

Versuchen wir also obige Techniken und Strategien einzusetzen. Sucht man nach Gleichungen, so wird
man sich vielleicht an den Binomischen Lehrsatz erinnern und bemerken, dass

pPP-1=@p-1)@p+1) (1)

gilt. Diese Erkenntnis ist mit Sicherheit wichtig, wir sehen aber nicht direkt, wie sie uns weiterhilft,
behalten sie aber einmal im Hinterkopf. Noch wissen wir nicht, wonach wir konkret suchen sollen.
Betrachten wir also zunéchst ein paar Beispiele und fassen diese in einer Tabelle zusammen:

p>3 |5 7 11 13 17 19 23
p?—1[24 48 120 168 288 360 528

Wie bereits geagt, sind alle Werte von p? — 1 gerade. Gibt es aber noch groflere gemeinsame Teiler?
Suchen wie weiter, so stellen wir fest, dass alle Zahlen in der unteren Tabellenzeile sogar durch 24
geteilt werden konnen. Noch groflere Teiler kann es dabei nicht geben, da 24 bereits der erste Wert in
der unteren Zeile der Tabelle ist. Wir formulieren daher die Vermutung;:

Fiir jede Primzahl p > 3 ist 24 ein Teiler von p? — 1,

und betrachten es als unsere neue Aufgabe diese zu beweisen.

Beginnen wir also mit der Ausarbeitung eines Losungsplans: Aus der Tatsache, dass p > 3 eine
Primzahl ist, konnen wir zunéchst nur schliefen, dass p keine weiteren Teiler aufler 1 und sich selbst
hat. Ein hilfreiches Teilziel ist damit aber noch nicht auszumachen. Versuchen wir also riickwirts
vorzugehen. Wie liisst sich zeigen, dass p? — 1 durch 24 teilbar ist? Da 24 = 3-8 gilt, wiirde es geniigen
zu zeigen, dass p?> — 1 sowohl durch 3 als auch durch 8 geteilt werden kann. Unsere Aufgabe hat sich
dadurch bereits etwas vereinfacht. Verwenden wir also die beiden Aussagen 3|(p? — 1) und 8|(p? — 1)
also als Teilziele um 24|(p? — 1) zu zeigen. Das verwendete Hilfsmittel ist dabei die Aussage

H: alc und blc und a, b teilerfremd = (ab)|c.

Wie lisst sich nun zeigen, dass p? —1 durch 8 geteilt werden kann? Ganz zu Beginn haben wir bemerkt,
dass p? — 1 nur gerade sein kann. Da 8 = 23 eine Potenz von 2 ist, #hneln sich beide Probleme vielleicht
etwas, versuchen wir also die gleiche Idee wie vorher zu verwenden. Gleichzeitig miissen wir aber auch
die gefundene Gleichung (1) einbauen. Was konnen wir also daraus schlieen? Als Primzahl mit p > 3
ist p ungerade, d.h. p — 1 und p + 1 sind beide gerade. Genauer sind sie zwei aufeinanderfolgende
gerade Zahlen, d.h. eine der beiden Zahlen ist nicht nur durch 2, sondern sogar durch 4 teilbar. Einer
der beiden Fille

(2|(p—1) und 4|(p+1))  oder  (4|(p—1) und 2|(p+ 1))
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. 2/(p—1), 4|(p+1) [ (1), H2 .
p>3 p ungerade oder 4|(p—1), 2|(p+1) 8(p? — 1)

p prim p # 3k 3|(p — 1) oder 3[(p+1) 3(p* - 1)

Abbildung 8: Losungsgraph fiir die Aufgabe aus 5.1.

muss also eintreten. Zusammengenommen heifit dies, dass
8l(p—1)(p+1)  bzw.  8|(p*—1).
Als Hilfsmittel haben wir dabei neben (1) die Aussage
Hs: albund c|/d = (ac)|(bd)

verwendet.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass p? — 1 durch 3 geteilt werden kann. Die Idee ist dabei wieder
dieselbe: Da p > 3 eine Primzahl ist, ist p auch nicht durch 3 teilbar. Nun folgen die Zahlen p — 1, p,
p+ 1 aber aufeinander, d.h. eine der drei Zahlen muss durch 3 teilbar sein, d.h. einer der beiden Fille

3|(p — 1) oder 3|(p+1)
muss eintreten. Mit der Aussage
Hjy : alb oder alc = al(bc),

folgt damit, dass 3|(p? — 1).

Durch kombiniertes Vorwérts- und Riickwiirtsarbeiten haben wir uns auf diese Weise einen Losungs-
plan (vgl. Abbildung 8) erarbeitet und kénnen nun eine schriftliche Lésung der urspriinglichen Aufgabe
formulieren:

Musterlésung: Ist p > 3 eine Primzahl, so zeigen wir, dass alle Zahlen p? — 1 durch 24 teilbar sind:
Da p eine Primzahl und p # 2 ist, ist p insbesondere ungerade, bzw. p — 1 und p + 1 sind gerade.
Genauer sind p — 1 und p + 1 aufeinanderfolgende gerade Zahlen und eine der beiden Zahlen daher
auch durch 4 teilbar. D.h. es gilt

2|(p—1) und 4/(p+1))  oder  (4|(p—1) und 2|(p + 1)).
Wgen
albund c|d = (ac)|(bd)
folgt
8p—1)(p+1)  bzw.  8|(p* 1)

da (p—1)(p+1) =p® —1ist.
Als Primzahl, welche grofler als 3 ist, ist p aber auch kein Vielfaches von 3. Nun muss aber eine der
drei aufeinanderfolgenden Zahlen p — 1, p, p + 1 durch 3 teilbar sein. Es folgt daher, dass

3(p—1) oder  3|(p+1).
Zusammengenommen erhalten wir, dass
Blp=1+1)  baw. 3| -1)
da
alb oder alc = al(bc).

Aus 8|(p? — 1) und 3|(p? — 1) erhalten wir also, dass 24|(p? — 1), da 3 und 8 keine gemeinsamen Teiler
besitzen und allgemein

alcund ble = (adb)|c

gilt.
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Zur Kontrolle und Auswertung: In der Musterlosung begriinden wir jeden Schritt dadurch, dass
wir eine allgemeine Regel zitieren. Fehler in der Argumentation werden dadurch ausgeschlossen. Bei
der Frage, ob wir alle Voraussetzungen verwendet haben, fillt jedoch auf, dass dies hier nicht der Fall
zu sein scheint. Eigentlich haben wir fiir p doch nur die Aussagen, dass p ungerade und p # 3k ist
gebraucht, nicht aber, dass p eine Primzahl ist. Beide Kriterien werden z.B. von 25, die keine Primzahl
ist, erfiillt und tatséchlich ist

25% — 1 = 624 = 24 - 26.
Die in der Losung gefundene Aussage ldsst sich also weiter verallgemeinern:

Sei p ungerade und nicht durch 3 teilbar, dann ist p> — 1 durch 24 teilbar.

Weitere Untersuchungen: Ausgehend von dieser Erkenntnis kann man sich z.B. weitere Fragen
stellen. Schrinkt man z.B. die erlaubten Teiler von p weiter ein, so wird p? — 1 zwar nicht zwangsliufig
hohere Teiler haben (vgl. auch obigen Kommentar), man kann sich aber fragen was mit dem Term

(p=2)p-Dp@+1)(p+2)

passiert.
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