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Analysis 1 (WS 2018/19) — Blatt 5

Bitte vergiss alles, was du auf der Schule gelernt hast, denn du hast es nicht gelernt.
(Edmund Landau, deutscher Mathematiker; 1877 -1938)

Aufgaben zur Abgabe in den Ubungen am 22./23. November

5.1. Untersuchen Sie die durch

n2 2n _ 3n

o2+ (b) b”:m’ () aa=c2=1 cpp1=cp+tcp—1, >3

(@) an

gegebenen Folgen auf Konvergenz fiir n — oo gegen eine rationale Zahl und bestimmen Sie
gegebenenfalls den Grenzwert. Argumentieren Sie dabei sorgfiltig und verwenden Sie nur die
Definition sowie in der Vorlesung oder den Ubungen behandelte Sétze.

5.2. (a) Zeigen Sie die Korrektheit der Definition der Multiplikation zweier reeller Zahlen x und
y, d.h., dass fiir Fundamentalfolgen (ry),cn » (7n) ey € @5 und (8n),cn > (5n) ey € ¥ auch
(T - 8n)pey €ine Fundamentalfolge ist und dass (7 - 5),en ~ (Fn  8n) e 8ilt

(b) Zeigen Sie, dass die Multiplikation reeller Zahlen assoziativ ist, d.h. fiir x,y, 2z € R gilt
(x-y)-z=x-(y-2)

(c) Zeigen Sie das Distributivgesetz der Addition und Multiplikation in R, d.h., dass fiir
x,y,z € R
z-(y+z)=z-y+zx-z

gilt.
Votieraufgaben
5.3. Seien =,y € R.
(a) Zeigen Sie durch Fallunterscheidung:
|lz] >0 sowie z=0 < |z|=0
(b) Zeigen Sie ausgehend von der Definition:
(i) (z,y>0V 2,y <0)= zy>0, (i) ((>0Ay<0)V(@<0Ay>0)) =ay<0

(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (b) und einer Fallunterscheidung, dass der Betrag multiplikativ
ist, d.h
|-yl = =] - [yl

(d) Beweisen Sie die Parallelogrammgleichung

2 +y[* + |z — y|* = 2z + 2|y[*.
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5.4. (a) Beweisen Sie fiir 7, s € Q die Dreiecksungleichung
|+ s < [r| +|s|
sowie die umgekehrte Dreiecksungleichung
[Ir| = [s]] < |r £ 5].

(b) Sei (1),ey € 2 eine Fundamentalfolge. Zeigen Sie unter Verwendung der umgekehrten
Dreiecksungleichung: (|r]),,cy ist eine Cauchyfolge und (|ry|), ey € |Z]-

(c) Folgern Sie, dass die Dreiecksungleichung und die umgekehrte Dreiecksungleichung fiir
beliebige reelle Zahlen z,y € R gelten.
Hinweis: Nehmen Sie an, die Ungleichungen gelten nicht und fiihren Sie diese Annahme
mit Hilfe von (a) auf einen Widerspruch.

5.5. (a) Seien a,b,c € R. Zeigen Sie
(Voer a2’ +bz+c¢>0) < (a>0 A b*<dac) V (a=b=0 A c¢>0)

(b) Zeigen Sie, dass fiir reelle Zahlen ag, by € R die folgende Ungleichung gilt:

(E) (&) (54

Hinweis: Wenden Sie dazu (a) an auf 3 (apz + by)?.
k=1

5.6. (a) Seien a,b,c,d € R und gelte a < b, ¢ < d. Zeigen Sie, dass die Intervalle (a,b) und (¢, d)
gleichméchtig sind.

(b) Zeigen Sie, dass das Intervall (—1,1) und R gleichméchtig sind. Mit (a) ist damit jedes
nichtleere offene Intervall gleichméchtig zu R.

(c) Sind (0,1) und (0,1) x (0,1) gleichméchtig?

Zusatzaufgaben

5.7. (a) Zeigen Sie, dass die Menge
M :={S C N | S endlich oder N\ S endlich}

abzéhlbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Potenzmenge

P(N) = {M C N}

nicht abzahlbar ist.
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