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Analysis 1 (WS 2018/19) — Blatt 13

Von allen, die bis jetzt nach Wahrheit forschten, haben die Mathematiker allein eine Anzahl
Beweise finden konnen, woraus folgt, dass ihr Gegenstand der allerleichteste gewesen sein miisse.
(René Descartes, frz. Philosoph und Mathematiker; 1596-1650)

Aufgaben zur Abgabe am Ende der Vorlesung am 30.1.2018

13.1. Seien a,b € R, a < b. Wir bezeichnen mit C([a,b]; R) die Menge aller stetigen Funktionen
fila,b] = R

(a) Zeigen Sie, dass C([a, b];R) ein Vektorraum ist.
(b) Fiir f € C([a,b];R) definieren wir
[fIl = max |f(z)].
z€[a,b]

Zeigen Sie, dass durch || - || eine Norm auf C([a, b]; R) definiert wird.

(c) Zeigen Sie, dass || - || nicht von einem Skalarprodukt induziert wird, d.h. dass es kein
Skalarprodukt (-,-) : C([a,b];R) — R gibt mit || - || = y/(-, ).
Hinweis: Parallelogrammidentitéit, Aufgabe 9.4

13.2. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und gleichméfige Stetigkeit.

(@) f:10,00) >R, f(z) =Vaz, (b) [f:[0,5) >R, f(z) =%,
(¢) f:(0,1) =R, f(x)=1 (d) f:la,00) =R, f(z) =In(z), a>0

)
Votieraufgaben

13.3. Sei X C C offen und f : X — R. Zeigen Sie: Ist f im Punkt zy € X komplex differenzierbar,
so gilt f'(z9) = 0.

13.4. Untersuchen Sie, in welchen Punkten die folgenden Funktionen differenzierbar sind und bestim-
men Sie ausgehend von der Definition jeweils die Ableitung in diesen Punkten.

(l) flz(c_>(ca fl(z) Zn’ nENv (11) f2: [0,00)%R, fQ(x):\/Ea
(iii) f3: C = C, f3(2) =%, (iv) f1:C—R, fa(z) =2

Untersuchen Sie dabei im Fall einer komplexen Variable sowohl auf komplexe als auch auf reelle
Differenzierbarkeit (d.h., ob fi|p differenzierbar ist).
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13.5. (a) Sei n € N. Untersuchen Sie, in welchen Punkten die folgenden Funktionen differenzierbar
sind und bestimmen Sie ggf. die Ableitungen. Jede der Funktionen ist als Funktion aus R
in R mit maximalem Definitionsbereich zu verstehen.

(@) file) =sin(e752), () fole) = £, (i) fy(e) = 2ln@) - e,
(v) fil@)=F@+la)va () fl@) =2, (i) folx) = (cos(a))" sin(na)

(b) Nutzen Sie den Satz zur Ableitung impliziter Funktionen, um die Ableitung der folgenden
Funktionen zu bestimmen.

(i)  fi:(-11)—=(0,7),  fi(z)=arccos(z),
(i) fo:(—1,1) = (~5,5), fo(x) = arcsin(a),
(iii) f3:R—=[-%, 3] f3(x) = arctan(x)

13.6. Sei (M, d) ein metrischer Raum, X C M und zg € acc(X). Seien f,g,h: X — R Funktionen.
a) Wir schreiben f “=7 g o(h), falls eine Funktion ¥ : X — R existiert, sodass
(a) g :
f=g¢g-U und ¥ ="0(h)

Zeigen Sie:
f e 2o olg) & f e 2o g-o(l), @) f TZro o(h), g e 2o olh)=f+g oz o(h)

(b) Zeigen Sie: Ist f =20 O(z), so gllt f = 0(1). Geben Sie auflerdem ein Beispiel einer
Funktion f mit f = o(1) und f 75 O(z) an

(c) Seien fi : X} — R Funktionen, wobei X} C R den maximalen Definitionsbereich von f,
bezeichne. Weiter sei n € N und p : R — R ein beliebiges Polynom. Zeigen Sie:

() fl)=1="20(d), (ii) fo(e) = zcos(z) = fo "2 o(1),
(i) fy(z) =a"e @ = f372%0(1), (iv) plz) T2 o(e”)

Zusatzaufgaben
13.7. Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen.

(a) Zeigen Sie: Jeder Haufungspunkt der Menge {a,, : n € N} ist ein Verdichtungspunkt der
FOlge (an)neN'

(b) Sei o : N — N eine bijektive Funktion. Zeigen Sie: Konvergiert (ay)nen gegen a € R, dann
konvergiert auch (aq(n))nen gegen a.
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