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Analysis 1 — Vortragsiibung 1

Man muss viel gelernt haben, um tber das, was man nicht weif, fragen zu kénnen.
Jean-Jacques Rousseau (1712 - 1778)

1.1. (Pascalsches Dreieck)
Fiir k,n € Ng mit k < n ist der Binomialkoeffizient aus n und k definiert durch

(1) = mmn

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle k,n € N mit k£ < n die Gleichung

() (-

gilt.
(b) Zeigen Sie

<Z> eN, n,keNy k<n.

(c) Nutzen Sie Aufgabenteil (a), um

(i) é <Z> =" und (i) kznjzo(—1)’f<z> ~0

fiir alle n € N zu zeigen.

(d) Betrachten Sie nun das folgende Schema von Zahlen, welche in Dreiecksform angeordnet
sind. Es handelt sich um das sogenannte Pascalsche Dreieck. Die erste und letzte Zahl
jeder Reihe ist die FEins und die iibrigen Zahlen erhélt man, indem man jeweils die beiden
dariiberstehenden Zahlen addiert.

In welchem Zusammenhang stehen die Aussagen aus den Aufgabenteilen (a) und (c) zum
Pascalschen Dreieck? Kénnen Sie noch weitere Muster am Pascalschen Dreieck erkennen?

n=0: 1

n=1: 1 1

n = 1 2 1

n=23 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n = 1 ) 10 10 ) 1
n==~0 1 6 15 20 15 6 1
n="17 1 7 21 35 35 21 7 1
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1.2. (Mengen und Ungleichungen)
Gegeben seien die Mengen

A= {(z,y) €R? :|z|+|y] <1}, B:={(z,y) € R? : /a2 +¢y2 <1},
C = {(z,y) € R* : max{|zl|,|y|} < 1}

(a) Skizzieren Sie die Mengen A, B, C.

(b) Zeigen Sie
AcCcBcC.

1.3. (Relationen)
Untersuchen Sie, ob es sich bei R um eine Aquivalenzrelation auf der Menge M handelt und

geben Sie gegebenenfalls die Aquivalenzklassen an.

(a) M ist die Menge aller Menschen auf der Erde und aRb :< a hat denselben Vater wie b.
(b) M :=Zund R :={(m,—m) : m € Z}.

(c) M :=Nund aRb :& a+ b ist gerade.

(d) M ist die Menge aller Funktionen von N nach N und fiRfs; :< In € N: fi(n) = fa(n).

1.4. (Induktion)
Nutzen Sie das Prinzip der vollstdndigen Induktion, um folgenden Aussagen zu beweisen.

(a) Fiir alle n € N gilt

n

> @2k-1)=

k=1
(b) Fiir alle n € N ist 32" 4 7 durch 8 teilbar.

(c) Jede natiirliche Zahl n € N besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

1.5. (Abbildungen)

(a) Untersuchen Sie, welche der folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv bzw. bijektiv sind.

(i) fi:N=N, fi(n) :=2n-1,
W) fo: N Z, folm) = (—1)™ -m,
(iii) f3: R = Z, f3(z):=max{k € Z : k <z},
(iv) fa:P({1,2,...,n}) - No, fa(A) :=#A, wobei n € N und #A die Anzahl
der Elemente von A € P ({1,2,...,n}) bezeichnet.

(b) Sei f: X — Y ein Abbildung. Zeigen Sie
(i)
f ist surjektiv <= Vacy f (f_l (A)) =A,
(ii)
£ ist injektiv <= Ve xVpcx (B C A= f(A\B) = f(A)\f(B) )
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1.6. (Ungleichungen)
(a) Sein € Nund z; > 0 fiir allei € {1,...,n} mit 21 --- 2, = 1. Zeigen Sie
1+ T2+ -+ xy >N
Zeigen Sie weiterhin
(xr1+29+ - F+zp=n)< (r1=20="-- =2, = 1).
(b) Seien y; > 0 fiir alle s € {1,...,n}. Nutzen Sie Aufgabenteil (a), um

L e Bt

141 n

zZu zeigen.

(c) Nutzen Sie Aufgabenteil (b), um

n+1

®m§(

)” und - (ii) (n})* < ((n+1)(2n+1)>n

6

fiir alle n € N zu zeigen.
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