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Jan Köllner, M.Sc.
Paul Schwahn, B.Sc.
FB Mathematik, Universität Stuttgart

Seite 1 von 2
Woche: 12. - 18. November 2018

Analysis I (WS 2018/19) — Zusatzblatt 3
He is unworthy of the name of man who is ignorant of the fact that the diagonal of a square is

incommensurable with its side.
(Platon; ca. 429-347 v. Chr.)

Z3.1. Wir betrachten folgendes regelmäßige Fünfeck:

s1

d1

s

d

(a) Drücken Sie s1 und d1 mit Hilfe von s und d aus.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe Ihres Ergebnisses aus Teilaufgabe (a), dass d/s irrational ist.

(c) Berechnen Sie d für s = 1.

(d) Zeigen Sie, dass
√

5 irrational ist.

Z3.2. Seien (an)n∈N und (bn)n∈N Folgen reeller Zahlen, sodass

an
bn
≤ an+1

bn+1

für alle n ∈ N. Zeigen Sie, dass

a1
b1
≤ a1 + a2 + · · ·+ an

b1 + b2 + · · ·+ bn
≤ an
bn

für alle n ∈ N gilt.
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Z3.3. Gegeben zwei Brüche a/b < c/d, so ist

a

b
<
a+ c

b+ d
<
c

d
.

Wählen wir 0/1 als Start für den kleineren Bruch und 1/1 als Start für den größeren und führen
diese Vorschrift wiederholt für benachbart stehende Brüche durch, so erhalten wir nacheinander:
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(a) Zeigen Sie, dass für je zwei benachbart stehende Brüche a/b < c/d, die bei diesem Verfah-
ren auftreten, die Beziehung bc− ad = 1 erfüllt ist.

(b) Zeigen Sie, dass alle auftretenden Brüche vollständig gekürzt sind.

(c) Zeigen Sie, dass es für jede rationale Zahl zwischen 0 und 1 eine endliche Anzahl an
Schritten gibt, in denen man sie auf diese Weise konstruieren kann.
Hinweis: Nach dem erweiterten euklidischen Algorithmus gilt:

∀a, b ∈ N ∃s, t ∈ Z : sa+ tb = ggT(a, b).

Anderer Hinweis: Alternativ können Sie auch die Ungleichung a + b + c + d ≤ p + q für
Brüche a/b < p/q < c/d beweisen und interpretieren.

(d) Finden Sie die beste Approximation an
√

2 durch einen Bruch p/q mit p, q ≤ 25. Wie viele
Nachkommastellen werden korrekt angegeben?

Z3.4. Die reellen Folgen (am)nm=0 und (bm)nm=0 seien beide streng monoton wachsend oder beide
streng monoton fallend. Sei Mn = {0, 1, . . . , n} und σ eine Permutation auf Mn. Zeigen Sie,
dass die Summe

S(σ) = a0bσ(0) + a1bσ(1) + · · ·+ anbσ(n)

maximal für σ = idMn und minimal für σ = n− idMn wird.
Hinweis: Vergleichen Sie für 0 ≤ m ≤ n − 1 die Summen S(σ) und S(σ ◦ τm), wobei τm die
Permutation von Mn bezeichne, die nur m und m+ 1 vertauscht.
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