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Analysis I (WS 2018/19) — Zusatzblatt 6

Die Mathematik ist eine Art Spielzeug, welches die Natur uns zuwarf zum Troste und zur
Unterhaltung in der Finsternis.

(Jean-Baptist le Rond D’Alembert; 1717-1783)

Z6.1. Sei S? := {(x1,20,73) € R3 |22 4 % + 22 = 1} die 2-Sphdre in R? und N := (0,0,1) € S? ihr
Nordpol. Die stereografische Projektion P : S?\{N} — C ist definiert durch

I i)

P(l‘l,l‘Q,IL‘g): 1—1‘3 +i1—.%'3'

Zeigen Sie:

(a) P:S?\{N} — C ist bijektiv.
(b) Ein (verallgemeinerter) Kreis in C, der durch

alz? +bz+bz4+c=0

fiir a,b, c € C mit ac < |b|?> gegeben ist, ist das Bild unter P eines Kreises.

7Z6.2. Wir definieren die Riemannsche Zahlenkugel formal als

C:=CuU{cx},
wobei wir oo ¢ C den unendlich fernen Punkt nennen. Auf ihr definieren wir d : CxC—R
durch
9|z —
d(z1,22) = |21 — 2] fiir 21,20 € C,

V1 PV [l

d(z,00) = d(oc0,2) = 2

V1+|z]2

fiir z € C,
d(o0,00) = 0.

(a) Zeigen Sie, dass (C, d) ein metrischer Raum ist. Entweder bestétigen Sie dazu direkt die
Axiome eines metrischen Raums oder Sie zeigen, dass

d(z1,22) = [P~ (21) = P! (22) (1)
(wobei wir P zu einer Abbildung §? — C erweitern, indem wir P(N) := co setzen) und

sehen ein, dass die euklidische Metrik von R® damit auf C eine Metrik induziert.

(b) Folgern Sie aus (1), dass die Einschrénkung d‘ cxc 2ur Betragsmetrik auf C topologisch
dquivalent ist, d. h. eine Folge (z,) C C konvergiert genau dann bzgl. d(-,-), wenn sie auch
bzgl. | - | konvergiert.
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Um auf der Riemannschen Zahlenkugel rechnen zu kénnen, treffen wir folgende Konventionen:

z+o00==200+ 2 =00, i:()
%)

fiir alle z € C,

Z2:-X0=X22=00, — =0

(e IRV

fir alle z € C\{0} sowie
00+ 00 =00"-00=00 = 0.

Man beachte, dass Ausdriicke der Form oo — co und oo/oo undefiniert bleiben.

76.3. Eine gebrochen lineare Transformation ist eine Abbildung

az+b

.C—C
! - ’z'_)cz—i—d’

wobei a, b, c,d € C und ad — bec # 0. Zeigen Sie:

(a) Jede gebrochen lineare Transformation ist bijektiv.

(b) Unter einer gebrochen linearen Transformation werden verallgemeinerte Kreise auf verall-
gemeinerte Kreise abgebildet.

(c) Die gebrochen lineare Transformation, welche ein gegebenes Tripel (z1, 22, 23) mit 21, 29, 23 €
C auf das Tripel (0,1, 00) abbildet, ist eindeutig gegeben durch

29 —R3Z— 21
Z —

29— 212 — 23

(d) Fiir je zwei solche Tripel (z1, 22, 23) und (wy,we,ws3) gibt es eine eindeutige gebrochen
lineare Transformation, die (21, 22, 23) auf (wy, w2, w3) abbildet.
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