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Analysis 1 (WS 2019/20) — Blatt 7

Vergesst nicht: Wenn ihr schwimmen lernen wollt, dann geht mutig ins Wasser;
wenn ihr lernen wollt, Aufgaben zu losen, dann st sie.
(George Polya, ungarischer Mathematiker; 1887-1985)

Aufgaben zur Abgabe am Ende der Vorlesung am 4.12.2019
7.1. Sei (M, d) ein metrischer Raum.
(a) Zeigen Sie fiir x,y,w,z € M die Ungleichungen
(i) |d(z,2) —d(y,2)| < d(z,y), (i) l|d(z,y) —d(z,w)| < d(z,2) + d(w,y).

(b) Zeigen Sie, dass durch die folgenden Funktionen ebenfalls eine Metrik definiert wird.

(i) di(z,y) = min{l,d(z,y)} (ii) do(z,y) = %

Votieraufgaben

7.2. Bestimmen Sie Betrag, Real- und Imaginérteil folgender komplexer Zahlen

3 —i i 2019 .
O R <1+i> L (© Vi @ cos(i), () Lm{i), (f) i

Skizzieren Sie diese in der komplexen Zahlenebene.

7.3. (a) Zeigen Sie, dass fiir p,q € C die Losungen der quadratischen Gleichung 22 — 2pz +q = 0

durch
z=p+Vp*—q

gegeben sind. Hierbei bezeichnet /z die (mehrwertige) komplexe Quadratwurzel einer
komplexen Zahl z.

(b) Bestimmen Sie jeweils die Menge aller komplexen Losungen der Gleichungen
(i) (z+2%+1=0, (ii) 2'=-81, (iii) alz>+bz+bzZ+c=0

fiir a,c € R, b € C und veranschaulichen Sie diese jeweils geometrisch.

(c) Bestimmen Sie alle z € C, welche der Gleichung cos(z) = 2 geniigen.

7.4. (a) Sein € N, n > 2 und p ein komplexes Polynom n-ten Grades von der Form
p(z) =2"+ 12"V 4 ay,02""2+ -+ a1z + ap.

Seien z1, 22, . ..,z die Nullstellen von p mit Vielfachheiten pi,po, ..., pr. Zeigen Sie, dass
dann folgende Gleichungen gelten:

(i) an-1=—1-21+p2-20+- -+ 21), (if) ao=(—1)"24" - 25%--- Z]lgk

Diese Aussage ist Teil des Satzes von Vieta.
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(b) Schreiben Sie folgende Polynome jeweils als Produkt von Polynomen ersten Grades.

(i) p(z) =23 +322+72+5, (i) pr)=23+ 1 +9)22+ (2+14)z+2

Hinweis: Sie koénnen eine Nullstelle erraten und anschliefend eine Polynomdivision durchfiihren.

7.5. (a) Welche der folgenden Funktionen bilden eine Metrik auf R? Begriinden Sie Ihre Antwort.

. _J0, z=y, i o) = L, x>,
(i) d1<x,y>—{17 y e, @ @y {u_y" ot
(iii) ds(z,y) = [z -y (iv) da(z,y) =z —y|+ (z —y)?

(b) Bestimmen und skizzieren Sie U,(0) = {z € R | d(z,0) < ¢} fiir ¢ = 1 bzw. € = 2 fiir jede
der Funktionen d aus (a), welche eine Metrik ist.

(c) Finden Sie ein nichttriviales notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, dass eine
Folge im Raum (R, d;) konvergiert.

Zusatzaufgaben

Zusatzaufgaben

7.6. Nutzen Sie die Skizze

und elementargeometrische Argumente, um die Additionstheoreme

(a) sin?(8) + cos2(8) = 1

(b) sin(a+ B) = sin(«a) cos(B) + cos(«) sin(f),

(c) cos(a+ B) = cos(a) cos() — sin(a) sin(3),

fir a, 4 > 0 mit a + 5 < 7/2 zu beweisen. Nutzen Sie dazu die geometrische Definition am

rechtwinkligen Dreieck fiir Sinus und Cosinus.
Gelten die Additionstheoreme in dieser Form fiir beliebige komplexe Zahlen «, g € C?
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