Es bezeichne p g die ausschliellende oder-Verknupfung zweier Aussagen.
Geben Sie die zugehdrige Wahrheitstafel an und stellen sie p g durch logische
Ausdricke mit z;”;_ dar.

Die folgende Wahrheitstafel umfasst mogliche Alternativen zur Definition der
wenn-dann-Verknupfung:

PAd pP!'apddap%gp>q

o o pr P
o r O P
R R O R
o r O P
P O O P
o o o pr

Diskutieren sie die logische Bedeutung jeder dieser Verknupfungen, und warum
diese keine gute Wahl einer Definition von p ¥ g waren.

In einem Zoologiebuch aus Gallusien heil3t es: »Jede ungebrochselte Kalupe ist
dorig, und jede foberante Kalupe ist dorig. In Gallusien gibt es sowohl dorige wie
undorige Kalupen«. — Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Aussagen, die
nicht ableitbar sind, sind dabei als falsch zu bewerten. Das Prafix un- ist
gleichbedeutend mit der logischen Negation.

a. Es gibt gebrochselte Kalupen.

b. Es gibt sowohl gebrochselte wie ungebrochselte Kalupen.

c. Alle undorigen Kalupen sind gebrochselt.

d. Einige gebrochselte Kalupen sind unfoberant.

Schriftliche Aufgaben

ZeigenSie: - pY'q a p”™:q.

Die logische Verknupfung nicht-und, englisch nand, wird definiert durch
puqg a :- p~™q:

a. Stellen sie die Wahrheitstafel fur u auf.
b. Zeigensie,dass :p a pup.
c. Stellen sie p~q und p __ g ausschlie8lich durch die nand-Verkntpfung dar.



“You gotta help me, Mom. ...
This assignment is due tomorrow, and
Gramps doesn’t understand the new tricks.”
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Seien A und B beliebige Teilmengen einer nichtleeren Grundmenge M. Stellen
sie die Indikatorfunktionen von A®, A[ B, A\B und A B durch die
Indikatorfunktionen von A und B dar.

Ist R mit den beiden Operationen
a b7 a b a b 7ab=2
ein Korper?
Sei K ein Kdrper und ¢ 2 K. Untersuchen sie die Abbildung
¢c: KTK; ca a c¢

auf Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat.

Schriftliche Aufgaben

Fur eine Abbildung f: M I N sind folgende Aussagen &quivalent.
a. T istinjektiv.

bh. £f1fA A fur jede Teilmenge A M.

C. T A1 \A2 L i A1 \Ff Ao fur alle A1 A2 M.

Sei g: M I M eine konstante Abbildung - also eine Abbildung, die Gberall
denselben Wert annimmt. Fur welche Abbildungen f: M ¥ M gilt dann
f g g 2

Zusatzaufgabe
Sei  eine kommutative Operation und  eine Aquivalenzrelation auf X. Gilt
a b > a c b c a;b;c 2 X;

so ist

eine wohldefinierte, kommutative Operation auf X=



“Well, time for our weekly
brain-stem-storming session.”
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Essei M R nicht leer und infM > 0. Dann ist die Menge
M~ fl=x: x 2 Mg

nach oben beschrankt ist, und es gilt supM  1=infM.

Cauchyungleichung  Fur reelle Zahlen a;b und " > 0 gilt
2ab  "a® b?="

Zeigen sie, dass die Wurzelfunktion das Intervall 0; 1 bijektiv auf sich selbst
abbildet und streng monoton steigt:

0 a<b ) a< b:

Schriftliche Aufgaben
Fur jedes Xx 2 R gilt x supft2R:t <xg.
Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel Fir a;b £ 0 gilt
P
ab a7b:
2
Zusatzaufgabe

Eine Teilmenge P eines Kdrpers K heifdt Positivbereich, wenn gilt:

(p-1) Fur jedes a 2 K gilt genau eine der drei Aussagen a2 P, a O,
azP.

(p-2) Mita;b2P istaucha b2P und ab2P.
Man zeige: Ist P K ein Positivbereich, so wird K durch

a<b a b a2P

total geordnet. Ist umgekehrt K total geordnet, soist P 7~ fa 2 K:a > 0g ein
Positivbereich.



L7 A 19

“Shhhh, Zogl . . . Here come one nowl”
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Zeigen Sie:

X X X 2 X 4
a. kX nNnn 1 2n 1=6 b. k3 k c. P—E£ n
K 1 k1 K 1 k1 K

Eine Menge heil3t abzahlbar, wenn sie endlich oder gleichmachtig wie N ist.

Ist die Menge Py N aller endlichen Teilmengen von N abzahlbar? Mit
Begrindung naturlich.

Die Vereinigung abzéhlbar vieler abzahlbarer Mengen ist wieder abzéhlbar.

Schriftliche Aufgaben
Fur alle a;b 2 R und n 2 N gilt

a”tl p"!t! a b a” a"b .. ap"! p":

Man zeige:

a. 0;1 und 0;1 sind gleichméchtig.
b. 0;1 und 0;1 sind gleichméchtig.
Hinweis: Teil b ist schwerer als Teil a ...

Zusatzaufgabe
Fur jedes n 2N ist 1 22" 22" ' durch 7 teilbar.



“And now we'll see if it attacks its own reflection
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Algebraische Zahlen Eine reelle Zahl r heil3t algebraisch, wenn sie Nullstelle
eines Polynoms mit ganzzahligen Koe [ziehten ist, wenn es also ganze Zahlen
ap;..;an mit an 0 gibt,sodass anr”™ .. a;r apg 0. Jede rationale Zahl
r p=q ist zum Beispiel algebraisch, denn qr p 0. Man zeige, dass die
Menge aller algebraischen Zahlen abz&hlbar ist.

Transzendente Zahlen Jede nicht-algebraische reelle Zahl wird transzendent
genannt. Man zeige, dass jedes nichtentartete Intervall abzahlbar viele
algebraische und Uberabzahlbar viele transzendente Zahlen enthalt.

Man beweise die umgekehrte Dreiecksungleichung,
jz Wik jzj jwj
und die Parallelogrammgleichung,
iz wiji’? jz wj® 2jzj® 2jwj?:
Schriftliche Aufgaben

Bringen sie die folgenden komplexen Zahlen in die Form u vi.

1 2 3i . x
1 i b. 3 ai c. 2 3i d. i

n 1

a.

Beweisen sie ausfuhrlich den Satz tber den Koe [ ziehtenvergleich:

Zwei reelle Polynome sind als Funktionen auf R gleich genau dann, wenn ihre
entsprechenden Koe [Ziehten gleich sind.

Hinweis I: Beweisen Sie per Induktion zuerst folgende Hilfsaussage: Ein reelles
Polynom p ist identisch O dann und nur dann, wenn alle seine Koe [ziehten 0
sind. Hinweis II: Sie kbnnen dafur folgende Tatsache verwenden: Gilt p x 0
furalle 0 x2R,sogiltauchp 0 0.

Prufungsanmeldungsnachweis beilegen.

Zusatzaufgabe
Hauptteil der Wurzel Zu jedem z 2 C 1;0 gibtes genauein w 2 C mit
w2 z; Rew > 0:

Und zwar ist

s s
jzj Rez . jzj Rez
121 “~ez i Iz) Rez. sgn Imz :



Drawn by the pulsating sound of a rock thumping
on a dead armadillo, two Australopithecines
stood at the forest edge. Instantly, Thag’s agent
knew they had a crossover hit.
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Jede Abzahlung von Q\ 0;1 ist divergent.

a. Sei A R nicht leer und beschrankt. Konstruieren sie eine Folge an in A,
die gegen sup A konvergiert.

b. Konstruieren sie zu einer beliebigen Zahl x 2 R Q eine Folge an in Q,
die gegen x konvergiert.

Es gelte an ¥ a und b, ¥ b. Dann gilt auch maxfan;bng ¥ maxfa; bg.

Einschliessungssatz Seien an , bn , cn reelle Zahlenfolgen mit
an bp cp furalle n £1. Konvergieren a, und c, mitdemselben
Grenzwert b, so konvergiert auch b, gegen b.

Schriftliche Aufgabe

Sei an eine konvergente Folge. Existiert zu jedem " > 0 wenigstens ein N mit
O<an<",soistlima, O.

Zu einer beliebigen reellen Zahl a > 1 definiere man drei Folgen an , bp ,
Cn durch

p p— P—p— P— pP— p—
an n a n; bn n n n; Cn n n=a n:

Dann gilt an > b > ¢, fur n<a?,aberas ' 0,b, ¥ 1=2undc, ! 1.

Zusatzaufgabe

Von der Folge an konvergieren die Teilfolgen an , azn 1 und asn .
Konvergiert dann auch ap ? Mit Beweis oder Gegenbeispiel!



“You're cheating, Ned.”
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Untersuchen sie die Konvergenz der Folge an, mit
bnk
cn! d
in Abhéangigkeit von k;1 2 Ng N [ fOg. Dabei seien b;c;d > 0.

an

Sei a > 1. Zeigen sie, dass die Folge

1 a
a; a; an 1 5 an a—; n £ 1:
n

P— . . . . . -
monoton fallend gegen = a konvergiert. Wieso ist dies ein Gegenbeispiel zum
Satz von der monotonen Konvergenz in Q?

Angenommen, es existiert der Grenzwert
n
lim 1 — a:
nil 8]
Wie kann man dann
n 1 n

lim 1 — b; i 1
ntl 2]

| c
ntl a]

durch a ausdriicken? Dabei kénnen Sie annehmen, dass diese Grenzwerte
existieren.

Eine reelle Folge ist konvergent genau dann, wenn sie beschrankt ist und genau
einen Haufungswert hat.

Schriftliche Aufgaben

Bestimmen sie die Grenzwerte der Folgen mit Gliedern

p _ p —
a n 1 IOn b. n2Z n n c. 'pnP, pEL.
n! n in P
— e. ——— f. 2n 3N 4n
nn n in

Seien a und b beliebige reelle Zahlen und die Folge a, rekursiv definiert
durch

. . _an a
ap “a; a; b, an1 %ﬂl; nE1:

Zeigen sie, dass an konvergiert, und bestimmen sie den Grenzwert.

Zusatzaufgabe

Ist gn eine Abz&hlung der rationalen Zahlen Q, so ist die Menge ihrer
Haufungswerte genau die Menge R aller reellen Zahlen.



Ana-1 7.2

Ws 2017/18 31.11.17

The Zeonions came with the answers to many
secrets of the universe.Vern, regrettably, came
with thick glasses and his deer rifle.

Ana-1 Ws 17/18 Pdschel Blatt 7 vom 31.11.17 Seite 2 von ??
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Gibt es eine divergente komplexe Folge 2z, derart, dass sowohl jznj als auch
Rez, konvergieren?

Gibt es eine Folge ap ng1 in 0;1

a. die abzahlbar unendlich viele Haufungswerte hat?

b. die tUberabzahlbar viele Haufungswerte hat?

c. deren Haufungswerte genau die rationalen Zahlenin 0;1 sind?
d. mit ja,, anj &£ "=n fiuralle m>n £ 1 und irgendeinem " > 0?

Von der Folge ap konvergieren die Teilfolgen a;, und azn 1 . Dann hat
an genau die beiden Haufungswerte limayn und limagn 1.

Zeigen Sie fur

1" 1
an i - bn 1 — ; nkl:
n n

a. anp ng1 ist monoton steigend.
b. bn ng1 ist monoton fallend.

c. Beide Folgen sind konvergent und haben denselben Grenzwert.
d

Wie kann man
n n
. m . m
Iim 1 — ; Im 1 — ; m 2 N;
nil n nil n

durch diesen Grenzwert ausdriicken?

Schriftliche Aufgaben

Bestimmen sie alle Haufungswerte der Folgen mit Gliedern

a. _1°n b. _1°n C. 2" d 1 in D !
n 1 nZ 1 nZ 1 n

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Mit Begriidung nattrlich.

Es gibt eine unbeschréankte reelle Folge mit genau drei Haufungswerten.

Eine reelle Folge mit genau einem Haufungswert ist konvergent.

Eine unbeschrankte Folge hat keinen Haufungswert.

Eine monotone Zahlenfolge ist entweder konvergent oder unbeschréankt.

Eine divergente Zahlenfolge hat keinen Haufungswert.

Eine divergente Folge hat mindestens zwei Haufungswerte.

1I’1

o Q00 T

Zusatzaufgabe

Ist pn=qn eine konvergente Folge rationaler Zahlen mit irrationalem Grenzwert,
so gilt

jpnj ¥ 1, gn ! 1:



High above the hushed crowd, Rex tried

, he couldn’t shake one

nagging thought: He was an old dog and

to remain focused. Still

this was a new trick.
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P
Abelsgne partielle Summation Sei | akbyk eine Zahlenreihe. Mit

Bn 1 k n bk gilt dann
X X
axbk amBm an 1Bn ax ag 1 By n<m:
n<k m n<k<m

Hinweis: Schreiben sie by Bx Bk 1.

Abelsches Konvergenzlgiterium Ist an monote,n und beschrankt und
konvergiert die Reihe  bp, so konvergiert auch  apbp, . Hinweis: Aufgabe ??2.

P
Die Reihe |, an habe positive Glieder und sei divergent. Was kann man Uber die
folgenden Reihen aussagen?
an x an x an

—_— . > C. >
1 an n 1 n2a, n 1l ad

a.
n

P
Sei an monoton fallend und g an s endlich. Danngilt 0 an s=n fur
Nn&£1und na, ! 0.

Schriftliche Aufgabe

Untersuchen sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

X X n a4 ] X . xPr—7 Py
n2 3n 1 nn n
X P X 1N
d. 1" Ion 1 n e. -
n 1"n
X 1 N X n!
f. 1 p= . _—
n 9 35.. 2n 1

Zusatzaufgabe

P
Raabesches Konvergenzkriterium Eine Reihe [, an mit positiven Gliedern ist
konvergent, wenn es ein > 1 gibt, so dass fur fast alle n

an 1 _
an n

Hinweis: Es gibt eine Majorante mit Folgenglied c=n



Ana-1

Ws 2017/18

9.2

15.12.17

“And now there go the Wilsons! . . . Seems
like everyone’s evolving except us!”

Ana-1 Ws 17/18 Pdschel Blatt 9 vom 15.12.17

Seite 2 von ??
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Die Thomaefunktion
8
S0, x Q

" RIR; X -
- 1=q; X p=g mit teilerfremden p;q und g > 0.
— eine Art modifizierte Dirichletfunktion - ist in jedem rationalen Punkt unstetig
und sonst stetig.
Sei | ein o[edes Intervallund ¥: 1 ¥ R im Punkt a 2 | stetig. Dann existiert zu
jedem " >0 ein >0, so dass
FxjE 1 " jfaij; x2U a:
Gilt entsprechend auch jf x j 1 " jfFaj?

Es gibt keine stetige Funktion f: R I R, die jeden Wert ihres Wertebereiches
f R genau zweimal annimmt.

Schriftliche Aufgaben
Zeigen sie, dass die Funktion

t

h: R1 1;1; t, —
1 j4

bijektiv ist, und dass h und h ! stetig sind.

Ist die Funktion

8 p_
<0; x< 2
f:Q1Q x, .

-1 x> pf
stetig? Gilt der Zwischenwertsatz?

Zusatzaufgabe
Sei E;k k ein normierter Raum und M  E nichtleer. Dann ist die
Abstandsfunktion

du: ETR; duy x 7 inf kx mk
m2M

1-lipschitz.



Unbeknownst to most ornithologists, the dodo
was actually a very advanced species, living alone
quite peacefully until, in the |7th century, it was

annihilated by men, rats, and dogs. As usual.



64

65

66

67

68

69

70

Man bestimme die uneigentlichen Grenzwerte

. S —— . bP—Dp —
a. lim 4x2 2x 1 2x b. lim x x 1 pre
x11 x11
. 8x3 2x? 1 . 1 X
c. lim ——— d lim———-
x1 1 2x3 7x x11

Kann das Produkt fg oder die Komposition ¥ g zweier Funktionen in einem
Punkt stetig sein, auch wenn beide Funktionen in den entsprechenden Punkten
unstetig sind?

Sei ¥: 1 ¥ R imPunkt a 2 | stetig. Gibt es eine a CneFunktion
t,mt a b mit

Iimjf.ti.tJ
tta jt aj

so ist diese eindeutig bestimmt, undesistb fa undm f'a .

Schriftliche Aufgaben

Man bestimme die Grenzwerte

ot 2ot 1 ot 2t 1 ot 2t 1
a. lim———— b. lim——~ c. lim————
Tt 6 1 Tt t 1 Tl t2 1
1 1 x2 %2
d Iim————— e. lim——.
X 10 x2 X0 jXj

Die Funktionen f;g seien in einer Umgebung des Punktes ¢ 2 R erklart, im
Punkt c seien f diLerknzierbar, g stetig, und ¥ c 0. Dannist auch fg in c
di Cerenzierbar.

Zusatzaufgaben

Zu jeder Tageszeit gibt es antipodale Punkte auf dem Aquator mit derselben
Temperatur.

Ein quadratischer Tisch mit gleichlangen Beinen an allen vier Ecken lasst sich auf
jedem stetigen, aber beliebig unebenen Untergrund so platzieren, dass er nicht
wackelt.



"Quit complaining and eat it! . . . Number one,
chicken soup is good for the flu — and number
two, it's nobody we know."
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Votieraufgaben

Ist ¥ auf a;b dilerknzierbar und £ monoton, so ist ¥ sogar stetig
di Cerknzierbar.

Gilt fUr eine Funktion ¥: R ¥ R die Ungleichung
jfFu fvij ju vj2; u,v 2 R;
so ist ¥ konstant.

Sei f: a;b ¥ R stetig, auf a;b stetig di Cerknzierbar, und flseiauf a:b
stetig fortsetzbar. Dann ist ¥ in a und b ebenfalls di Cerknzierbar.

Schriftliche Aufgaben

Bestimmen sie die Linearisierungen in a 0 der Funktionen f mit
Funktionsterm
P

_ 1 _
a. IOl t b. —— c. 1 tn d. 1 t.
1 t

Die Funktion f sei auf O;b stetig, auf O;b diLerknzierbar, und es sei
f 0 0.Ist f° (streng) monoton wachsend, so ist auch =t (streng) monoton
wachsend.

Zusatzaufgaben

Verbesserter Schrankensatz Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b
di Cerknzierbar. Dann ist f lipschitzstetig auf a;b genau dann, wenn £ auf
a;b beschrankt ist. Die bestmogliche Lipschitzkonstante ist in diesem Fall
L sup jf'tj:
a<t<b
Zwischenwertsatz fur die erste Ableitung Sei f: a;b ¥ R stetig und auf
a;b dilerknzierbar. Dann nimmt £ jeden Wert zwischen inf ab % und
sup 4. Y an. Hinweis: Es ist nicht erforderlich, dass f? stetig ist.



ety

Fasterl He's still therel”
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Votieraufgaben
Sei | 1;1 , die Funktion ¥: 1 ¥ R sei im Punkt O di Lerknzierbar, und
Un ; Vnp seien zwei gegen 0 konvergierende Folgen in |. Dann gilt
f un f vh
Un Vn

lim 20 ;
nil

wenn eine der drei folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) upn<0<wvp furalle n.

(ii) O0<up <wvp furalle n und vh= v, up ist beschrankt.

(iii) Esist F2Ct 1 .
Die Legendreschen Polynome P sind definiert durch

Pn t "ﬁ@“ t? 1" nkEoO:

a. Bestimmen sie P, fir 0 n 5.
b. Jedes Pp ist ein Polynom vom Grad n mit genau n Nullstellenin  1;1 .

Sei | ein abgeschlossenes Intervall, f 2C" 1 I und a 2 | ein beliebiger Punkt.
Gilt fur ein Polynom p, vom Grad n die Abschatzung

ifFt patj Mjt a™?; t21;
soist pn T&F.

Schriftliche Aufgaben

Fiur f2C" 1 gilt@" tf t te"Ft ne" ft.

Verallgemeinerter Satz von Rolle Die Funktion f: a;b ¥ Rsein 1-mal
stetig di Cerknzierbar und auf a;b n-mal di Cerknzierbar, wobei n £ 1. Besitzt
T Nullstellen agp <a; <..<ap in a;b , sogibteseinen Punkt c 2 ag;an
mitf"™ ¢ 0.

Zusatzaufgaben

Sei | ein o [edes Intervall. Eine Funktion ¥ 2 C2 | heiRe konvex, wenn f% £0
auf ganz |. Man zeige:
a. Furalle a2 gilt

ftATMHt;, t21

Man sagt, f liegt oberhalb aller seiner Stlitzgeraden.
b. Furalle u;v 21 und 0 1 gilt

f u 1 \% fu 1 fv:
c. Fur beliebige ug;..;un 2l und 1;..; n 2 0;1 mit 1 .. n 1 gilt

f u . nUn 1F us . nf un:



oh, sure... T'l! . p
probably geT“AusTraloplfheCUS-

Primitive spelling bees
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Votieraufgaben

Fir kein a2 R ist cos na ngo eine Nullfolge.

Tschebyschew-Polynome  Fur jedes n &£ 0 gibt es ein Polynom T, vom Grad n,

so dass

Th cosz cosnz:

Dieses Polynom heif3t Tschebyschew-Polynom vom Grad n.

a. Es gilt die Rekursionsformel

Tn]_t thnt Tnlt; nﬁEl,

mitTo lund T; t t. Man berechne damit To; ..

b. In 1;1 hat T die Nullstellen

2k 1
Xk COos ; k 1;..;n;
2N
und die Extremalstellen cx cosk =n, k 0;1;..
a. Esgilt
t
—— logl t ¢t t £O0:
1 t
b. Hieraus folgt fur a £0
ex _a 1 a " exp a ;
P 1 a=n n pa;
c. Also gilt
a n
lim 1 — exp a :
nil ]

a. Furallet2R und n 2 N gilt
jsinntj njsintj:
b. Esgibt t 2 R und a > 0, so dass

jsinatj > ajsintj:

n.

nZ£1:

i 1 t .
Zur Funktion f:t . Iogﬁ bestimme man TZ" *f.

Ts.



Zusatzaufgabe

89 a. Fur0 t 1=2 gilt

b. Sind p1;..;pm alle Primzahlen, die eine der Zahlen 1;2;..;n teilen, so gilt

X1 ¥ 1 1 X 2
— 1 — exp —
k1Ko Pi 11 P
c. Schlie3en sie hieraus, dass
X1
o
p2P p

“That was incredible. No fur, claws, horns,
antlers, or nothin. . . . Just soft and pink.”
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Votieraufgaben

Beweisen oder widerlegen sie fir Teilmengen A;B eines normierten Raumes die
folgenden Aussagen.
a. A[LB A [B. b. A\B A \B .

Kriterium fur gleichmalige Stetigkeit Eine Funktion f: 1 ¥ R ist gleichméaRig
stetig auf dem Intervall 1 genau dann, wenn fur je zwei beliebige Folgen up
und v inl mitun Vvp ¥ 0 immerauch ¥ up f vnh 1 0gilt

Schriftliche Aufgaben

Far beliebige Teilmengen A und B eines normierten Raumes E gilt:
aa A B D A B . b. ALB A [B
c. A A . d A E E A

Seien A und B abgeschlossene Teilmengen eines normierten Raumes, g: A I R

und h: B ¥ R stetig,und gjA\B hjA\B. Dann ist auch
8
<g aufA

f: ALB, f .
-h aufB
stetig.

Ist ¥: R I R stetig und existieren die Grenzwerte lim¢sq f t und

limey 1 F t in R, soist gleichmaRig stetig. Gilt auch die Umkehrung?

Zusatzaufgabe

Sei Ko Kji .. eine fallende ﬁ_olge nichtleerer, kompakter Teilmengen eines

normierten Raumes. Dann ist 0 Kn nicht leer.

Sonstige Aufgaben

Ist F: R T R gleichmaRig stetig, so existiert eine Konstante M derart, dass
jFtj M1 jtj; t2R:

Bestimmen sie alle kompakten Teilmengen von fOg [ f1=n:n 2 Ng R.

Es seien E und F normierte Rdume. Dann ist ¥: E ¥ F stetig genau dann, wenn

A fA

fur jede Teilmenge A E mit kompaktem Abschluss.

Eine Teilmenge K R ist kompakt genau dann, wenn jede reellwertige stetige
Funktion auf K beschrankt ist.



“Mr. Osborne, may | be excused?
My brain is full.”



