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= Es gibt 8 Aufgaben. Die jeweilige Punktzahl steht am linken Rand.

= Die Maximalpunktzahl ist 36, zum Bestehen sind 14 Punkte hinreichend.

= Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

= Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

= |n allen Aufgaben sind alle Schritte zu begriinden. Aussagen aus Vorlesung
und Ubungen dirfen dabei verwendet werden, sofern sie nicht Gegenstand
der Aufgabe selbst sind.

= Verwenden Sie pro Aufgabe jeweils ein neues Blatt.

= Abgaben mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zul&ssig.

= Tragen sie bitte Namen, Matrikelnummer sowie Namen lhres Tutors ein.

= Und nun wie immer: Viel Erfolg!

Name M-Nr Tutor




@ Aufgabe 1
Sei T: M - N eine Abbildung zwischen beliebigen nichtleeren Mengen M
und N, und fur eine beliebige Teilmenge B [Nl sei

f~1(B) ({Aa (M : f(a) CB}.
Zeigen Sie, dass damit
f1(B1 nBy) =F71(By) n F71(By)

fur alle B, B> [N
LOsung
Mit der Definition von £~1(B) ist
a Cfr'(B1nBy) [Ffga) [BInB,
[T¢a) [Bi [T{a) [B1
—alFT'(B;) Al FT(B,)
CalCf T (By) n F1(B2). [T

@i Aufgabe 2
Zeigen Sie fir a,b [Cldie Aquivalenz

la—b|=|1—ab|] [CJaA =1 CjpB|=1.

LOosung
Esist |z|? = zZ. Damit gilt
la—b|=|1—ab|] [Jd-bJ?=|1-ab|’

[C@-b)@-b)=(@1-ab)(1—ab)
CJd?>+|bj?>—ab—ab=1-ab—ab+|a]?|b|?
[T+ |al®—|b* +]al®|b]* =0
(@ lal®)(1—|b|*>) =0
CJa®=1 Cjp]*=1
L ]d|=1 CIB|=1. [0
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Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass fur alle n Tgilt:

1+x)" CIK (2" —1)x, 0 CxX1CI]

LOosung
Fir n =1 ist dies (ho [edtlich) klar. Angenommen, die Ungleichung gilt fur ein
n [T Dann folgt

@+x) " =@ +x)L+x)"
CA+x)(1+2"-1)x) (wegen Induktionsvoraussetzung)
=1+ 2" —1)x+x+ (2" —1)x?
CIH " - 1)x+x+ (2" —1)x (wegen x [CT)
=1+@" —-1)x. [0

Aufgabe 4

a. Geben Sie die Definition dafur, dass eine reelle Zahlenfolge (an)nreine
Cauchyfolge bildet.

b. Zeigen Sie: Gilt

1

min(m, n)’ m,n 1]

lan —aml

so bildet (an) eine Cauchyfolge.
c. Zeigen Sie, dass die Folge mit

—rm

an = -
k=1

keine Cauchyfolge bildet.
LOsung

a. Siehe Skript.
b. Sei € > 0. Wahlen wir N > 1+ 1/¢, so folgt fir n,m [NI die Abschatzung

14
an—a 4 <E.
an = aml min(m,n) N

Also ist (an) eine Cauchyfolge.
c. Jede Cauchyfolge ist beschrankt. Die harmonische Reihe ist aber divergent,
so dass an - . Also kann (an) keine Cauchyfolge bilden. [1—TI



= Aufgabe 5

Untersuc;en Sie d\i/e folgenden Reihen auf Konvergenz.

+1- n-1 [ enly gn L1 1

a. . e c. —_—

R n e 3" n]og(d +n?)
LOosung
a. Konvergent. Zum Beispiel erhalt man eine konvergente Majorante mit

V. v
n+1-— n—1: N, 2\‘/
n n( N+1+ n-—1)
1 1

b. Konvergent, da

el g _ |£E'Q+ ==

n 1] 3n nEI:I3 nlj:|3e

und e/3 < 1.
c. Divergent, da

log(1 + n?) CIag(l + n)? =2log(1l+ n) CZmh,

also

1 1
log(1 + n2) %g(l +n) 2n’

w1 Aufgabe 6
a. Geben Sie die Definition der Stetigkeit von f: R - R in einem Punkt & Rl
b. Formulieren Sie den Zwischenwertsatz fur g: [a,b] - R.
c. Zeigen Sie: Ist h: R - Z stetig, so ist h konstant.

LOosung

a. Siehe Skript.

b. Sei g: [a,b] - R stetig mit g(a) # g(b). Dann existiert zu jedem z
swischen g(a) und g(b) mindestens ein x [[d,b] mit g(x) =z.

c. Ware h nicht konstant, so musste ja zwei verschiedene Werte in Z (!)
annehmen. Dann musste es auch jeden Wert zwischen diesen beiden Wert
annehmen, also auch Werte, die nicht zu Z gehdren. [T



w1 Aufgabe 7
a. Wie lautet die Definition der der Di Lerknzierbarkeit einer Funktion f: R - R
in einem Punkt xqg [CRI?
b. Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Di [erknzialrechnung fir eine
Funktion g: [a,b] - R.

c. Bestimmen Sie den Grenzwert

1
lim sin t+1-—sin t .

too00
Hinweis: Es ist sin™= cos.
Lsung
a. Siehe Skript.

b. Sei g: [a,b] - R stetig und auf (a,b) diLerknzierbar. Dann existiert ein
¢ [(@A,b), so dass

g(b)—9®@
c)="—""—"""".
g'(c) —
c. Aufgrund des Mittelwertsatzes gibt es fur jedes t > 0 ein c, so dass
[ I

] L [ T -
sin t+1—sin t =cos(c) t+1-— t.

Wegen |cos(c)| CLifur alle c gilt also

1 1
triosin thbEkeT- vt v

t+1+ t
Die rechte Seite konvergiert gegen O fir t - co. [Tl

] Aufgabe 8
Zeigen Sie, dass die Funktion

f: R-R f@)=tl+at+b
fur beliebige a, b, CRIhdchstens zwei Nullstellen haben kann.
Hinweis: Argumentieren Sie indirekt und verwenden Sie den Satz von Rolle.

Lésung

Hatte die Funktion £ wenigstens drei Nullstellen Xg < X3 < X2, so hatte
aufgrund des Satzes von Rolle ihre Ableitung ¥ Pwenigstens zwei Nullstellen.
Die Funktion

fif{x) =8t°>+a

hat aber nur eine Nullstelle - ein Widerspruch. @11



Z've Known about it for
wears, but never Talked about if..

T think Im hittin’ 50 mph... Tops.

At Slow Cheetahs Anonymous



