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= Es gibt 7 Aufgaben. Die jeweilige Punktzahl steht am linken Rand.

= Die Maximalpunktzahl ist 40. Zum Bestehen der Klausur sind 16 Punkte
hinreichend.

= Die Bearbeitungszeit betragt 90 Minuten.

= Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

= In allen Aufgaben sind alle Schritte zu begrinden.

= Verwenden Sie pro Aufgabe jeweils ein neues Blatt.

= Abgaben mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zul&ssig.

= Tragen sie bitte Namen, Matrikelnummer sowie Namen lhres Tutors ein.

= Und nun wie immer: Viel Erfolg!
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Aufgabe 1

a. Geben Sie die Definition dafir, dass A [CRI' eine o [Lere Menge ist.

b. Geben Sie ein Beispiel einer Menge in R", die o [en und abgeschlossen ist.
c. Untersuchen Sie, ob die Menge X = {e™ :n [NI} [Rlo [en, abgeschlossen
oder kompakt ist.

d. Sei F [RI' eine abgeschlossene Menge und (Xn)n mneine konvergente Folge
in F. Sei X =1limp_ . Xn. Zeigen Sie, dass x [FE]

a. Siehe Skript.

b. R™ oder 1

c. Die Menge X ist nicht o [ed, da zum Beispiel 1/e ein isolierter Punkt von X
ist. Sie ist auch nicht abgeschlossen, da sie ihren Haufungspunkt O nicht enthalt.
Und da sie nicht abgeschlossen ist, kann sie auch nicht kompakt sein.

d. Angenommen, es ist X [F1l Dann liegt x in der o [eden Menge F¢, es gibt
also auch eine o [Cenle Umgebung U von X, die ganz in F¢ enthalten ist. In dieser
Umgebung kdénnen dann keine Glieder der Folge (xn) liegen. Somit kann x auch
kein Grenzwert einer Folge in F sein. Das ist ein Widerspruch.

Aufgabe 2
a. Geben Sie die Definition dafir, dass eine Folge (fi)kivon Funktionen

fk: [a,b] - R

(i) punktweise respektive (ii) gleichmafig gegen eine Funktion f: [a,b] - R
konvergiert.
b. Untersuchen Sie die Funktionenfolge

(!

1
X+1

On: [0,2] - R, gn(X)= T3

auf gleichméRige Konvergenz.
c. Untersuchen Sie ebenfalls die Funktionenfolge
[ S
hn: [0,1] - R, hp(x)= a 1+ n2x2

auf gleichméRige Konvergenz.

a. Siehe Skript.
b. Esist

=
+1 1, 0 [XI<?2,
océ——tj

3 =1, x=2

)



und deshalb

1]
y - Lol 0 xi<2,
im gn(x) =
oo =" lq—' X =2.
Da dieser Limes nicht stetig ist, kann die Konvergenz nicht gleichméagig sein.

c. Fur O 1 [Tlist
—

lim ha(x) = lim x2+1/n2 = |x| = X,
n-oo n-oo

%‘— 1/n? 21
2+1/n2—x§%%ﬁ2
2+1/n?2 +x 1/nz n

gleichméRig fur 0 [ 11 Daher ist die Konvergenz gleichméRig. Bemerkung:
Die Folge konvergiert sogar auf ganz R gleichmaRig gegen |x]|. =

und

w1 Aufgabe 3
Bestimmen Sie im Falle ihrer Existenz die folgenden Integrale.
L1 -~

J 0J L3
a t2e®dt b log = dt ¢ 1+ = dt
o 1 t o t2/3
= L3sung
a. Das Integral existiert:
J
1 1
t2edt=-=¢* %z =,
0 3 0 3
b. Das Integral existiert nicht:
Mo
log — dt=-— logtdt = —oo.
1 t 1

c. Mit der Substitution t = u® und dt = 3u?du wird
Ld 1 LJ
1+ ——dt= 3u? 1+1/u2du

0 t2/3
—1 1
= 3u u2+1du=(U?+1)%? 8—1. =
0 0



= Aufgabe 4
Sei T: [—1,1] - R stetig. Zeigen Sie, dass

J
f(sint)costdt =0.
0

Mit einer Stammfunktion F von T ist aufgrund der Substitutionsregel

.
. f(sint)costdt =F(sint) %= F(0)—-F()=0.
0

w1 Aufgabe 5
a. Bestimmen Sie
Gl esinz(x)
m

li
h-0 2 h

dx.
b. Bestimmen Sie alle A Rl fur die das Integral
J

e*Msin(e H) dt
0

konvergiert.

a. Da der Integrand stetig ist, gilt aufgrund des Riemannschen Lemmas

@-h in? I;‘Lh
lim e C9 dx = lim 1 esinz(x) dx = esinz(x) % .
h-0 2 h h-oh 2 x=2

b. Mit der Substitution x = e~t wird

J o

. _ sinx 1
eMsin(e ) dt = .
0

sinx X_L—rl dx
S A+L o X x\A

Da (sinx)/x auf [0,1] stetig fortgesetzt werden kann, hangt die Konvergenz
allein von 1/x? ab. Somit konvergiert das Integral fiir alle A < 1 und divergiert
fur alle A 11



= Aufgabe 6
a. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Di Lerenzialgleichung

X = X cos(2t). )

b. Bestimmen Sie diejenigen Losungen ¢ von (1) mit lim¢_ . ¢ (t) = 0.
c. Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

X — x cos(2t) = cos(2t), x(0) =1.

a. Separation der Variablen ergibt die allgemeine Losung
]
sin 2t
5 ,
b. Dazu muss ¢ = 0 sein. Dies ist also die (triviale) Nullldsung.
Variation der Konstanten in (f) fuhrt zu

X(t) =cexp c R (€3]

1.
. sin 2t
C=exp ——-— cCo0s2t,
2
also
1. 1
sin 2t
c=—exp — + Co.

Zusammen mit der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung ist damit

I%n 2t

2
die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung. Die Anfagnsbedingung
x(0) =1 fuhrt dann zu

-1

x(t) =cexp

c=2.

Bemerkung: Dasselbe Ergebnis erhalt man schneller, wenn man bemerkt, dass
die inhomogene Di Cerknzialgleichung aquivalent ist zu

(x +1) = (x + 1) cos(2t).

Man muss also nur die Lésung der homogenen Di Cerknzialgleichung
verschieben.



m Aufgabe 7

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.

a. Jede beschréankte Funktion f: [a,b] - R istintegrierbar.

b. Die Indikatorfunktion jeder Teilmenge von [0, 1] ist eine Treppenfunktion.
c. Jede o [ede Uberdeckung von (0,1) besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
d

Die Kurve
11
t
v: [-1,1] - R?, y()= itl

ist rektifizierbar.

a. Falsch. Die Dirichletfunktion ist beschrankt, aber nicht integrierbar.
b. Falsch. Die Indikatorfunktion von Q n [0,1], also wiederum die
Dirichletfunktion, ist keine Treppenfunktion.

c. Falsch. Zum Beispiel Uberdecken die o [eden Intervalle

Ih=2@™"1, n [TI)

das Intervall (0,1), aber es gibt keine endliche Teiluberdeckung.
dV Richtig. Dies ist der Graph der Betragsfunktion Uber [—1, 1], seine Lange ist
2 2.



Professor Lundquist, in a seminar on compulsive
thinkers, illustrates his brain-stapling technique.



