14

Mehrdimensionale
Di Lerkenziation

Bisher haben wir, was Di Cerknzierbarkeit betri (X _hur Funktionen einer
reellen Variablen betrachtet. Im einfachsten Fall handelt es sich um reellwertige
Funktionen einer Variablen, also Funktionen von der Form R - R. Im voran-
gehenden Kapitel betrachteten wir allgemeiner Kurven, also Abbildungen der
Form R - R™, wobei anstelle von R™ auch ein beliebiger Banachraum stehen
kann. Dies ist adaquat, wenn wir GrdlRen betrachten, die nur von einer Variablen
abhangen, wie zum Beispiel der Zeit t.

Mindestens ebenso oft hat man es jedoch auch mit Abbildungen des Typs
R"™ - R zu tun, wo eine skalare GréRRe von mehreren Variablen abhangt, und noch
allgemeiner mit Abbildungen des Typs R™ - R™, wo m >abhangige Variablenc<
durch n >unabhéngigen Variablen< bestimmt werden. Ein bereits bekanntes
Beispiel sind lineare Gleichungssysteme. Fur solche Abbildungen kénnen wir die
Ableitung allerdings nicht mehr mithilfe von Di Lerknzenquotienten erklaren, da
die Division durch einen Vektor nicht sinnvoll definiert werden kann — es existiert
nur eine Vektorraum-, aber keine Kérperstruktur. !

Statt dessen charakterisieren wir Di Cerknzierbarkeit durch Approximierbar-
keit durch eine a CnelAbbildung. Begri Le_dler linearen Algebra werden dabei eine
wesentliche Rolle spielen. Diese enge Verzahnung der infinitesimalen Analysis mit
der linearen Algebra ist es auch, was die mehrdimensionale Di [erknzialrechnung
bei der ersten Begegnung schwierig macht.

! Eine Ausnahme gibt es — der R? kann durch Identifikation mit C mit einer Kérperstruktur ver-
sehen werden. Der daraus resultierende Ableitungsbegri Cfilihrt jedoch zu einer wesentlichen anderen
Theorie, der sogenannten Funktionentheorie. Eine einmal komplex di Lerenzierbare Funktion ist immer
unendlich oft di Cerenzierbar und lokal durch ihre Potenzreihe darstellbar, also eine analytische Funk-
tion.
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14 — Mehrdimensionale Differenziation

14.1
Elemente der Linearen Algebra

Wir betrachten zunéachst lineare Abbildungen zwischen beliebigen Banachrau-
men V und W . Deren Normen bezeichnen wir mit =T, Jund [-Tyloder nur 11
wenn der Bezug aus dem Zusammenhang klar ist.

Definition Eine lineare Abbildung A: V - W heil3t beschrankt, falls

ALy C3up [AXLgl<oo. [ ]

Xy F1
Aufgrund der positiven Homogenitéat jeder Norm gilt auch 4.1
[Al
[AlL/ly = sup @_
o=x v [(XILy]

Daher gilt auch immer
[AK Lpd CIAIL Yy XL x [V
Dies werden wir im Folgenden kommentarlos verwenden.

Satz  FuUr einen linearen Operator A: V - W sind aquivalent:
(i) A ist lipschitz auf V.

(ii) A ist stetig auf V.

(iii) A ist stetig im Nullpunkt.

(iv) A ist beschréankt. [

I (i) Cl und (i) C(i) sind trivial.
(ifi) 0V} Zu € = 1 existiert ein & > 0, so dass

[AX Lyl [T XL, 18]
Fir x CMImit XL J=1 gilt dann
[AK Lyl = 5~ [A(S5x) ] CaT>.

Also ist A beschrankt, genauer [AlL.ly [T
(iv) (I Folgt aus [Alu — Av Lyl= [A(u — v) L CIAILdy [l— v L ([
Wir betrachten nun den Raum L(V,W) aller stetigen, oder was dasselbe ist,
aller beschrankten linearen Abbildungen A: V - W.

Satz  Auf dem Raum L(V,W) definiert [AlL.ly eine Norm, die von den Normen
auf V und W induzierte Operatornorm. Mit ihr wird L(V,W) zu einem
Banachraum. [ 1

Im Folgenden schreiben wir [AlCStatt [AIL ]y , wenn die beteiligten Raume
aus dem Zusammenhang klar sind.

14.2 06.06.2018 — 18:10
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[T Die Definitheit und positive Homogenitat von [-1-3ind leicht zu sehen.
Die Dreiecksungleichung ergibt sich mit
[Al+B[Z sup [Ak +Bx[]
XI=1
[—sup ([Ak [# Bk D1
XI=1

[sup [A[#H sup [Bk[= [AICH [BIL]
XI=1 [XI=1
Um die Vollstéandigkeit zu zeigen, sei (Ax) eine Cauchyfolge in L(V,W). Fur
jedes x [Vlist wegen [Akx — A x CIL Ak — A IXICdann (AxXx) eine Cauchy-
folge in W. Aufgrund der Vollstadndigkeit von W konvergiert also (Axx), und
wir kdnnen eine Abbildung A: V - W punktweise definieren durch

AX [CIin AgxX.

k- oo

Diese Abbildung ist linear, denn

AAX +py) = lim (A(AX + 1y ))
= lim (AAkX + HAKY)
= AlimAX + plimAgy = AAX + pAy.

Sie ist beschrankt, denn es existiert M = lim [Ak [sls, und damit gilt

[AX [(Z lim [Alx I Timn LA CIXKICTTMI XIC 1 x V]
Bleibt noch zu zeigen, dass Ax - A in der Operatornorm. Da
[ — A)x [ lim [ — A)x CICTiN (AL — Ay [TKIC]
flr jedes x [V] gilt auch
[Ak — A[F sup [(Akx — A)x [ [Ak — A, ICsdp Ak — A ]
XI=1 I-oo Juzal
Daraus folgt die Konvergenz in der Operatornorm. [

Bemerkung Der Beweis verwendet an keiner Stelle die Vollstandigkeit des
Urbildraumes V . Tatsachlich gilt der Satz fir jeden normierten Raum V, nur der
Bildraum W muss vollstéandig sein. So ist zum Beispiel der Dualraum

vVEE L(V,R)

fur jeden normierten Vektorraum V ein Banachraum, da R vollstandig ist. [—1

06.06.2018 — 18:10 14.3
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14 — Mehrdimensionale Differenziation

= Hilbertraume

Unter den Banachrdumen spielen die HilbertrAume eine besondere Rolle.
Diese sind, wie wir bereits in Abschnitt 5.7 gesehen haben, charakterisiert durch
die Existenz eines Skalarprodukts

L1-C3 V=V - R,

Vv
so dass die Norm gegeben ist durch 533 XICIT_ 11X, x []
Fur ein Skalarprodukt gilt immer die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung s 32

| X,y [N EIXICTIAC]
Daher definiert jeder Vektor v [Vlein stetiges lineares Funktional
Lv: V- R, x [DM,xC]

denn wegen |L, x| CIWICTKICi$t es beschrankt. Das Besondere an Hilbertraumen
ist unter anderem, dass umgekehrt jedes lineare Funktional auch auf diese Weise
dargestellt werden kann.

Rieszscher Darstellungssatz  Sei V ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem
L v14din eindeutiger Vektor v Y], so dass

L=Ly=04,-[0 [ 1

[ Wir kdnnen [CT = 1 annehmen. Dann existiert in V eine Folge (vi)
mit D7k 3 1 und Lvk - 1. FUr jedes 0 < € < 8 existiert dann ein K, so dass

Lvk>1—¢€/8=>0, k K1
Wegen [T =1 ist dann
Dz + v CIOO(vk + vi)| = Lvg + Lvy > 2 — /4, k,1 CK1
Mit der Parallelogrammgleichung 5.537 folgt hiermit
Ok — vi P 2 vk P O P+ vk + vy 2]
4 (2—e/4)? =e—¢€2/16 <=«.
Somit ist (vk) eine Cauchyfolge und aufgrund der Vollstandigkeit von V konver-
gent. Fur den Grenzwert v = limk_ . Vi gilt dann
/=1, Lv = 1.
Wir zeigen, dass L =L, .
Sei X #0 mit Lx [COlWegen T3 1 und Lv = DCgilt fur t >0

_ L(v+tx)—L(V) I:.q—LH tx 3 v
t t

Lx

14.4
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und
L(v —tx)—L - tx (3 ]
Lx = HV 0O T L) X .
—t t
Also ist
V- tx (3 ] +tx [ I
B t = t '

Fur t - 0 haben beide Seiten aufgrund der Regel von I’'Hospital g2; denselben
Grenzwert

=
d @+tx[§ = MXEL g
dt o ]

Somit folgt durch Grenzuibergang auf beiden Seiten, dass Lx = DM, x[]
Die Eindeutigkeit des Vektors v ist eine leichte Ubung. [

s Endlich dimensionale Raume

Alles bisher Gesagte gilt unabhangig von der Dimension der betrachteten
R&ume. In einem unendlich-dimensionalen Raum ist es jedoch mdéglich, dass eine
lineare Abbildung unbeschrankt und damit unstetig ist 5.5. Dies ist auf einem
endlich-dimensionalen Raum nicht méglich, da die Einheitssphare dort kom-
pakt ist 10,12, 10.14 - AulRerdem lassen sich lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen RAumen bequem durch Matrizen darstellen. Aus diesen Griinden
werden wir uns jetzt auf lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionale
Raumen beschranken.

Zunachst ein Wort zur Notation. Im Matrizenkalkul ist es tiblich, Vektoren
als Spaltenvektoren

~HH

zu schreiben. Dabei verzichten wir auf einen Vektorpfeil oder sonstige Auszeich-
nungen. In einem horizontal laufenden Text ist dies naturlich platzraubend.
Deshalb verwenden wir die Schreibweise

X = (X1, ., Xn) 5

wobei ™die Transposition bezeichnet, wie sie fiir Matrizen erklart ist. Umgekehrt
ist x = (X1, ..,Xn) ein Zeilenvektor. Ein Zeilenvektor ist zudem nichts anderes
als eine 1 x n-Matrix, ein Spaltenvektor eine n < 1-Matrix, und die Transposition
Uberfihrt das eine in das andere.

14.5
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= Matrizendarstellung

Seien V und W Vektorraume der Dimension n und m, respektive. Sind
Basisvektoren vi,..,vph in V und wy,..,wm in W gewahlt, so wird eine lineare
Abbildung A: V - W durch eine m x n-Matrix wie folgt dargestellt. — FUr jeden
Basisvektor v;j gilt

™1
Avj = ajjwij
i=1
1
mit eindeutig bestimmten Koe [Ziehten a;j. Fir x =  Xjv; gilt dann
.
 —  — | — 1
AX = XjAVj = Xj aijjWi
j=1 j=1 i=1
r— B
= aijXj W= YiWi
i=1 j=1 i=1
mit
U
Yi= ajjXj.
i=1

Diesen Zusammenhang zwischen den Koe [ziehten in der Gleichung y = Ax
schreibt man im Matrizenkalktl bekanntlich als

1 C1C 1 CIT11 1
EEE T TTHHE
Ym ami - @mn Xn

Man nennt dann

(aij)mn C@ij)1 ommiL G

die Matrixdarstellung von A bezlglich der gewahlten Basen in V und W . Deren
J-te Spalte (aij .. amj) CHesteht gerade aus den Koe [Ziehten des Vektors Avj.

Eine Matrix ist somit immer eine Darstellung einer linearen Abbildung be-
zuglich einer bestimmten Basis. Wahlen wir eine andere Basis, &ndert sich auch
die Matrix. Die entsprechenden Transformationen werden ausfuhrlich in der
Linearen Algebra diskutiert.

Ein Spezialfall ist ein lineares Funktional L: V - R. Hierist m=1,und L
wird durch eine 1 x n-Matrix, sprich einen n-dimensionalen Zeilenvektor

I=(1,...1n)
) 1
dargestellt, wobei |j = Lv;. Fur x = Xjv; ist dann
i=1

14.6
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U | L L |
Lx = xjLvj = 1Ijxj =1, .., In)(X1, .., %Xn) =
j=1 j=1

Die rechte Seite ist das Produkt eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor,
oder, was dasselbe ist, einer 1 x n-Matrix mit einer n x 1-Matrix. Das Ergebnis ist
ein Skalar.

Ein Skalarprodukt [-]-[Wwird bezuglich einer Basis vi,..,Vv dargestellt
durch die symmetrische n < n-Matrix

A=(@ij)iagm  aij = D, v ]

1 1
Denn fir x = Xjviund y = YjVj wird ja
i=1 j=1
r 1 —
X,y = xi Oy, vj 3 = (X1, -, Xn) @i ) (Y1, -, Yn) = x AY.
ij=1

Die 1 x n-Matrix x =Wird also mit der n x 1-Matrix Ay multipliziert.

= Der Standardfall

Der Standardvektorraum der Dimension n ist der R™, und jeder andere
n-dimensionale Vektorraum ist zu diesem isomorph. Die Standardbasis des R"
besteht aus den Standardeinheitsvektoren

ej [(0,...1,..,005" 1 jarny
mit der 1 an der j-ten Stelle. Jeder Vektor hat dann die eindeutige Darstellung

r—1 —l
X = Xjej = (X1,..,Xn) -
j=1

Das Standardskalarprodukt ist erklart durch

I—.

|
La) i=
lEl,ejIE:ESij % i;‘_—j

Dadurch wird eq,..,en zu einer Orthonormalbasis des R". Die Koe [ziehten
eines Vektors x erhalt man hiermit als

X = [e],x[C1 1 il

Ist A: R™ - R™ linear und auch der R™ mit der Standardbasis versehen, so
erhalt man die Koe [ziehten der Matrixdarstellung von A als

ajj = [e],Aej L]

14.7
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denn die j-te Spalte von A enthalt ja gerade die Koe [Ziehten des Vektors Ag;j
bezuglich der Standardbasis.
Die vom Standardskalarprodukt induzierte Norm ist die euklidische Norm,

X1 34, X [F X2 + .. + X2,

Falls Verwechslungsgefahr mit anderen Normen und Skalarprodukten besteht,
schreiben wir hierfur genauer CI.dund [=]- []
Diese Situation bezeichnen wir im Folgenden als den Standardfall.

14.2
Totale Ableitung

Wir betrachten zunachst weiterhin Abbildungen zwischen beliebigen Ba-
nachrdumen. Da es vorerst nur um lokale Aspekte geht, verzichten wir auf eine
explizite Bezeichnung des Definitionsbereichs und schreiben

f:vaw,

wenn es eine nichtleere o [Cede Teilmenge Q [Vl gibt, sodass f: Q - W. Zu
jedem Punkt im Definitionsbereich von f existiert also eine o Lede Umgebung,
auf der f definiert ist. Dies ist die flr uns zur Zeit wesentliche Eigenschaft des
Definitionsbereiches einer Abbildung.

Die Normen auf V und W bezeichnen wir nun ktrzer mit |-|y und |-|w,
oder noch einfacher |-|, wenn der Bezug aus dem Zusammenhang klar ist. Die
Doppelstriche [I_reservieren wir fur die Operatornorm.

Definition Eine Abbildung f: V & W heildt im Punkt a total di [erknzierbar
oder kurz di Cerknzierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung L: V - W

gibt, so dass
im If@+) —F@—Lhly _
h-0 [hlv

In diesem Fall heif3t L die totale Ableitung von ¥ im Punkt a und wird mit
Df (a) bezeichnet. [

Bemerkungen a. Die Eindeutigkeit dieser Ableitung und damit die Berech-
tigung der Bezeichnung Df (a) zeigen wir gleich g .

b. Diese Definition beinhaltet unsere friheren Definitionen der Di Lerkn-
zierbarkeit. Im Fall einer unabhéngigen Variablen, also V = R, ist ¥ eine Kurve
in W. Eine lineare Abbildung L: R - W wird durch einen Vektor v [\ dar-
gestellt, und wir erhalten die Charakterisierung der Ableitung Df (a) = f(a)

14.8
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entsprechend dem zweiten Di Lerknzierbarkeitssatz 133 . Ist auch W = R, so wird
dieser Vektor durch eine reelle Zahl dargestellt, und wir erhalten die Ableitung
einer reellen Funktion, Df (a) = f¢a), einer Variable wie im ersten Di Lerenzier-
barkeitssatz g; .

c. Ist V von endlicher Dimension, so ist jede lineare Abbildung A: V - W
stetig und diese Forderung redundant. Dies ist der einzige, aber wesentliche
Unterschied zwischen dem endlich- und unendlich-dimensionalen Fall. [

= Die Landausymbole

Das Arbeiten mit Grenzwerten wie in der letzten Definition lasst sich mithilfe
der Landausymbole erheblich vereinfachen.

Definition  Sei Q eine punktierte Umgebung von 0 [CVlund f,g: Q - W zwei
Abbildungen mit g # 0 auf Q. Dann ist

LEW]
f(h) = hy)
(h) = 0(g(h)) |:§np o

und man sagt,  ist von der Ordnung grof3-O von g auf Q. Ferner ist

IF ()l _
ho [g(h)]

und man sagt, F ist von der Ordnung klein-o von g fur h - 0. [

f(h) =o(g(h)) 0,

Es ist also ¥ groB-O von g auf Q, wenn es eine Konstante M gibt, so dass
[f(h)| C™|g(h)], h <A
Sie ist klein-o von g, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass

[F(h| Celg(h)l, 0<|h|<3d.

Die Landausymbole stehen ubrigens nicht fur eine bestimmte Funktion, sondern
fur Klassen von Funktionen. Eine Formulierung wie O(h) + O(h) = O(h) ist
daher zulassig und auch tblich.

Rechenregeln Fur das Rechnen mit den Landausymbolen gilt:
(i) Eine Linearkombination von O(h)-Abbildungen ist wieder O(h).
(i) Daselbe gilt mit o(h) anstelle von O(h).
(iii) Eine o(h)-Abbildung ist auch O(h).
(iv) Sind ¥ und g beide O(h), so ist auch (F = g)(h) =0(h).
(v) Istsogar f(h) =o(h) oder g(h) =o(h),soist (F - g)(h) =0o(h). [

[ Der Beweis ist als Ubung tberlassen. [

14.9
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[[&a. Esist sint=0(t) und 1 —cost = O(t?).
Fir eine beschrankte lineare Abbildung A gilt |Ah| = O(h).
Ist [-1- &ine bilineare Form auf V und A [CI(V), so ist

0o

[Ah,h = O(Ml, hDJ= o(h).
d. Fur £ CCP*1(1) ist aufgrund der Restgliedformel von Lagrange
f(a+h)y=TRF(h)+0O(h"). 1

Mit den Landausymbolen kdnnen wir Di Cerenzierbarkeit in einem Punkt auf
folgende handliche Art charakterisieren.

Satz  Eine Abbildung f:V E W ist im Punkt a di[erknzierbar genau dann,
wenn es ein L L {V,W) gibt, so dass

f(a+h) =f(a)+Lh+o(h).

Die Ableitung ist dann Df (a) = L, und sie ist eindeutig bestimmt. Auerdem
ist ¥ im Punkt a auch stetig. [1

[T Die erste Behauptung folgt aus den Definitionen der Di Lerenzierbarkeit
und des Landausymbols. Ist A: V - W eine weitere lineare Abbildung mit der
geforderten Eigenschaft, also

f(a+h)=f(a)+Ah+o(h),
so ergibt die Subtraktion beider Gleichungen
(L=7A)(h) =o(h).
Dies ist fir eine lineare Abbildung nur mdéglich, wenn L—A =0 g.4. [

Somit ist eine Abbildung f: V @ W in a dilerknzierbar, wenn sie dort
linear approximierbar ist. — Nun definieren wir Di Cerknzierbarkeit in jedem
Punkt wie Ublich.

Definition Eine Abbildung f: V & W heif3t total di [Cerknzierbar, wenn sie in
jedem Punkt ihres Definitionsbereiches total di Lerenzierbar ist. [

Die Ableitung von T definiert in diesem Fall eine Abbildung
Df : VO L(V,W), x [DF(x)

in den Vektorraum L(V,W) aller linearen Abbildungen von V nach W. Ist
dimV =1, also f eine Kurve, so ist L(V,W) [CWM und Df: V & W wiederum
ein Kurve wie T. Ist dagegen dimV > 1, so ist eine solche Identifikation nicht
mehr moéglich, und DF ist von einem wesentlich anderen Typ als die Abbildung f
selbst. Mehr dazu am Ende von Abschnitt 6.

14.10



Totale Ableitung — 14.2

[ &a. A [melAbbildungen: Eine a CnelAbbildung
f: VoW, f(X)=Ax+b
mit A [CI(V,W) und b ist in jedem Punkt di Cerenzierbar. Denn es gilt
f(a+h)=A(a+h)="Ff()+Ah,

der o-Term verschwindet also, und wir erhalten Df (a) = A in jedem Punkt a,
Die Ableitung als Abbildung

Df: V - L(V,W), a [DF(a)=A,

ist somit konstant.
b. Quadratische Formen: Ist [=1 - C&ine bilineare Form auf V und A [CI(V),
S0 nennt man

f:V-oR, f(x)=[MKAx,x]

eine quadratische Form auf V. Dabei kann man ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass A symmetrisch ist, also

[Ax,y [F X,Ay [L] x,y V]
gilt 5.6 . Dann folgt
f(x+h)=[AKX+h),x+h
= [AX,x F [Ax,h = (Ah,x = [Ah,h[
=f(X) + 2 [Ax,h[#F o(h).

Also ist T di[Cerknzierbar, und Df (x) ist die lineare Abbildung h [ZTAx,h[]
Die Ableitung selbst ist die Abbildung

Df: V - L(V,R), x [DF(x)=2[Ax,-C1 11

= Kettenregel

Man sieht sofort, dass Di [erknziation eine lineare Operation ist. Sind also
f,9:V O W imPunkt a di[erenzierbar, so auch Af +pg: V 8 W, und es gilt

D(AT +ug)(a) = ADF(a) + uDg(a).

Interessanter ist die Verknupfung zweier di Cerknzierbarer Abbildungen. Das
Ergebnis ist die allgemeine

Kettenregel Ist £: V @ W im Punkt a und g: W & X im Punkt f(a) dile-]
renzierbar, so ist auch g - f: V @ X im Punkt a diLerknzierbar, und es
gilt

D(g - f)(a) =Dg(f(a))Df(a). [ 1

14.11
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Abb 1 Zur Kettenregel

Die Ableitung von g - F ist also die Verknupfung der beiden linearen Abbil-
dungen

Dg(b): W -~ X, Df(a): V -W,

wobei b = f(a). O [edsichtlich kommt es hierbei auf die Reihenfolge der Fak-
toren an, denn fur V # X ware eine umgekehrte Verknipfung der linearen
Abbildungen erst gar nicht definiert.

[T Der Beweis ist praktisch identisch zum eindimensionalen Fall g 5. Auf-
grund der Voraussetzungen ist ¥ in einer Umgebung von a und g in einer
Umgebung von b = f(a) definiert. Fir hinreichend kleine h und k gilt somit

f(a+h)=Ff(a)+Ah+o(h), A=Df(a),
g(b+Kk) =g(b) +Bk+o(k), B =Dg(b).

Ist h hinreichend klein, so ist auch Ah + o(h) = O(h) hinreichend klein und g
fir k = Ah + o(h) wohldefiniert. Mit dieser Wahl von k erhalten wir

(g=f)(@+h))=g(f(a) +Ah+o(h))
= g(f(a)) + B(Ah +o(h)) + o(Ah + o(h)).
Nun zeigt man noch, dass Bo(h) = o(h) und o(Ah + o(h)) = o(h). Also ist
(g=f)(@+h))=(g-Ff)(@) +BAh+o(h).

Somit g ist g = ¥ im Punkt a di Cerenzierbar mit Ableitung BA, was der Behaup-
tung entspricht. [T

a. Lineare Abbildung: Ist ¥:V & W dilerknzierbar und A: W - X eine
stetige lineare Abbildung, so ist auch

Af: VX
di Cerknzierbar, und fir jeden Punkt a im Definitionsbereich ist 7

D(AF)(a) = (DA)(f(a)) Df (a) = ADF(a).

14.12
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Abb 2 Die Kurve T = ¢ und ihre Ableitung

Df (b (D))v

*m HCIO))

b. Abbildung einer Kurve: Ist ¢: |1 - V eine di Lerknzierbare Kurve in V
und f:V - W dilerknzierbar, so ist

Fedp: I oW

eine di [Cerknzierbare Kurve in W mit Ableitung
(f =) (1) =DF(P()P(t), t LI

Im Falle einer Geraden ¢, mit ¢p(t) = a + tv, ist insbesondere
(F o P)(t) %Q =f(a+tv) %o =Df(a)v.

c. Quadratische Form entlang einer Kurve: Ist ¢: | - V eine di Lerknzier-
bare Kurve in V und

f:V-oR, f(x)=[MKAx,x

eine quadratische Form auf V ; mit symmetrischem, beschréanktem A, so ist
b=Fop: | - R, O)=[AP),P(t)

eine di Cerknzierbare reelle Funktion einer Variablen. Ihre Ableitung ist
o'(t) = DF (D (1) (1) = 2 [Ad(t), (1) []

Speziell fiir eine Gerade ¢ (t) = a+tv ist ®H0) = 2 [Aa,v[] 1

Es sei nochmals betont, dass alles bisher Gesagte unabhéngig von der Di-
mension der beteiligten Rdume gilt. Im unendlich-dimensionalen Fall kommt
einzig noch die Forderung hinzu, dass alle beteiligten linearen Abbildungen auch
beschrankt sind.

14.13
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14.3
Richtungsableitungen und Jacobimatrix

Neben dem Begri [Cdér totalen Ableitung gibt es noch einen schwécheren Ab-
leitungsbegri [_den der Richtungsableitung. Ist a ein Punkt im Definitionsbereich
von f:V W und v [V] so ist die Abbildung

RE W, t [CF(a+tv)

in einer Umgebung von 0 wohldefiniert und stetig, so definiert sie eine Kurve
in W. Hierfur haben wir die Ableitung bereits ohne Ruckgri [auf die totale
Ableitung im vorangehenden Kapitel erklart.

Definition Sei £: V @ W im Punkt a definiert und v V1 Dann heif3t
o, f(a) Iji(a+tv)'%0 [,

falls diese Ableitung existiert, die Richtungsableitung von ¥ im Punkt a in
Richtung v. [

[&a. For eine a CnelAbbildung erhalt man
ov(AX +b) = (A(X +tv) +b) %
= (AX+b+tAv) =0 = Av.
b. FUr eine quadratische Form gilt

0y [Ax,x[F [A(X +tv),X +tv|:%0

| ) II%
= [Ax,x[F 2t [AX,v[#F t“[Av,v[] tzozzmx,vD 1

Totale Di Cerenzierbarkeit impliziert die Existenz aller Richtungsableitungen.
Denn die Gerade t [Ca¥ tv ist di Lerknzierbar, und die Kettenregel g ergibt

oyf(@a)=Ff@a+tv)y %O =Df(@)(a+tv) %O =Df(a)v.
Somit gilt folgender

10 Satz Ist F: V & W im Punkt a total di LerkEnzierbar, so existieren dort auch alle
Richtungsableitungen, und es gilt

oy,f(@)=Df(@)v. [ 1
Aus der Existenz aller Richtungsableitungen folgt allerdings nicht die totale

Di Cerknzierbarkeit, wie das folgende Beispiel zeigt.

14.14
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[I""Betrachte

Exz
2 gz%, X, ¥y)#0,
f: RPF-R, f(x,y)= é Ty
0 , (X,y)=0.

Fur jeden Vektor v gilt f(tv) = tf(v), wie man sofort nachrechnet. Daher ist
oy F(0) = f(tv)':%O =f(v).

Diese Abbildung ist aber nicht linear in v. Dies musste sie aber sein, wenn £ im
Punkt O total di Cerknzierbar ware. Also ist ¥ in 0 nicht total di Lerknzierbar.

= Partielle Ableitungen

Im Standardraum R"™ mit der Standardbasis ey, .., e, spielen die Ableitun-
gen in Richtung der Einheitsvektoren eine besondere Rolle.
Definition Sei f: R™ @ W im Punkt a definiert. Dann heif3t
0;f(a) [ad f(a) =f(a+te) %0 =f(a,...,a;+t, ..,an) %o’

falls diese Ableitung existiert, die j-te partielle Ableitung von ¥ imPunkt a. [ 1

Man betrachtet also f als Funktion nur der j-ten Koordinate, wahrend alle
anderen Koordinaten fixiert sind, und bildet hiervon die Ableitung wie im Fall
einer Kurve. Andere ubliche Bezeichnungen hierfur sind

of
a (a)v an L (a)v fXj (a) -

Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen in einem Punkt nicht folgt allerdings
nicht einmal die Stetigkeit der Abbildung an dieser Stelle:

[I""Betrachte 1
2
2xy2’ (x,y) #0,
f: RP.R, f(xy)= @X +y
0 , (X,y)=0.

Aus F(x,0) =0 und f(0,y) = 0 folgt sofort
0xT(0,0) =0, oy ¥(0,0) =0.

Die Funktion ist im Nullpunkt aber nicht einmal stetig, denn

2cosPpsind

f(tcosd,tsind) = m

=sin2d¢, t#0.

Also gilt auch

Itirr(;f(t cos @, tsind) =sin2¢.

14.15
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Der Grenzwert hédngt somit von der Richtung ab und nimmt alle Werte im In-
tervall [—1,1] an. Also ist £ im Nullpunkt nicht stetig und damit auch nicht
di Cerenzierbar. [T

= Jacobimatrix

Im Standardfall haben wir es mit einer Abbildung der Gestalt

X X155 Xn
f: RTOR™, f(x)=§: %% : %
T (%) Fn (X1, .., Xn)

zu tun. lIhre totale Ableitung im Punkt a ist eine lineare Abbildung
Df(a): R" - R™.

Ihre Matrixdarstellung beziglich der Standardbasen heil3t die Jacobimatrix oder
Funktionalmatrix von ¥ im Punkt a.

Satz Ist £: R" d R™ im Punkt a total di[erknzierbar, so wird ihre totale
Ableitung Df (a) dargestellt durch die Jacobi- oder Funktionalmatrix

] [
@) Caifi@) jmmmpigmr -
[T Die ij-te Komponente aj; dieser Matrix ist gegeben durch
ajj = [e],Df (a)ej = [€],9;F(a) = 9; &), F(a)]

und [g],f(a)=F fj(a) ist die i-te Komponente von f. Das ergibt die Behaup-
tung. [T

Andere Schreibweisen fir die Jacobimatrix sind
1

1
1 1 18 -~ Tin(@)
= P =A@l -H T H
] mn fmi(@) - fmn(@)

[Ia. A [nelAbbildung in Koordinaten: Im Standardfall besitzt eine a [nel
Abbildung f: R™ - R™ die Darstellung

o — —
f(X)=Ax+b= ajjX;j + bj
j=1 1 Ciliml

Dann ist in jedem Punkt
0; Fi () = aij,
die Jacobimatrix von f ist somit

1
JF(X) = ajj mn:A'

14.16
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b. Quadratische Form in Koordinaten: Eine quadratische Form f: R" - R

besitzt im Standardfall die Darstellung
1
f(x) = [Ax,x[F AkIXkX|
1K1 Al
mit symmetrischen Koe [ziehten ay; = ajk. Die Jacobimatrix einer solchen
skalaren Funktion ist ein 1 x n-Zeilenvektor mit Komponenten 9;  (x). Fir diese
finden wir mit der Produktregel fur Funktionen einer Variablen

1 1 LN |
0iT(x) = ajxXk+  ajxi=2 ajkXk = 2 [Ax,ej ]

Somit ist
IJF(x) =2(Ax)~" 111

Die Jacobimatrix der Verkntpfung zweier linearer Abbildungen ist das
Matrixprodukt ihrer Jacobimatrizen. Die Kettenregel erhalt damit im Standardfall
die folgende Form.

Kettenregel im Standardfall Ist £: R™ & R™ im Punkt a und g: R™ O RS
im Punkt f(a) dilerknzierbar, so ist auch g = f: R" 0 R® im Punkt a
di Cerknzierbar, und es gilt

J(@-f)(a) =Jg(f(a)f(a). [ ]

[Ia. Wendet man diese Formel auf die Standard-Einheitsvektoren an, so erhalt
man fir die partiellen Ableitungen
T 54 o
Jige-H@= - (F@)z (@), 1 Cnl
ke Yk 0Xj
Schreibt man f einfacher als y =y (x) und b = f(a), so erhalt man die leicht
zu merkende Formel
T—od oy

(b)

9i(g-T)(a) = oy P ox.
]

(2, 1 gacnol

k=1
b. Betrachte

f: RTER, F(X)=|X]e.
Flr x # 0 ist dann

3 F0) =1 1 gorm

Ixle
und damit
1
X
JF(x) = .
[xle

14.17
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s Ein Di Cerknzierbarkeitskriterium

Wir kennen nun die Begri Ce_dler totalen Ableitung, der Richtungsableitung
und der partiellen Ableitung. Dabei zieht die Existenz der totalen Ableitung
diejenige aller anderen Ableitungen nach sich jo. Wie aber verifiziert man die
Existenz der totalen Ableitung? Die Existenz aller partiellen oder aller Richtungs-
ableitungen reicht o Cenlsichtlich nicht aus 11 g 12 .

Es stellt sich heraus, dass die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen eine hin-
reichende Bedingung darstellt. Dabei beschranken wir uns auf den Standardfall
und die Annahme, dass die partiellen Ableitungen auf dem ganzen Definitionsbe-
reich stetig sind.

Di[Cerenzierbarkeitskriterium  Existieren sdmtliche partiellen Ableitungen von
f: R"™ O R™ und sind diese stetig, so ist ¥ total di Cerknzierbar, und die
Abbildung Df : R" O L(R",R™) ebenfalls stetig. [ 1

[T Betrachte £ auf einer nichtleeren Kugel B = {|x —a| <r} in seinem
Definitionsbereich. Ist a + h [CB] so liegen auch die Punkte

Xo =, Xj = Xj—1 + hjej, 1 i)
samtlich in B, wobei x5 = a+ h. Es gilt dann
1
fa+h)—f@)=f(xn) —f(X) = (FXxi)—F(Xi-1)).
i=1

Fur jeden Summanden gilt

T (Xi) — F(Xi-1) = F(Xi—1 + thie;) %
0

Cd
= f(Xi_1+thiei)E(|jt

= 0if(Xj-1 + thjei)h;dt
0

I_—ljl:l (I
=o0ifF(a)h; + h; 0;iF(Xj—1 + thje;) —0if(a) dt.
0

Aufgrund der Definition der X; und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gilt
0if (Xi—1 + thijej) —0;if(a) - O, h - 0,

gleichmagig fir O X111 Das letzte Integral ist daher o(1), und damit
T (Xi) — F(Xi-1) = difF (@)hi + o(hy).

Insgesamt erhalten wir

1 1
f@a+h)—-f(@) = (@if(@hi+o(hi))= aif(a)hi+o(h).
i=1 i=1

14.18
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Abb 3

Zum Beweis des Di Lerkn-
zierbarkeitskriteriums X, =a-+h

Da die Summe eine lineare Abbildung in h darstellt, ist ¥ in a total di Cerknzier-
bar mit

L L |
Df (a)h = oaif(a)h;.
i=1
Die Stetigkeit der Ableitung folgt aus der Stetigkeit der o;f . [l

Die Di Lerknzierbarkeit einer Abbildung f: R™ & R™ stellt man somit fest,
indem man die Existenz samtlicher partiellen Ableitungen und deren Stetigkeit
nachweist. Solche Abbildungen nennt man von der Klasse C 5.

14.4
Das Lemma von Hadamard

Der Mittelwertsatz der eindimensionalen Di Cerknzialrechnung g 11 bildet
die Grundlage einiger wichtiger Satze der eindimensionalen Analysis. Leider gilt
er fur Abbildung in Ra&ume hdherer Dimension nicht mehr. Fur die Kreiskurve
y: t [(cbst,sint) ist zum Beispiel

y(@2m) —y(0) =0.
Fur alle t CJQ,2m] gilt aber
y(t) = (—sint,cost) =0,

da Sinus und Cosinus keine gemeinsamen Nullstellen besitzen.
Es gibt aber ein allgemeineres Resultat, das sogar in beliebigen Dimensionen
gilt. Dazu betrachten wir eine Funktion auf der Verbindungsstrecke

[u,v] {1 —t)u+tv: 0 CLICT1}

zwischen zwei gegebenen Punkten u und v ihres Definitionsbereiches.

14.19
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Abb 4
[u,v] CQ,
[a,b] CQ u a
Vv b
Q

Lemma von Hadamard Sei f:V & W stetig diLerknzierbar. Gehort [u,Vv]
zum Definitionsbereich von f, so gilt

f(v)—Ff(u) =A(v—u)

mit der linearen Abbildung

L
A= DF(@A-tHu+tv)dt. [ 1
0

Hierbei ist t CDF((1—t)u+tv) eine Kurve im Vektorraum L(V,W), dessen
Integral 117 ebenfalls ein Element von L(V,W) ergibt. Im Standardfall ist dies
eine von t abhangende m x n-Matrix, deren Integral komponentenweise gebildet
wird.

[T Betrachte die Streckenparametrisierung
$: [0,1] - [uv], d()=>A-Hu+ty,

mit Anfangspunkt u und Endpunkt v. Nach Voraussetzung ist f - ¢ wohldefi-
niert und aufgrund der Kettenregel g stetig di Cerenzierbar. Mit dem Hauptsatz
flr Kurven 139 ergibt sich

Sl N
fM-T=T-oli= (F-d)@®dt= DF(®)PD)dt.

Hierbei ist ¢ (t) = v — u unabhangig von t, so dass wir diesen Term hinter das
Integral ziehen kénnen 4.11.2» 2. Das ergibt die Behauptung. [

Das Integral Uber die Ableitung Df entlang der Verbindungsstrecke [u, v]
kann im Allgemeinen nicht durch die Ableitung an einer geeigneten Zwischen-
stelle ersetzt werden, wie das Beispiel der Kreiskurve zeigt.

2 Wir diirfen v — u nicht nach vorne ziehen, da es das Argument von A ist.

14.20
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Oft bendétigt man den Mittelwertsatz jedoch nur als Grundlage des Schran-
kensatzes g 13. Dieser gilt in folgender Form auch in héheren Dimensionen.

Schrankensatz Sei f: V d W stetig di Lerknzierbar. Gehért [u,v] zum Defini-
tionsbereich von F, so gilt

|F(v) — F(u)| Chax [DOF (z) OV — u]
z [[d,v]
mit der durch die Vektorraumnormen induzierten Operatornorm 1T 1 [ 1]
[ Aufgrund des Hadamardschen Lemmas ist

[f(v)—f(u)| CINOY —u|

(Y
[ACS %Opm(q:(t)) dt %30 [DIf (¢ (1)) Lt

%&ﬁ] [DIF (¢ (1)) = whex DI (w) 1
wobei ¢(t) = (1 —t)u + tv wie zuvor. [
Somit gilt auch in hdheren Dimensionen der folgende
Satz Ist £: V O W von der Klasse C1, so ist ¥ lokal lipschitz. [

Dabei heif3t eine Abbildung lokal lipschitz, wenn jeder Punkt ihres Defini-
tionsbereiches eine Umgebung besitzt, auf der die Abbildung lipschitz ist. Die
L-Konstanten durfen dabei von der Umgebung abhangen.

[ Nach Voraussetzung ist DFf : V O L(V,W) stetig. Also ist auch
[DF 1V EHR, x CIOF(x)C]

stetig. Um jedem Punkt existiert daher eine Kugel B im Definitionsbereich von ¥,
so dass

sup [MIF(X)CZF M < co.
x [B1

Sind nun u,v [B]soistauch [u,v] [CBlwegen der Konvexitat jeder Kugel 5533,
und aufgrund des Schrankensatzes 17 gilt

[F(v) —fF(u)| CM|v —ul.

Somit ist ¥ auf B M-lipschitz. [

14.21
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14.5
Gradient

Fur skalare Funktionen gibt es schlie3lich noch einen dritten Ableitungsbe-
gri C_den des Gradienten. Ist ¥: V d R im Punkt a di Lerkénzierbar, so definiert
die totale Ableitung

Df(a): V -~ R, h CDF(a)h

ein lineares Funktional auf V. Ist V nun ein Hilbertraum mit einem Skalarprodukt
[-1 - [ bo existiert aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes 3 genau ein Vektor
¢@ [CV1mit der Eigenschaft, dass

Df(a)h =[@,h[J h [\

Man sagt, ¢ stellt Df (a) bezuglich [=] - tlar. Dieser Vektor ist der Gradient
von f im Punkt a.

Definition Sei V ein Hilbertraum. Ist £: V O R im Punkt a di[erknzierbar,
so ist der Gradient von ¥ an der Stelle a der eindeutig bestimmte und mit
(&) bezeichnete Vektor in V mit der Eigenschaft, dass

Df (a) = OF),- L1 [ 1
A, Sind | CV1und xg [V1 so ist
L:V-R, L(x)=MOx—xXpl]l
di Cerknzierbar mit DL(x)h = OJh[JAlso ist
LX) =1, x 1

b. Ist A: V - V linear und symmetrisch, also [Av,w = M, Aw CTur alle
v,w [V] so ist

f: VR, f(x)=[MKAxx
di Cerenzierbar mit Ableitung DF (xX)h = 2 [Ax, h[CISomit ist

F(kK) = 2Ax. [ 11

Der Gradient ist also die Darstellung der totalen Ableitung einer skalaren
Funktion bezlglich eines Skalarproduktes. Ohne Bezug auf ein Skalarprodukt
macht es keinen Sinn, von einem Gradienten zu sprechen. Besonders wichtig ist
natirlich der Standardraum R"™ mit dem Standardskalarprodukt.
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Satz Im Standardraum R" mit dem Standardskalarprodukt ist der Gradient
einer di Cerknzierbaren Funktion f: R"™ & R der Spaltenvektor

|:|f|:|
Eﬂ% %Df'.:' 1

onf

Der Gradient [F_l1st also ein Spaltenvektor, wahrend die Ableitung DFf
einer skalaren Funktion durch einen Zeilenvektor dargestellt wird. Dies ist ein
wichtiger Unterschied, der zum Beispiel Folgen hat fur deren Verhalten unter
Koordinatentransformationen.

[T Far den Zeilenvektor DF (x) und den Spaltenvektor h gilt

Df (x)h = MOf '), h = OFX), h [
genau dann, wenn [F({k) = Df &¢k). M

Bemerkung Das Symbol [s&lbst wird Nablaoperator genannt und be-
zeichnet in der klassischen Vektoranalysis den vektoriellen Di Cerenzialoperator

I -
=EH
On
Der Gradient von  kann damit — rein formal interpretiert — verstanden werden

als das Produkt des Vektors [Cmlit dem Skalar f:
1 3 .

e

Skalarprodukte und Kreuzprodukte von [Cmiit Vektorfunktionen sind ebenfalls
erklart, sie werden uns spater — im dritten Band - als Rotation und Divergenz
begegnen. Das Skalarprodukt von [Cmiit sich selbst ergibt den Laplaceoperator

—
=1 =1 aj? Al 1
j=1

= Richtung des steilsten An- und Abstiegs

Sei f: R™ d R um den Punkt a definiert. FUr jeden Einheitsvektor e [RI
ist dann

fe: ROR, t [f(a+te)

14.23
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in einer Umgebung von 0O definiert und stetig di Cerknzierbar. Wird die Ableitung
£L€0) fur einen Vektor e maximal, so nennen wir e eine Richtung des steilsten
Anstiegs. Wird £5(0) minimal, so heilt e eine Richtung des steilsten Abstiegs.

Satz Sei f: R" O R im Punkt a di Lerenzierbar. Ist [E(&) # 0, so bezeichnen
(&) und — CE(h) die Richtungen des steilsten An- respektive Abstiegs von
f im Punkt a. Beide Richtungen sind eindeutig. [ 1

[T Es ist

f{0) = f(a+te) %Q = Df (a)e = [LIF(&),e]

Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
|LIF@), e [HLIAE@)| |e] = | (E@)] .

Ist [E(R) # 0, so tritt Gleichheit hierbei genau dann ein, wenn die Vektoren
(&) und e kollinear sind 53, . Somit wird ¥,(0) maximal genau fur e TITF ),
und minimal genau fur e ¥ (&) . In allen anderen Richtungen ist die Ableitung
nicht extremal. Das ist gerade die Behauptung. [T

14.6
Hohere Ableitungen

Wir betrachten nun hdhere partielle Ableitungen. Existiert die partielle
Ableitung einer Abbildung f: R"™ @ W nach einer Koordinate xx auf dem ganzen
Definitionsgebiet von f, so erhalten wir wieder eine Abbildung dxf: R™ &
W . Man kann also eventuell ein weiteres Mal partiell di Cerknzieren, sagen wir
nach x;. Dann erhalten wir eine zweite partielle Ableitung

9°f
anaX|

310k F CONOT) = (Fx)x, = Ty = S RTOW,

wobei wir hier verschiedene Schreibweisen fir dieselbe Sache au [[iAren. Und so
weiter ...

Definition  Fur eine Abbildung f: R™ & W ist die r-te partielle Ableitung
o'f

Ok, ..6k20k1f = kalxkz..xkr = an an
1" r

rekursiv erklart durch

Ok, .. Ok, 0k, ¥ A, (Ok,_, .0k, T),

sofern alle Zwischenableitungen existieren. [
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[Bar
f: RELR, f(Xx,v,z) =x%y?*sinz

ist beispielsweise

. = 2xy*sinz, f, = x?y*cosz,
Ty =8xy3sinz, T,y = 4x?y3cosz,
fxyz =8xy3cosz, T,yx =8xy3cosz. [T

Im vorangehenden Beispiel kommt es auf die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen nicht an. Das ist aber nicht immer so.

[I_Betrachte
y —xy3
f:RZ.R, f(xy)= X?+Yy?
0, (x,y)=0.

, (X, ¥y)#0,

Wegen (0, -) =0 gilt
< 0.y) =limf(h y)/h=-y,
und wegen f(-,0) =0 gilt
fy(x,0) = Li?gf(x, h)/h = x.
Somit ist
Ty (0,y) = —1, fyx(x,0) = 1.
Im Punkt (0,0) stimmen diese beiden Ableitungen somit nicht Uberein. [1T1I

Zum Gluck reicht die Stetigkeit der partiellen Ableitungen, um sie unabhan-
gig von deren Reihenfolge zu machen. Die Quintessenz ist das

Lemma von Schwarz Sei Q [CR" olend, f: Q - R™ stetig di Cerknzierbar,
und seien X und y zwei beliebige Koordinaten in Q. Existiert die zweite
Ableitung fxy auf Q und ist sie dort stetig, so existiert auch fy, auf Q,
und es gilt

fuy =Fyx. [ 1

[ Da nur die beiden Koordinaten x und y involviert sind und alle ande-
ren fixiert werden kénnen, beschranken wir uns auf den Fall ¥ = (X, y). Fixiere
einen Punkt (Xo,¥Yo) und waéhle Intervalle [a,b] um Xg und [c,d] um ygo
so, dass

Q []a,b] < [c,d] A

14.25
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Abb 5

Zum Lemma von
Schwarz Q

Da f stetig di Lerknzierbar in X ist, gilt

f(va) - f(avy) = a fX(tvy)dtv (X1y) EQL

Nach Voraussetzung ist Txy auf Q stetig. Aufgrund des anschlieRend bewiesenen
Lemmas 23 definiert das Integral daher eine in y di [erknzierbare Funktion, deren
Ableitung man durch Di Lerknzieren >unter dem Integral< erhélt. Da auch die linke

Seite nach y diLCerknzierbar ist, gilt also
(|

y)—Ty(@ay)= Tyty)dt

Da der Integrand fyx, nach Voraussetzung stetig ist, definiert dieses Integral
eine nach x diLerenzierbare Funktion. Somit ist auch fy, (X,y) nach x di[erkn-
zierbar, und es gilt

0
OxFy(X,y) = I Ty (t,y) dt = fiy (X, Y).
X a
Das war zu zeigen. [l

Das folgende Lemma macht eine Aussage daruber, wann ein sogenanntes
parameterabhangiges Integral eine di Lerknzierbare Funktion definiert, deren
Ableitung man durch >Di [Cerenziation unter dem Integral< erhalt.

Lemma Sei Q = [a,b] x [c,d] mit Koordinaten (X,y). Ist f: Q - R stetig,
nach y partiell di Cerknzierbar und fy, ebenfalls stetig auf Q, so ist auch
die Funktion

)
@: [c.dl-R, oy)= af(t,y)dt

di Cerknzierbar, und es gilt

Oyl
o= fy(ty)dt. [ 1
a
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[T Sei zuerst y ein innerer Punkt von [c,d]. Aufgrund des Hauptsatzes
der Di Lerknzial- und Integralrechnung 11,17 ist

I;|EI ]

oy +h)y—o@(y)=  f(t,y+h)-Tf(ty) dt
luwl —

= fy(t,y +6h)hde dt.
a 0
Damit folgt
1 ] m
h oy +h)y—o(y) - afy(t,y)dt
(] (]

= fy(t,y +6h)dedt— fy (t,y)dedt
a O
1 1
= Ty (t,y +6h) —fy(t,y) dedt.
a o0

Wegen der Kompaktheit von Q ist hy auf Q gleichmaRig stetig 10.15. Zu jedem
€ > 0 existiert also ein & > 0, so dass fur alle t [[A,b] und 6 [[Q,1]

%y(t,y +0h) —fy(t,y)% e, |h|<3s.

Fir diese h erhalten wir

- o D!
oy +h)y—o@(y) — afy(t,y)dt

I
1 %y(t,y +0h) —fy(t,y)%edt

[=[Sy
1 o €dodt =g(b—a).

a
Also gilt

]
fy (t,y)dt.

im @ ) — o) _
h-0 h

Der Fall eines Randpunktes y wird entsprechend behandelt. [

Ein entsprechender Satz gilt fur die Vertauschbarkeit hdherer partieller
Ableitungen, wenn die entsprechenden Stetigkeitsbedingungen erftllt sind. Auch
aus diesem Grund sind Funktionen mit stetigen Ableitungen so wichtig.
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14 — Mehrdimensionale Differenziation

Definition Sei Q [CRI' oledund r [I1Dann bezeichnet C"(Q,R™) den Raum
aller Abbildungen f: Q - R™, die auf Q samtliche partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung r besitzen und diese dort auch stetig sind. Eine Abbildung
f CCI(Q,R™) heilt von der Klasse C" oder C"-Abbildung. [

Weiter setzt man

1
C*(Q,R™ [ C"(Q,R™),
r (11

den Raum der unendlich oft partiell di Cerknzierbaren Abbildungen Q - R™.
Diese werden auch glatt genannt. Alle diese Ra&ume sind lineare Vektorraume. Im
Fall skalarer Funktionen schreibt man noch ktrzer

C"'(Q) CTI(Q,R).
Der folgende Satz ist dann eine leichte Ubung.

Satz Ist £ CCI(Q,R™M), so ist jede partielle Ableitung von ¥ der Ordnung r
unabhé&ngig von der Reihenfolge der Di Lerknziationen. [ 1

= Totale Ableitungen

Wir haben partielle Ableitungen héherer Ordnung im Standardfall definiert,
jedoch nicht die entsprechenden totalen Ableitungen D2f, D3F, ... Dies werden
wir hier auch nicht tun — weil wir es nicht unmittelbar benétigen, und weil dies
auch konzeptionell komplizierter ist.

Im Prinzip geht es um Folgendes. Ist ¥: V & W total di Cerknzierbar, so ist

DFf : V O L(V,W).

Nun ist der Zielraum wieder ein Banachraum. Also ist auch die zweite totale
Ableitung aufgrund unserer allgemeinen Definition erkléart — wenn sie existiert —,
und es ist

D2f = D(DFf): V O L(V,L(V,W)) CIQV x V,W).

Somit ist DF eine bilineare Abbildung von V nach W.
Und so weiter ... Die r-te totale Ableitung von f kann identifiziert werden
mit einer Abbildung

D'f: VEL( x- xV,W),

die jedem Punkt im Definitionsbereich eine r-lineare Abbildung von V nach W
zuordnet. Auf die Details verzichten wir hier.
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