Mehrdimensionale
Analysis

15.1
Die Taylorsche Formel

Die Formel von Taylor in h6heren Dimensionen ist eine direkte Folge der
klassischen Formel in einer Dimension. Ist die Strecke [a,a + h] im Definitions-
bereich von f: V & W enthalten, so kdnnen wir bei entsprechender Diferenzier-
barkeit von ¥ die Funktion

é: REAW, t [F(a+th)

um 0 entwickeln und bei t = 1 auswerten, um f(a + h) darzustellen. Dabei
treten die héheren Richtungsableitungen

0Kf(a) Caff(a+th) %O, k CT)
auf.

Satz von Taylor in héheren Dimensionen  Sei ¥: V @ W eine C"*1-Abbildung.
Gehort [a,a + h] zum Definitionsbereich von f, so gilt

f(a+h) = TLF(h) +RLF(h)

mit dem r-ten Taylorpolynom an der Stelle a,

Tif(h) O = ok f(a),
k=0 k!

und dem zugehdrigen Restglied

1 I__l_‘
R{if(h):ﬁ 0(1—t)fa,q”-f(a+th)o|t. 1
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[T Nach Voraussetzung ist ¢ : t [C¥(a + th) fur O CEICTlwohldefiniert.
Aufgrund der Kettenregel 14,14 ist

¢ t) =0, F(a+th) = DF(a+th)h.
Mit Induktion folgt, dass
$() = o5 F(a+th)

durch die totale Ableitung von f der Ordnung k dargestellt wird. Somit ist ¢ auf
[0,1] von der Klasse C"*%, und die klassische Taylorformel mit Integralrest g3
ergibt

C¥0) , 1)

o) = K 0 0(1—'E)r<1>('r+1)(t) dt.

k=0
Ersetzen wir ¢ durch die entsprechenden Ausdriicke in f, so erhalten wir die
Behauptung. [

Bemerkung Diese Formulierung des Satzes von Taylor ist koordinatenun-
abhéangig, denn sie benétigt nur die Richtungsableitung 0. Fir n =1 ist
0kF(a) = FO(a)hk.

Wir erhalten damit wieder die klassische Taylorformel go3. [

= Multiindex-Notation

Um die Richtungsableitungen aﬁf im Standardfall durch die partiellen
Ableitungen von ¥ bequem darzustellen, hat sich die Multiindex-Notation bewé&hrt.
Ein Multiindex ist ein Tupel mit ganzzahligen, nichtnegativen Komponenten,

a=(dy,..,0n) [CNj.

Potenzen von X = (X1, ..,Xn) LR mit o = (ay,..,an) CNf sind definiert als

o ‘1:0(]
x® xf*xpt = X,

wobei vereinbarungsgemal x

1
9= 1. Entsprechend erklart man

a 1, ;% — o]
6 ﬂ . n — ai’

i=1
wobei vereinbarungsgeman 6? = | den Identitatsoperator ergibt. Es ist also

goL+..+0in

O =0 O = o

15.2 15.06.2018 — 15:04
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Das heif3t, es wird a;-mal nach X1, as-mal nach %, .., ap-mal nach x, dif-
ferenziert. Ist aj = 0, so wird nicht nach X; di Cerknziert. Fur hinreichend oft
di Cerknzierbares f kommt es wegen des Lemmas von Schwarz 142, auf die
Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht an, nur auf die jeweilige Anzahl.
Genau diese Informationen beinhaltet der Multiindex.

Schlief3lich setzt man noch

a! Cal!-..-ap!, lal] Cal + .. + ap,

und nennt |a| die Lange von o. Da alle Komponenten von a nichtnegativ sind,
sind Betrage nicht notig.

[—&a. Fur ¥ CTHR®) und a = (3,1,0) sowie B = (1,0,2) ist

1 1 1 1
09T = S ooy, aaﬁf = STz
b. Im Standardfall ist
| L | | N |
Oh = 0k, 9z = hih10k0;.
k=1 k=1

Wir bendtigen noch folgende Verallgemeinerung der binomischen Formel.

Lemma In einem kommutativen Ring gilt

| N |
A+ +An)" = i Aiy
i]_ .,im:].
_ C— 1 )\?1“ an _ I:i!)\a
laj=m ai!l--ap! lal=m a!

fur m CI)wobei A =(A1,..,An). [

[T Die erste Identitat drickt aus, dass wir (A1 + .. +An)™ erhalten, indem
wir samtliche Produkte aus m Faktoren aus den Elementen A4, .., An bilden und
diese aufsummieren. Dies beweist man durch Induktion.

Die zweite Identitat folgt hieraus durch kombinatorische Uberlegungen. Die
Anzahl aller im ersten Schritt gebildeten Produkte, die wegen der Kommutativitat

Qn

der Multiplikation gleich dem Produkt )\‘fl -..-An" sind, ist

m!

og!-..-ap!’
Denn einerseits mussen wir alle Permutation der m Faktoren zahlen — deren
Anzahl ist m!. Andererseits durfen wir nicht die Permutationen der identischen
Faktoren untereinander zahlen — deren Anzahl ist ai!-..-ap!. Dies ergibt die
zweite Identitat.
Die dritte Identitat verwendet lediglich die Multiindex-Notation. [

15.06.2018 — 15:04 153
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Korollar Ist das Lemma von Schwarz anwendbar, so gilt

1 L4
M = —h%°%  mrCol ]
m! ajem O

[ Fir m = 0 ergeben beide Seiten vereinbarungsgeman die ldentitat, und
es nichts zu zeigen. Fir m =1 und h = (hq, .., hp) ist

1
Onh = h101 +.. +hpon = h%o<.
lal=1
Die Behauptung gilt hier also ebenfalls. Und kdnnen wir sdmtliche partiellen
Ableitungen vertauschen, so gilt aufgrund des letzten Lemmas fir m 21
1 1 (—
76;;” = H(hlal + ..+ hnan)m = —h%o¢%. [T

m! al
lal=m

Die Taylorsche Formel kdnnen wir nun wie folgt schreiben.

Satz von Taylor in Multiindex-Notation  Sei ¥: R™ @ W eine C"*1-Abbildung.
Gehort [a,a + h] zum Definitionsbereich von f, so gilt

f(a+h)= —'aaf (@h® +RLf(h)
la] ’
mit
— LY
RIF(h) =(r +1) ol O(1—t)'r0°‘f(a+th) dt.

lal=r+1
Im Fall einer skalaren Funktion existiert aulRerdem ein & [[a,a+ h], so dass
 —
RIF(h) = —la"f &h%. [
lal=r+1 "
[T Mit dem Satz von Taylor ;1 und der binomischen Formel ; ist

o
Rgf(h)—i' @-v" L_'_Il)!h“a“f(a+th)dt
r‘o |_—1_| |a|=r+1 !
r+1) @-1vF a—?ao‘f(a+th)dt.
0

lal=r+1 —°

Ziehen wir alle t-unabhangigen Terme vor das Integral, so erhalten wir die erste
Restgliedformel. Fur eine skalare Funktion besteht der letzte Integrand aus dem
Produkt einer Linearkombination stetiger skalarer Ableitungen von ¥ mit der auf
[0,1] nichtnegativen Funktion (1 —t)" . Hierauf kdnnen wir den Mittelwertsatz
der Integralrechnung 11,7 anwenden und erhalten

15.4
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CJ
I pld
RIF(h) = —d%F(a+6h)-(r+1) @Q-t)dt
! 0
lal=r+1
= ':'i,a“f(z)h“
lal=r+1 —°
mit einem 6 [J0,1] und § =a+6h [Ja,a+ h], denn
= 1
pu— r =
. Q-1 dt 1

Dies ist die zweite Restgliedformel. [

Wir bendtigen die Taylorformel vor allem bis zum quadratischen Restglied.

Hierbei spielt die Hessematrix eine zentrale Rolle.
Definition Fur eine C2-Funktion £: R™ & R heiflt
] [
Hf(a) Ijxkxl (a) 1k1mnl
die Hessematrix oder Hessische von ¥ an der Stelle a. [

Wegen des Satzes von Schwarz ist die Hessische einer C?-Funktion immer
eine symmetrische Matrix.

[I""Bur eine quadratische Form
n 1 I
f:R"-R, f(X)=_-[Ax,xZF = akI Xk X|
2 _
k,1=1
mit einer symmetrischen Matrix A = (ak) und dem Standardskalarprodukt ist
kaX| = akh 1 I:K” Ijl
Also ist
Hf =A. [T

Quadratische Taylorformel Sei f: R" O R zweimal stetig di Lerenzierbar.
Gehort [a,a + h] zum Definitionsbereich von ¥, so gilt

f(a+h)=f(a)+[|]]iﬂa),hl3-%EEIf(E)h,hI:I ()]
miteinem & [[a,a+h]. [

[T Dies folgt aus der Taylorformel in Multiindex-Notation 4 mit r = 1.
Der Multiindex der Lange O ergibt den Term f(a), die Multiindizes der Lange 1
den linearen Term

L LN |
. (@)hg = OE@G), h]

k=1
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Das Restglied fur skalare Funktionen 4 ergibt den Term

1 I:al o1 1 1

> 0°fF(&)h” = T (©)hichy = - [BF(E)h,h]

2, 2 . 2

lal=2 k=1
wobei die erste Identitat auf der binomischen Formel o beruht. [
Bemerkung Dieses Ergebnis ergibt sich auch direkt aus dem entsprechen-

den eindimensionalen Satz. Fur ¢(t) = f(a + th) gilt

I
(1) = d(0) + ¢(0) + o Q- dt.

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 117 und
$Te) = BF(E)h,h[O
ergibt dies (1). [1

= Polynome und Taylorreihen

Die Taylorformel approximiert Funktionen lokal durch Polynome in mehre-
ren Variablen. Hier erklaren wir noch die zugehorigen Begri [e]

Definition Ist a ein Multiindex, so heif3t die Funktion
R" - R, x [x% Cxf*--xp"
ein Monom in n Variablen vom Grad |a|. Eine Linearkombination
L1
R" R, x [ agx®
|a] (N

mit reellen Koe [ziehten ay heifdt reelles Polynom in n Variablen. Sein Grad
ist max{|a| :aq #0}. [ 1

[Ia. Das Nullpolynom hat Grad —oo, da nach Vereinbarung max [=1}oco.
b. Es ist xy?z3 ein Monom vom Grad 6, und 1+ X + xy? + xy?z% ein
Polynom vom Grad 6.

Jede partielle Ableitung verringert den Grad eines Polynoms um 1, wenn es
nicht das Nullpolynom ist. Nach endlich vielen Ableitungen erhélt man somit das
Nullpolynom. Hiervon gilt auch die Umkehrung.

Satz Ist £: V O R von der Klasse C"*1 und
0°fF =0, lal =r +1,

so ist ¥ lokal ein Polynom vom Grad [r1 [ ]

15.6
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[T Entwickeln wir £ in einem beliebigen Punkt a seines Definitionsbe-
reichs, so gilt in einer Umgebung von a aufgrund des Satzes von Taylor 4

f(x)= I:]E—Ilaaf @) —a)® + R (x).
lal '
Nach Voraussetzung verschwindet das Restglied, und es bleibt ein Polynom vom
Grad [ [

Bemerkung Der Satz macht nur eine lokale Aussage, da eine solche Funk-
tion auf nicht zusammenhéangenden Komponenten seines Definitionsbereichs
durch verschiedene Polynome definiert sein kann. [—1

Eine C*-Funktion ¥: V @ R kdnnen wir um einen Punkt a seines Definiti-
onsbereiches formal in seine Taylorreihe

ToF(x) [ —o%F (a)(x — a)”
r tojaj=r &
entwickeln. Bereits im eindimensionalen Fall braucht diese jedoch in keinem
Punkt x # a zu konvergieren. Und selbst wenn sie konvergiert, muss sie nicht
die Funktion f darstellen — siehe das Gegenbeispiel von Cauchy 1020 . Ist dies
aber der Fall, so nennt man die Funktion ¥ reell analytisch in n Variablen.
Es gilt zum Beispiel folgender Satz in einer wie in mehreren Dimensionen.

Satz  Sei ¥:V O R von der Klasse C*. Existiert zu einer Kugel B, (a) im Defini-
tionsbereich von ¥ ein M > 0, so dass
1
— sup [0%F(x , a ;
al i58y OO el O

so konvergiert die Taylorreihe Tof auf jeder abgeschlossenen Kugel in By (a)
absolut und gleichmalig gegen . [ 1

Da wir den Satz nicht benétigen, ist der Beweis als Ubung tberlassen 5.1 .

Seine Voraussetzung ist zum Beispiel erfillt fur die in Kapitel 9 betrachteten
elementaren Funktionen.

15.2
Lokale Extrema

Wir betrachten jetzt skalare Funktionen f: V O R. Den Graphen einer
solchen Funktion kann man sich als H6henprofil ber ihrem Definitionsbereich
vorstellen — zumindest wenn dimV = 2. Ist ¥ di Cerknzierbar, so besitzt dieses
Profil in jedem Punkt eine Tangentialebene.

15.7
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Definition Ist ¥:V d R im Punkt a di[erknzierbar, so heil3t der Graph der
a [nem Funktion

T: VR, z=f(@)+Df(@)(x—a)
die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (a,f(a)). [ 1

[&a. Die Tangentialebene des linearen Funktionals x [CIIIx[im Punkt a
gegeben durch

z=Mal=# Ox —al= OxC]

ist also identisch mit dem Graphen der Funktion.
b. Die quadratische Form x [TAx,x[ZR hat in X die Tangentialebene

1
z= > [Axg,Xo [# [AxXg,X — Xg[=F [AxXg,X — Xo/2C1 [ 1l

Im Standardfall ist die Tangentialebene eine Hyperebene im Raum R" x R,
die sich durch den Gradienten wie folgt beschreiben lasst.

g Satz Ist f: R™ d R im Punkt a dilerknzierbar, so ist
N(a) [ @), 1) [RI'xR
der Normalenvektor der Tangentialebene an den Graphen von ¥ Uber a. [ ]

[T Ausgedrickt mithilfe des Gradienten lautet die Gleichung der Tangen-
tialebene z = f(a) + [If(h),x — al Joder

3 F),x —al# 1-(z — F(a)) = 0.

Dies entspricht der Normalengleichung dieser Ebene im Raum R" xR mit Koordi-
naten (X, z) und dem Standardskalarprodukt -] - [5l.; und dem Normalenvektor

N(a) = (- CF(&),1). [

Abb 1

Eine Tangentialebene

15.8
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s Extremalstellen

Far skalare Funktionen ist es sinnvoll, nach der Existenz lokaler Extrema zu
fragen. Diese sind genau wie fur Funktionen einer Variablen erklart.

Definition Eine Funktion ¥: V @ R besitzt im Punkt a ein lokales Minimum,
wenn es eine Umgebung U von a im Definitionsbereich von f gibt, so dass

f(a) CE(x), x [
Das lokale Minimum heifR3t strikt, wenn sogar
f(a) < f(x), x [J1C3a}.

Der Punkt a selbst heif3t eine Minimalstelle von . Entsprechend sind lokales
Maximum und Maximalstelle erklart. [—]

Minima und Maxima werden gemeinsam als Extrema bezeichnet, und Minimal-
und Maximalstellen gemeinsam als Extremalstellen. Fur diese gilt der Satz von
Fermat g9 entsprechend auch hier.

Satz von Fermat Besitzt die Funktion ¥: V @ R im Punkt a eine Extremalstelle
und ist sie dort total di Lerknzierbar, so ist Df(a) =0. [

[T Der Definitionsbereich von f: V O R ist vereinbarungsgeman o Cen.
Somit ist ¥ auf einer o Ceden Umgebung von a erklart. Fur jeden Vektor v # 0
istdann ¢: t [f(a + tv) auf einem o [eden Intervall um O erklart und besitzt
in t =0 ein lokales Extremum. Da ¢ dort auch di Cerknzierbar ist, gilt nach dem
klassischen Satz von Fermat gg ¢ (0) =0, also

oO=f(@+tv)y %O = Df(a)v.
Da dies fur jeden Vektor v gilt, ist Df (a) = 0. [
[I"Rdr ein beliebiges Skalarprodukt [-] - [besitzt die Funktion
. P2 _1
f: RT - R, f(x)—EIXI,xIZI

aufgrund der Definitheit des Skalarprodukts bei X = 0 ein striktes Minimum.
Und in der Tat verschwindet genau dort auch Df(x) = X, - [1 1[I

Definition Ist £: V @ R im Punkt c total di CLerenzierbar und Df (c) = 0, so
hei3t c ein kritischer oder stationarer Punkt von f. [ 1

Der Satz von Fermat besagt also auch fur skalare Funktionen in héheren
Dimensionen, dass eine Extremalstelle im Innern notwendig ein kritischer Punkt
ist, wenn die Funktion dort total di [Cerknzierbar ist. Die Tangentialebene an dieser

15.9
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Stelle ist dann >horizontal«. Dies gilt allerdings nicht mehr, wenn die Extremstelle
am Rand des Definitionsbereichs liegt. Ebensowenig ist ein kritischer Punkt
notwendigerweise eine Extremstelle.

s Definite Matrizen

In der eindimensionalen Theorie haben wir hinreichende Bedingungen fir die
Existenz eines lokalen Extremums mithilfe der zweiten Ableitung formuliert g 16 .
In héheren Dimensionen wird die zweite Ableitung aber nicht mehr durch eine
reelle Zahl, sondern im Standardfall — den wir von nun an betrachten — durch die
Hessematrix dargestellt. Es geht also darum, geeignete hinreichende Bedingungen
bezlglich solcher Operatoren zu formulieren.

Sei S(n) der Raum aller reellen symmetrischen n x n-Matrizen

A=(Awimm A=A
Dies ist ein reeller Vektorraum der Dimension n(n + 1)/2.

Definition Eine Matrix A [S{n) heil3t
(i) positiv definit, geschrieben A > 0, falls

[Av,v=0, 0#v R,
(ii) positiv semidefinit, geschrieben A [Q] falls
[Av,v[10) v [RT,

(iii) negativ definit, geschrieben A <0, falls —A >0,
(iv) negativ semidefinit, geschrieben A [Q] falls —A [Q]
(v) indefinit, geschrieben A [CQJim verbleibenden Fall. [

Eine Matrix A [SKn) ist also indefinit, wenn [Av,v[Has Vorzeichen
wechselt. Alle diese Falle treten bereits bei Diagonalmatrizen auf. — Im definiten
Fall gilt noch eine starkere Aussage.

Lemma Fdr eine Matrix A [S{n) sind aquivalent:

(i) Esist A=>0.

(i) Es gibtein u >0, so dass [Av,v I v|? fur alle v CRP.
(iii) Es gibtein p >0, sodass A—puE, CO1 [ 1

[T (i) Canl Die quadratische Form

Q: R"-R, Q(v)=MRAv,v[

15.10
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ist stetig und nach Voraussetzung auf der Einheitssphare S"1 positiv. Wegen
der Kompaktheit von S"~1 nimmt sie ihr Minimum an, so dass

p CInf Q(u) = 0.
usy?
Fur ein beliebiges 0 # v [RI' gilt dann mit u = v/ |v| die Abschéatzung
[Av,vEF |[v|*Qu) CHIvI®.

Dies bleibt auch fur v = 0 giltig, womit (ii) gezeigt ist.
(if) ) Aus der Voraussetzung folgt

[A — MEn)V,VEF [Av,vF u|v|? CO) v [RI

Somit ist A — puE, Ol
(iii) I Mit der letzten Ungleichung gilt

mv,vljjlv|2>0, v 0,
also A > 0. [

Die Definitheitseigenschaften einer symmetrischen Matrix lassen sich direkt
aus ihrem Spektrum ablesen, das ja reell ist.

Lemma Sind A1 A3 [C_1[A) die Eigenwerte von A [CS{n), so gilt:
(i) A0 C[Aad=0,

(i) AL C_Ad O]

(i) A<0 [Al<O,

(iv) A Q1 CA] Q)

(v) AL CAIN,<O0. [

[T Eine symmetrische Matrix A besitzt ein Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren wi, .., wpn zu den Eigenwerten Aj, .., An. Esist also

AWy = AWk, DAy, Wy = Oy

Fir v =viwy + .. +vow, ist dann Av = A\1viwq + .. + A\pvVaWL und
L L | L LN |
[Av,v[=F )\iViVj Doy, wiy L= )\iV-z.
ij=1 i=1

Daraus ergeben sich alle Behauptungen. Zum Beispiel ist fir v #0

- )
Av,v[IA Vvi=MN|v[° >0 [AJ>0. [
i=1

Speziell fur symmetrische 2 < 2-Matrizen ergibt sich hieraus folgendes
1 1
Korollar FUr eine reelle symmetrische Matrix A = 32 gilt:

15.11
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(i) A0 [ddtA=0 [@&A=o0,
(i) A<O0 [CddtA>0 [Cal<o,
(i) A O] CddtA<O0. [

[T Bezeichnen A1 und A, die beiden Eigenwerte von A, so gilt bekanntlich
det A = A1A;. Ist det A < 0, so haben beide Eigenwerte entgegengesetztes Vor-
zeichen, und A ist indefinit 1. Ist det A > 0, so ist A definit, und a = [Aeq,e, 1
entscheidet Uber das Vorzeichen. [

Nun bendétigen wir noch eine Stetigkeitsaussage fur Matrizenfunktionen.

Lemma Die Matrixfunktion A: R™ O S(n) sei stetig und A(c) > 0. Dann
existiert eine Umgebung U von c, so dass A(x) >0 fur alle x 1. [ 1

[T Es existiert ein p > 0 11, so dass
[A(c)v,vIZu|v|?, v R
Aufgrund der Stetigkeit von A existiert dazu eine Umgebung U von c, so dass
[A(x) — A(c) ) x 1

bezuglich der induzierten Operatornorm [=T_Mit der Schwarzschen Ungleichung
folgt

|LA(X)Vv,v [ F [A(c)v,v I
CIOA(X) — A(R)V] [v] CIA(x) — A(c) (Vv|* Cv|?.
Also ist
| BV, v IOV, VI p v L2V —plv? = pvi?.
Somit gilt 11 A(X) >0 fur x U1 [

Hinweis Das Lemma wird falsch mit [Cahstelle von >. [1

= Lokale Extremstellen

Nun zurtick zum eigentlichen Problem, der Charakterisierung von Extremal-
stellen. Wir formulieren die Ergebnisse fur Minimalstellen, fur Maximalstellen
sind die Aussagen entsprechend abzuwandeln.

Satz Ist ¢ eine lokale Minimalstelle einer C2-Funktion f: R" & R, so ist

Hf(c) CO0 [ 1

15.12
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I Fur jedes v LRI besitzt die Hilfsfunktion ¢: t CFQc+tv) int=0
ein lokales Minimum. Also gilt

¢ ™o) = 02f (c) = AF(c)v,v IOl
Da dies fur alle v [CRI' gilt, folgt die Behauptung. [

Dieser Satz formuliert eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung,
wie bereits die kubische Parabel t [E31zeigt. Um die Existenz einer Minimalstelle
zu garantieren, braucht es etwas mehr.

Satz Sei ¢ ein kritischer Punkt einer C2-Funktion ¥: R" O R. Gilt
Hf (x) Ol
in einer Umgebung U von c, so ist ¢ eine lokale Minimalstelle. Gilt sogar
Hf(c) >0,
so ist ¢ eine strikte lokale Minimalstelle. [

[T Auf einer kleinen kugelféormigen Umgebung U von c gilts
f(c+h)=Ff()+ % w\fE)h,hd

mit einem & [[d,c + h]. Ist U hinreichend klein, so gilt (Hf (§)h,h[I0Olnach
Voraussetzung und somit

T (x) CI{o), x [

Also ist ¢ eine Minimalstelle.
Gilt Hf(c) > 0, so ist sogar [HF(§)h,h(= 0 fur alle & [CUl und h # 0,
wenn U hinreichend klein ist ;3. Also folgt mit demselben Argument

f(x) > f(c), x [0 g},

und c ist eine strikte Minimalstelle. [

= Typische Falle

Der definite Fall  Betrachte die Funktion f: R2 - R mit
f(x,y) =x%+y?2
Es ist
I O | I%IO 1
o= , Hf =
02

15.13
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Abb 2

Das Paraboloid x2 +y?

4

Also ist 0 der einzige kritische Punkt von f. Da auRerdem Hf > 0 auf ganz R?,
ist O eine lokale strikte Minimalstelle. Der Graph von F ist ein nach oben ge6 [
netes Paraboloid app2 -

Fur die Funktion —F ist O entsprechend eine lokale strikte Maximalstelle,
und ihr Graph ein nach unten ged6 [ndtes Paraboloid. [1_1I

Ist die Hessische in einem kritischen Punkt semidefinit, aber nicht definit,
so ist mindestens einer ihrer Eigenwerte Null. In diesem Fall kann der Graph von
T sehr unterschiedliche Gestalt annehmen.

[ Der semidefinite Fall  Betrachte die Funktionen f,g,h: R2 . R mit
f(x,y)=x*+y* g(x,y) = x?, h(x,y) = x2 +y?.

In allen Fallen ist O der einzige kritische Punkt mit Hessematrix

1 [

20
Ol

00

Die Funktionen verhalten sich um 0 jedoch sehr unterschiedlich:
(i) F hat ein striktes Minimum, sehr @hnlich zu Abbildung 2,
(i) g hat ein nichtisoliertes Minimum wie in Abbildung 3,
(iii) h hat kein Minimum, sondern bildet einen A [edsattel wie in Abbildung 4. [1TTI

Der semidefinite Fall ist in vielen Féllen schwierig zu behandeln. Oft kann
man ihn aber als eine »nicht typische«< oder >entartete« Situation betrachten, die
>normalerweise< nicht auftritt. Betrachtet man nur die >nichtentarteten< Falle, so
wird die Situation meist sehr viel Gbersichtlicher.

Abb 3

Die Rinne x?

L
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Abb 4

Der A [edsattel x2 +y3

>

Definition Ein kritischer Punkt ¢ einer C2-Funktion f: R™ & R heiflt nichtde-
generiert oder nichtentartet, falls

detHf (c) #0.
Andernfalls heil3t er entartet oder degeneriert. [

In einem nichtentarteten kritischen Punkt kann die Hessische nicht semide-
finit sein, da O kein Eigenwert ist. Sie ist entweder definit oder indefinit. Dieser
Fall hat ebenfalls einen eigenen Namen.

Definition Ein nichtentarteter kritischer Punkt ¢ einer C2-Funktion ¥ heif3t
Sattelpunkt, falls die Hessische Hf (c) indefinitist. [ 1

Im Falle einer Funktion zweier Variablen ist dies &quivalent mit der Be-
dingung detHf (c) < 0. In héheren Dimensionen ist diese Bedingung jedoch
nur hinreichend, aber nicht notwendig, denn die Anzahl positiver wie negativer
Eigenwerte kann positiv und gerade und die Determinante damit positiv sein.

[ Battelpunkt im R? Betrachte die Funktion f: R? - R mit

f(x,y)=x*—y?

Es ist
[ I I
2X Hf = 2 0
-2y ' T 0 -2
Abb 5

Der Sattel x? — y?

4
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Hier ist O wieder der einzige kritische Punkt von f, und es ist Hf [QlEs liegt
somit ein Sattelpunkt vor apps .

= Das Lemma von Morse

Die Bedeutung nichtentarteter kritischer Punkte besteht darin, dass Funk-
tionen lokal bereits durch die Anzahl der negativen Eigenwerte der Hessischen
vollstandig charakterisiert sind. Man nennt?!

ind(c) [Ccard (specHTf(c) n (—o0,0))

den Index des kritischen Punktes c. Alles andere spielt lokal keine Rolle, wie der
folgende Satz zeigt. Ein Beweis findet man zum Beispiel in Lang, Real Analysis,
Kapitel VII.

Lemma von Morse Die C3-Funktion f: R™ d R besitze einen nichtentarteten
kritischen Punkt c. Dann existieren Koordinaten u = (U, ..,uUn) UM ¢ So,
dass

f(u)=—-uf—.. —uZ+u2,, +.. +ud+F(),
wobei k =ind(c). [

Das heiRt, es gibt eine Koordinatentransformation? ¢: Uy — U von einer
o Leden Umgebung Up von 0O auf eine o Cede Umgebung U von c, so dass

(fed)(W) =uf—.. —ug+ Ui, +.. +ul+F(c)

in den neuen Koordinaten u = (ug, ..,uUp).

In den passenden Koordinaten wird damit ¥ bis auf eine unwichtige additive
Konstante zu einer quadratischen Form, die vollstdndig durch den Index k des
kritischen Punktes ¢ bestimmt ist. Da dieser Index nur n + 1 verschiedene Werte
annehmen kann, erhalten wir folgendes

Korollar Im R" gibt es genau n+1 verschiedene nichtentartete kritische Punkte,
und zwar strikte Minimalstellen, strikte Maximalstellen, und Sattelpunkte mit
Index k=1,..,.n—1. [

= Zwei Extremwertaufgaben

Als Anwendungsbeispiele betrachten wir zwei typische Extremwertaufgaben
sowie das Maximumprinzip fur harmonische Funktionen.

1 specA bezeichnet das Spektrum von A.
2 Genauer einen Di Ledmorphismus — dazu spater mehr.

15.16
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Abb 6 as

Punkt mit minimaler

Quadratabstandssumme au

[Hxtremwertaufgabe Gegeben sind m Punkte ai,..,am im R". Gesucht
ist ein Punkt ¢ im R", so dass die Summe aller ihrer quadrierten Abstande zum
Punkt ¢ minimal wird.

Gesucht ist demnach das Minimum der Funktion

1 T
fR-R FOO= Xl aj [*]
mi=1

wobei die Division durch m nur die folgenden Formeln vereinfacht und sonst
keine Bedeutung hat. Das Quadrat der euklidischen Norm ist di Lerenzierbar, mit

C(XI— a; ) = 2(x — a).

Also ist

1 ™1 B 1 T—1
IZ'I'ZJ()—E (x—ai)—x—a a;j.

i=1 i=1

Dieser Gradient besitzt einen einzigen kritischen Punkt in

1 T
ai,
i=1

(¢]
I
|

dem arithmetischen Mittel der Punkte ay, .., am, beziehungsweise dem Schwer-
punkt des Kérpers mit gleichen Massen in den Punkten aj, ..,am . Aus der Geo-
metrie des Problems ist klar, dass dies ein lokales und sogar globales Minimum
ist. Die Hessische von f ist Ubrigens HF = E > 0. [T

[Hxtremwertaufgabe mit Nebenbedingung  Zu bestimmen ist derjenige Qua-
der, der bei vorgegebener Kantenlédnge das grof3te Volumen einschlief3t.

Sind X, ¥y, z die Kantenldangen des Quaders, so ist also die Funktion

V =xyz

zu maximieren unter der Vorgabe, dass x +Yy + z konstant ist. Aufgrund der Ho-
mogenitat des Problems in allen drei Koordinaten kénnen wir die Gesamtkanten-
lange auf einen beliebigen positiven Wert fixieren, zum Beispiel auf x +y +z = 3.

15.17
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Dannist z=3—-x —y und
V=V(x,y)=xy@—x-y)=3xy - x’y — xy?.

Fir den Gradienten erhalten wir damit
|
3y —2xy —y?

X.y)= 3x — 2xy — x?

Dieser Gradient besitzt vier verschiedene Nullstellen, aber nur der kritische
Punkt mit x =y = 1 und damit auch z = 1 hat positive Koordinaten. Auch
hier ist aufgrund geometrischer Uberlegungen klar, dass es sich um das globale
Maximum der Volumenfunktion auf dem ersten Quadranten in R3® handeln muss.
Das Maximum wird also von einem Quader mit drei gleichen Seiten erreicht, was
auch nicht weiter Uberrascht.

Die Hessische ist Ubrigens

2 3—-2 2
-2y —eX—zy
HV(X,y) = )
>y) 3—2x -2y —2X
und es gilt
1 1
HV ( )% 27 <o
X, = .
WEL T -1 2

Ein allgemeines Verfahren fiur solche Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen
werden wir Ubrigens spater kennenlernen. [Tl

15.3
Konvexe Mengen und Funktionen

Definition Eine Menge M [V1heif3t konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch
ihre Verbindungsstrecke enthélt:

uv CM [CJu,v] CM,
wobei [u,v] (1 —t)u+tv:0 CEICT}. 1

[I&a. Auf der reellen Geraden sind die konvexen Mengen genau die Intervalle.
b. Jede olede Kugel B, (a) eines normierten Vektorraumes ist konvex.
Denn seien u,v [Bl(a), also

a—-—aldr, vi—aldr.

15.18
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Fur O CE1CTgilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung und der positiven
Homogenitat einer Norm
[—-—tu+tv)—alEF [A-t)(u—a)+t(v—a)l]
CA-t) m—al#At M—al]
<@A-tyr+tr=r.
Also istauch (1 —t)u+tv [Bl(a).
c. Dasselbe gilt fur abgeschlossene Kugeln.
d. Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex.

e. Ist M [\ eine beliebige Teilmenge, so ist der Durchschnitt aller M
umfassenden konvexen Mengen,

— Ll ] |
M [ K [V]l: M CKlund K ist konvex ,

eine konvex Menge. Diese heil3t die konvexe Hulle von M und ist die kleinste
konvexe Menge in V, die M enthélt.

f. Ist Q oledund a QI soist Q [{A} nicht konvex.

g. Eine Banane ist unkonvex. [Tl

Man nennt (1 —t)u +tv mit 0 CEITleine Konvexkombination der Punkte
u und v. Allgemeiner hei3t eine Linearkombination von m [T1Punkten,

A1Ug + .. + AmUm,

eine Konvexkombination dieser Punkte, wenn Ay, ..,Am [COdund A1 +.. + Ay = 1.
Diese charakterisieren konvexe Mengen ebenfalls.

Satz Eine Teilmenge K eines Vektorraumes ist konvex genau dann, wenn jede
Konvexkombination aus Punkten in K ebenfalls zu K gehért. [ 1

[T C—Wenn jede Konvexkombination aus K wieder zu K gehort, dann
gilt das naturlich auch fur solche aus zwei Punkten. Also ist K konvex.

[Dies zeigen wir durch Induktion Uber die Zahl m der konvex kombi-
nierten Punkte. Fir m = 1 ist nichts zu tun, ebensowenig fir m = 2, da dies ja

Abb 7 Zwei Konvexe und zwei nicht-konvexe Mengen

4 7%
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Abb 8

Eine konvexe Funktion
und ihr Epigraph

@A —F(u) +t(f(v)

der Definition entspricht. Nun gelte die Behauptung fiir jede Konvexkombination
aus m [ZIPunkten aus K, und es sei

U=AUs+ .. +Am+1Um+1

eine Konvexkombination aus m+1 Punkten in K. Ist Am+1 =1, S0 ist U = Um+1,
und wir sind bereits fertig. Andernfalls ist A [CA} +.. + Ajy = 1 — Ap+1 > 0.
Aufgrund der Induktionsannahme gilt

A A
v=71u1+..+7mum Kl

denn dies ist eine Konvexkombination aus m Punkten. Da K auch jede Konvex-
kombination aus zwei Punkten enthalt und 1 — A = Aph+1, ist auch

AV + (1 —=AN)Um+1 =AUy + .. + Am+1Um+1 = u CK1 [
Nun zum Begri Cdér konvexen Funktion.

Definition Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes definierte
Funktion : K - R heif3t konvex, wenn

fF((A-tu+tv) CA-t)F(U)+tf(v)

fur alle u,v CKlund alle 0 X111 Sie heil3t strikt konvex, wenn aufRerdem
fF(A-—Yu+tv) <@ —-t)F(u) +tf(v)

furalleu#v undalle 0O<t<1. [ 1

Geometrisch bedeutet dies, dass der Graph von f unterhalb jeder Verbin-
dungsstrecke zweier Punkte auf diesem Graphen liegt. Dies lasst sich ebenfalls
mit dem Begri [Cder konvexen Menge ausdricken.

20 Notiz Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes V definierte Funk-
tion ¥: K - R ist konvex genau dann, wenn ihr Epigraph

Epi(f) [({(u,z) [VIxR: u [K] z [F{u)}
konvex in V xR ist. [ 1
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Abb 9 Strikt konvexe, konvexe, und nicht konvexe Funktionen

S

[ Jede Norm N auf einem Vektorraum ist konvex, denn aufgrund der Drei-
ecksungleichung und der positiven Homogenitat gilt, fur 0 CT1CT])

N((1—tu+tv) CNK(1—t)u) +N(tv)
= (1 —t)N(u) + tN(V).
Sie ist aber nicht strikt konvex, denn fur u =0 und v # 0 gilt
N((1—t)u+tv) = N(tv) =tN(v) = (1 —t)N(u) + tN(Vv). o

Ist eine Funktion konvex, so ist sie es auch bezuglich beliebiger Konvex-
kombinationen ihrer Argumente. Dies wird genau so bewiesen wird wie die
entsprechende Ausasge Uber konvexe Mengen 19.

Satz  Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes definierte Funktion
f: K - R ist konvex genau, wenn

TAvL+ .. + AmVm) CAIT (V1) +.. + Am T (Vm)
fur jede Konvexkombination A1vi + .. + Amvm in K. ]

Die Konvexitat einer Funktion ist punktweise definiert und erfordert keiner-
lei Stetigkeit. Auf einer abgeschlossenen Menge muss dies auch nicht der Fall
sein, wie Abbildung 10 zeigt. Jene Funktion ist o Cedsichtlich konvex auf [—1, 1],
aber unstetig. Anders ist dies auf o [eden Mengen.

Satz  Sei Q [VloUled und konvex. Ist ¥: Q - R konvex, so ist ¥ stetig und auf
jeder kompakten Teilmenge von Q sogar lipschitzstetig. [

Wir bendétigen diesen Satz hier nicht und Ubergehen deshalb den Beweis.
Man findet ihn zum Beispiel in Hildebrandt 2, Seite 75-76.

s Konvexitat und Di Lerkenzierbarkeit

Wir wollen nun Konvexitat durch Eigenschaften der ersten und zweiten
Ableitung charakterisieren. Grundlegend ist folgender Satz.

15.21

393



394 15 — Mehrdimensionale Analysis

Abb 10
Eine konvexe unstetige ° °
Funktion

-1 1

23 Satz Sei Q [W1oledund konvex und £ CCH(Q). Dann ist ¥ konvex genau
dann, wenn

f(x+h) CF(x) +Df(x)h

fur alle x,x + h QL Sie ist strikt konvex genau dann, wenn aufl’erdem
f(x+h)>f(x)+Df(x)h

furalle h=0 gilt. [

[ ——¥ei £ konvex. Mit X, X + h gehdrt dann auch
X +th=(1—-t)x +t(x+h), 0 CTiCT]

zu Q, und aufgrund der Konvexitat von f gilt

f(x+th) CA-t)f(X)+tF(x+h)=Ff(x)+t I?(x +h) — f(x)l:.]

Wegen ¥ CCH(Q) gilt also

J

(I
= Df (x +sh)hds 2
0

f(x+h)—f(x) I__%I%I(x +th) —f(x)

il

fur alle 0 < t < 1 mit einem in s stetigen Integranden. Mit t -~ O und dem
Riemannschen Lemma 1116 erhalten wir somit die Behauptung

f(x +h) — f(x) CDF(x)h @)

fur den Fall der einfachen Konvexitat.
Ist ¥ sogar strikt konvex, so gilt in (2) die strikte Ungleichung. Zusammen
mit der eben bewiesenen Ungleichung (3) fur th anstelle von h erhalten wir

1L [
f(x+h)—f(x)> T f(x+th)—f(x)
Ii%Df (xX)(th) = Df (x)h

wie behauptet.
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Abb 11

Konvexe Funktion mit
Stutzgerade

[ Peien x Zy zwei Punkte in Qund z=(1—-t)x+ty mito<t<1.
Dann ist mit h =y — x umgekehrt

X =z —th, y=z+(@-t)h.
Wenden wir hierauf (3) an, so erhalten wir
f(x) CX{(z) —tDf(2)h, f(y) [({(2) + (1 —t)Df (2)h.

Multiplizieren der ersten Gleichung mit 1 —t [CQ] der zweiten mit t [CQlund
anschlielendes Addieren ergibt

A-t)FX)+tf(y) O(2) = F((L —t)x +ty).

Somit ist £ konvex. Gilt in der Voraussetzung (3) sogar die strikte Ungleichung,
so gilt sie auch in den letzten drei Ungleichungen, und wir erhalten die strikte
Konvexitat von f. [

Der Graph der Funktion h ¥ @x)+D¥F (x)h beschreibt die Tangentialebene
an den Graphen von f im Punkt (x, T (x)). Eine C1-Funktion ist somit (strikt)
konvex genau dann, wenn ihr Graph (strikt) oberhalb aller ihrer Tangentialebenen
liegt, mit Ausnahme naturlich des jeweiligen BerUhrpunktes. Solche Ebenen
werden Stutzebenen, im eindimensionalen Fall Stutzgeraden genannt.

Abb 12

Konvexe Flache mit
Stutzebene
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Im eindimensionalen Fall ergibt sich aus dem letzten Satz folgende Charak-
terisierung konvexer C1-Funktionen.

24 Satz Sei | [CRlein Intervall und ¥ CCI(l). Dann ist ¥ (strikt) konvex genau
dann, wenn f5(streng) monoton steigt. 1

[T —Besteht | nur aus einem Punkt, so ist nichts zu tun. Sei also |
nichtentartet, und seien u < v innere Punkte von |. Dann ergibt der letzte Satz

f(v) — F(u) CEHu) (v —u), f(u) — F(v) CEHv)(u — V).

Daraus folgt f<{u)(v — u) CHY¢v)(v — u) und damit f{u) CHA¢v). Aus
Stetigkeitsgrunden gilt dies dann auch fur etwaige Randpunkte von 1. Ist F
zudem strikt konvex, so gelten Uberall auch die strikten Ungleichungen.

[ Ist F“monoton wachsend, so gilt

J
f(x+h)—f(x)= Fx+sh)hds 1 f{x)hds=F¢x)h,
0 0

und zwar sowohl fiir h [Cwie auch h Ol Ist ¥ Ystreng monoton wachsend, so
gilt fir h = 0 sogar die strikte Ungleichung. Die Behauptung folgt dann mit dem
letzten Satz »3. [

Nun betrachten wir nun noch den Fall einer C2-Funktion.

25 Satz Sei Q [RI oledund konvex und ¥ CCF(Q). Dann ist ¥ konvex genau
dann, wenn Hf [Olaufganz Q. Giltsogar Hf > 0, so ist T strikt konvex. [ 1

[T Mit x, x + h ist wegen der Konvexitat von Q auch [x,x + h] QL
Aufgrund der quadratischen Taylorformel 5 gilt

f(x+h)=f(x)+[ﬂ]’13<),hl3-%EEIf(E)h,hI:I 4)
far ein & CX,x + h]. Ist HF [COJauf Q, so folgt

f(x +h) CE(x) + OFK), h O (5)

und hieraus die Konvexitat von f »3. Gilt sogar Hf > 0 auf Q, so folgt entspre-
chend die strikte Konvexitat.
Ist umgekehrt £ konvex, so gilt wieder (5) 23, und mit (4) folgt somit

[Hf(£)h,h [T Tl

mit einem & X, x + h]. Ersetzen wir h durch €h, so gilt dieselbe Ungleichung
mit & [[X,x + €h]. Lassen wir € gegen Null konvergieren, so konvergiert §
gegen X, und wir erhalten

[Bf (x)h,hCTOl
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Da dies fur jedes kleine h gilt, ist Hf (x) [Ql Dies gilt fur jedes x [QI. [

Bemerkung Umgekehrt folgt aus der strikten Konvexitat nicht, dass auch
die Hessische strikt positiv definit ist. Zum Beispiel ist x X1 strikt konvex,
aber die zweite Ableitung verschwindet bei x =0. [1

a. exp ist strikt konvex auf R.
b. log ist strikt anti-konvex, das hei3t, —log ist strikt konvex auf (0, ).
c. Jede C?-Funktion f auf einem Intervall mit £™ 0 ist strikt konvex. [Tl

154
Konvexe Ungleichungen

Auf Konvexitatsargumenten beruhen einige wichtige Ungleichungen der
Analysis. Zunachst die

Jensensche Ungleichung Sei ¢ integrierbar auf dem Intevall 1. Ist ¥ stetig

und konvex auf ¢ (1), so gilt
m 1

T L$pm)dt CUF(P(1)dt,
| |

wobei
1

1
Cap(t)dt % b dt

das gemittelte Integral Uber | bezeichnet [

—
[T Far eine Treppenfunktion @ = CkX(te_1,t) gilt

. k=1
l‘—Tk—L t—

Cép(t)dt = %ck.

! k= M

Dies ist eine Konvexkombination der reellen Zahlen cq,..,cn im Intervall o (1).

Aufgrund der Konvexitat von f auf ¢ (1) gilt daher »;

[m (-
Tttt

1 /1
foCb)dt 0 F % leey= T (6 — ter)F(C)
| e (L] I
1 1

= [ T(e()dt = Ff(d)(t)) dt.

Somit gilt die Jensensche Ungleichung fur Treppenfunktion. Aus Stetigkeitsgrin-
den gilt sie dann auch fur alle Regelfunktionen. [
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[ 16t ¢ integrierbar auf I, so gilt
1 1

L
o)l dt :Flcb(t)lpdt . p LM
fur alle p 11 [T

27 Youngsche Ungleichung FUr reelle Zahlen a,b [COlund Exponenten p,q>1
mit 1/p +1/q =1 gilt

P a
ab I__ék + b—
p q
Gleichheit gilt genau dann, wenn aP =b9%. [ 1
[T Far u,v >0 und 0 Cal CTgilt ja
oalogu+ (1 —a)logv [ag (au + (1 —a)v).

Bilden wir auf beiden Seiten das Exponenzial, so erhalten wir die Ungleichung
vom geometrischen und arithmetischen Mittel,

uSviT® Cau+ (1 — a)v.

Mit a = 1/p, 1 — a = 1/qg sowie u = aP, v = b9 ergibt sich die Youngsche
Ungleichung. [

Reelle Zahlen p und g mit

1 1
—+—=1, p.q>1,
P qg
werden als konjugierte Exponenten bezeichnet. Fir diese gelten die oft benétigten
Identitaten
p+g=pg CA-(@-D=1
[ plg-1)=q
L qp—-1)=p.
Die einzigen selbstkonjugierten Exponenten sind p =q = 2.
28 Holdersche Ungleichung Fur auf einem Intervall | integrierbare Funktionen
T, g und konjugierte Exponenten p und q gilt
1 (i Lq) [T
[Ifgl £ 1F1° R

[T Verschwindet das Integral von || oder |g]|, so verschwindet auch das
Integral von |Fg], und es ist nichts zu zeigen. Wir kdnnen also annehmen, dass
(Wl LA [
A= I|f|p >0, B= I|g|q >0
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gilt. Aufgrund der Youngschen Ungleichung gilt dann punktweise
L] émp 1g|
AP q B9’
Integration Uber [a,b] ergibt
1 E|f|p L1 e 1
B ! 1 AP g 1 BI p ¢
Dies ist aquivalent zur behaupteten Ungleichung. [
Ein Spezialfall dieser Ungleichung ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
in Integralform,

(| [mmi| l_ljl_,D:D A
fgl 1 IfI? I|g|2

Mithilfe der Holderschen Ungleichung erhalten wir die

29  Minkowskische Ungleichung FuUr auf einem Intervall | integrierbare Funktio-
nen f,g und p [Tlgilt
(Wi Ly O Ly [
IIf+§JIp IIIIIpr + II@JIp S —

[T Far p = 1 ist dies die Dreiecksungleichung. Sei also p > 1. Es ist
If+g|° =|F+gl°P " |f +g| CH||f+g|° " +|g||f+g|°". 6)

Mit dem zu p konjugierten Exponenten q ist (p — 1)q = p und mit der Holder-
schen Ungleichung somit

- (0 L (OO
If+gl° 1 [F° If +g| P
[ ) (O
+ gl If +g| ™"
(O Ly, 0 Gy OO
= fFP o+ gl If +g|P

Ist nun die linke Seite Null, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls dividieren wir
durch den ganz rechts stehenden Faktor und erhalten wegen 1 —1/q = 1/p die
Minkowskische Ungleichung. [
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