17

GewoOhnliche
Di Lerknzialgleichungen

Wir betrachten nun allgemeine gewdhnliche Di Lerknzialgleichungen erster
Ordnung in endlich-dimensionalen Raumen von der Form

X = v(X).

Anders als im Fall linearer Di Cerenzialgleichungen gibt es hier in den meisten Fal-
len keine Darstellung von Lésungen mittels eines Exponenzials oder Ahnlichem,
und sogar ihre Existenz oder Eindeutigkeit sind meist nicht evident.

Man bendtigt daher allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitssatze. FUr die
Existenz reicht schon die Stetigkeit der rechten Seite, und fur die Eindeutigkeit
deren lokale Lipschitzstetigkeit. Diese zieht dann auch die stetige Abhangigkeit
der Losungen von den Anfangswerten nach sich.

17.1
Vektorfelder und Di Cerknzialgleichungen

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum.
Definition Ein Vektorfeld auf einem Gebiet Q [Vlist eine Abbildung
v: Q-5V, x [V(x). 1

Ein Vektorfeld weist also jeden Punkt x im Definitionsbereich Q [Vleinen
Vektor v(x) in demselben Vektorraum V zu. Daher definiert ein solches Feld
eine gewohnliche Di Lerknzialgleichung auf Q.
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436 17 — Gewodhnliche Differenzialgleichungen

Abb 1 Zwei Vektorfelder und zwei Lésungskurven

~N — ~ i
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Definition Ist v: Q - V ein Vektorfeld auf einem Gebiet Q [V] so heil3t
X =v(x), x [ (1)

eine gewohnliche, autonome Di [erknzialgleichung erster Ordnung auf Q.
Eine Losung dieser Di Lerknzialgleichung ist eine stetig di Lerknzierbare Kurve
$: 1 - Q derart, dass

¢ =v(p), tCLl 1]

Geometrisch bedeutet dies, dass der Geschwindigkeitsvektor der Kurve ¢
in jedem Punkt mit dem dortigen Vektor des Vektorfeldes v Ubereinstimmt. Die
Menge Q selbst bezeichnet man in diesem Zusammenhang auch als Phasen- oder
Konfigurationsraum der Di [erknzialgleichung.

Bemerkungen a. Jede di Cerknzierbare Lésung ist auch stetig di Lerenzier-
bar, da die Ableitung ja die Di Lerkenzialgleichung erfullt.

b. Die DiLerknzialgleichung (1) hei3t gewohnlich, da ihre Lésungen ¢ Funk-
tionen einer Variable t sind, die Ublicherweise als Zeit interpretiert wird. Auf
der anderen Seite stehen die partiellen Di Lerknzialgleichungen, die Funktionen
mehrerer Variablen und deren partielle Ableitungen betre [enl. Sie heil3t von erster
Ordnung, da nur die erste Ableitung nach t involviert ist. Und sie hei3t autonom,
da das Vektorfeld v nicht explizit von t abhangt.

¢. Im Standardfall des R" ist (1) aquivalent zu einem System

X1 = V1(X1,..,Xn),

X2 = V2(X1,..,Xn),

Xn = Vn(X1,..,Xn),

von n im Allgemeinen gekoppelten, nichtlinearen Di Cerknzialgleichungen. [
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Vektorfelder und Differenzialgleichungen — 17.1

Abb 2

Eine skalare Funktion
interpretiert als
Vektorfeld

— > > e — «—— <« o > —>

[I&a. Jede reelle Funktion f: R d R definiert eine skalare Di [erknzialglei-
chung x = F(x) auf ihrem Definitionsbereich app>. Das Polynom f(x) = x?
zum Beispiel definiert die Di Lerknzialgleichung

X = x2, x R

lhre allgemeine Losung ist gegeben durch
a
t) =
PO =14
mit a [Rlund at # 1 - siehe Kapitel 12.
b. Ein linearer Operator A [I{V) definiert ein lineares Vektorfeld auf V,
namlich A: x [CAX. Die zugehdrige Di Lerknzialgleichung ist

X = AX, x 1
lhre allgemeine L6sung ist, wie wir gesehen haben, gegeben durch

$(t) = eAtxo, Xo V1 [0

= Weitere Di [erknzialgleichungen

Wir beschréanken uns hier auf autonome Di [Lerknzialgleichungen erster Ord-
nung. Fur die Frage der Existenz und Eindeutigkeit von L6sungen beispielsweise
ist dies jedoch keine wesentliche Einschrankung, da sich andere Typen von Di [e-]
renzialgleichungen in diese Form bringen lassen. Wir geben drei Beispiele, das
allgemeine Vorgehen ergibt sich daraus.

[I"&. In Kapitel 12 haben wir nichtautonome Di Cerknzialgleichungen
x = F(t,x)

in einer Variablen betrachtet. Fihren wir die Zeit als zusatzliche Koordinate Xg
ein und setzen X1 = X, so ist dies dquivalent zu dem autonomen System

11.07.2018 — 17:49 17.3

437



438 17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

Xo =1,
X3 = F(Xo, X1).

b. Eine skalare Di [erknzialgleichung hdherer Ordnung wird zu einem Sy-
stem von Di [Cerknzialgleichungen erster Ordnung, indem man die héheren Ablei-
tungen als zuséatzliche Koordinaten einfuhrt. So ist

X +axX +bx =f(x)
mit X; = X, X2 = X und X3 = X aquivalent zu dem System
X1 = Xo,
X2 = X3,
5(3 = f(Xl) - bX2 — axas.

c. Hangt ein Vektorfeld von Parametern ab, so kann man auch diese als
zusatzliche Koordinaten einfiihren. So ist

X =F(A)
mit X; = X, Xz = A dquivalent zu dem System
X1 = F(X1, X2),
)-(2 =0.
Damit werden Satze uUber die Abhéngigkeit von Lésungen von Parametern auf sol-
che Uber die Abhéngigkeit von Lésungen von Anfangswerten zurtickgefuhrt. [T 11
= Anfangswertprobleme

Bereits die Lésungen von elementaren Di Lerenzialgleichungen sind nicht ein-
deutig, solange keine weiteren Daten vorgegeben werden. Dasselbe gilt nattrlich
auch hier. Eindeutigkeit kann man nur fur Anfangswertprobleme erwarten.

Definition Unter einem zu einem Vektorfeld v auf Q gehdrenden Anfangswert-
problem - kurz Awp - versteht man das System

X=v(x),  x(to) = Xo

mit einem Xo Q. Eine lokale Losung des Awps ist eine Losung ¢ : lIg - Q
dieser Di [erknzialgleichung mit to [CIglund ¢ (tp) =%o. [

1 [I"&a. Die Losung von x = ax, xX(0) = xo auf der reellen Geraden ist
P (1) = e3xo.

Sie existiert fur alle t [(R1
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Vektorfelder und Differenzialgleichungen — 17.1

b. Die Lésung von x = x2, x(0) = Xq ist

Xo

d(t) = 1 xot’

Ist Xg # 0, so ist diese fur t - 1/xg unbeschrankt und daher nicht fir alle t
definiert. Es gibt also keine globale L&sung.
c. Ist Xg ein kritischer Punkt des Vektorfeldes v, das heif3t,

V(Xo) =0,
so besitzt das zugehdrige Awp immer die fur alle t erklarte triviale Losung
$(t) = Xo.

Diese wird auch als Gleichgewichtsldsung bezeichnet, der Punkt xq selbst als
Gleichgewichtspunkt.
d. Das lineare Awp x = Ax, X(0) = Xo besitzt die Losung

P (1) = eAtxo.
Der Nullpunkt ist hier immer ein Gleichgewichtspunkt. [Tl

Die Wahl des Anfangszeitpunktes to ist bei autonomen Di Cerenzialgleichun-
gen unerheblich. Denn ist ¢ eine Lésung von X = v(X), so ist auch

St — o) = V(P(t — o).

Die zeitliche verschobene Kurve ist also ebenfalls eine Loésung, und wir kénnen
erreichen, dass to = 0.

FUr nichtlineare Anfangswertprobleme lasst sich nur in wenigen Fallen eine
Lésung explizit angeben. Man kann sogar beweisen, dass Losungen in den meisten
Fallen nicht durch >geschlossene Ausdriicke« dargestellt werden kdnnen. Man
bendtigt daher allgemeine Existenzsatze. Sehr allgemein ist der

Existenzsatz von Peano Ist das Vektorfeld v stetig, so besitzt jedes zugehdrige
Anfangswertproblem wenigstens eine lokale Losung. [

Diese Lésungskurve muss allerdings nicht eindeutig sein. So besitzt
x=x?3 x()=0

unendlich viele Losungen 12.7.

Wir bendétigen diesen Satz im Folgenden nicht. Daher skizzieren wir einen
Beweis in einer Ubungsaufgabe o_7. Im Ubernachsten Abschnitt beweisen wir
einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, der wesentlich wichtiger ist.

17.5
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17.2
Einige Hilfssatze

Fur den allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz bendétigen wir einige
technische Hilfsmittel, die auch fur sich von Interesse sind. Die Norm auf dem
Vektorraum V sei im Folgenden [11

= Lipschitzstetige Vektorfelder

Definition Ein Vektorfeld v auf einem Gebiet Q [V1heif3t lokal lipschitzstetig,
wenn zu jedem Punkt in Q eine Umgebung U und ein L [Olexistiert,
so dass v auf U L-lipschitzstetigist. [ 1

[I"&a. Lineare Vektorfelder x [CAX sind global lipschitzstetig, denn
[Ax —Ay [F [A(X —y) [MTAMKI-y 1 x,y [V

b. Jedes Cl-Vektorfeld auf einem Gebiet ist lokal lipschitz aufgrund des
Schrankensatzes 1417 .
c. Das Vektorfeld x [x#%3 istim Punkt 0 CRlnicht lokal lipschitz. 1]

Lemma K Ist v auf dem Gebiet Q lokal lipschitz, so ist v auf jeder kompakten
Teilmenge K gleichmé&gig lipschitz. [

[ Sei K [ kompakt. Ware v nicht gleichméRig lipschitz auf K, so
existierten zu jedem n [T1Punkte X, # yn in K derart, dass

DA(Xn) — v(yn) CIDIXK —yn 1

Also ist
IXh—an:ﬂ__glsuplA—L(X)I:ﬂ—_%M, n CT]
N xmxa n

denn DzICikt auf K stetig und daher beschrankt.

Da K kompakt ist, besitzt die Folge (xn) eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert p Kl Die entsprechende Teilfolge von (yn) konvergiert dann wegen
der vorangehenden Abschatzung ebenfalls gegen p. Da aber v in einer Umge-
bung von p lipschitz ist, ergibt sich fur hinreichend grofRe n ein Widerspruch
zur Wahl von X und yy,. [l

Die Losungskurven eines Vektorfeldes kdnnen dessen Definitionsbereich
verlassen — sie kdnnen sogar in endlicher Zeit unbeschrankt werden. Um diese
Komplikation zu umgehen, betrachten wir zunachst Vektorfelder, die auf dem
gesamten Raum definiert und gleichmégig lipschitz sind. Gegebenenfalls kann
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Einige Hilfssatze — 17.2 441

man dies durch eine lipschitzstetige Fortsetzung erreichen. — Wir betrachten
zuerst den Fall einer skalaren Funktion.

LemmalL Sei f: M - R L-lipschitz auf einer nichtleeren abgeschlossenen Teil-
menge M von V. Dann existiert eine Fortsetzung ¢: V - R von f mit
derselben Lipschitzkonstante L. [ 1

[T Nach Voraussetzung gilt
|f(u) —Ff(v)| Oa-viEl  u,v M. 2
Fixieren wir irgendein ug in M, so gilt fur jedes x [CVlund u Ml aufgrund der
Dreiecksungleichung die obere Abschatzung
f(u) — L XI— ulIF{ug) + |[F(u) — F(up)| — L XI—ul]
[Flug) +L - upg[FL XI—ul
[F{up) + L XI— up 1
Die linke Seite ist somit fur alle u [CMl gleichm&Rig beschrankt und damit

@:V-oR, o Cstp(f(u)—LXI—ulbd
u [V

wohldefiniert.
Aus (2) folgt andererseits f(v) [f{u) — L 31— u [1nd deshalb

sup (F(u) — L DI—uDF F(v), v ML
u M1
Also ist ¢ = f auf M und damit ¢ eine Fortsetzung von f auf ganz V.
Nun gilt fUr jedes y [V1
o) Au)—-LM—-uEGLXxXI-y L1 u M.
Also gilt dies auch fur das Supremum Uber u [CMl und deshalb
P(x) Ce(y) - L XI-y[]
Dasselbe gilt mit den Rollen von x und y vertauscht, so dass wir insgesamt
le(x) —o(y)| [HXI—y []
erhalten. Somit ist ¢ L-lipschitz auf V. [l

Korollar Jedes lipschitzstetige Vektorfeld auf einer kompakten Menge in V be-
sitzt eine lipschitzstetige Fortsetzung aufganz V. [ 1

[T Wahle eine beliebige Basis in V, und setze jede einzelne Komponenten-
funktion mit dem vorangehenden Lemma auf ganz V fort. Die Behauptung fur
die daraus resultierende Fortsetzung des gesamten Vektorfeldes folgt, weil alle
Normen in V &aquivalent sind. [
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= Das Lemma von Gronwall

Dieses Lemma spielt bei der Untersuchung von gewdhnlichen Di Lerknzial-
gleichungen eine zentrale Rolle.

6 Lemma von Gronwall Ist u: [0,T] - R stetig und gilt

CJd
u(t) Cakb  u(s)ds, 0 CTiCT]
0

mit reellen Konstanten a und b, wobei b 0] so gilt
ut) Cae®t, orCHCm [

[T Setze

J
v(t) akb . u(s)ds, 0 LTl

Dann ist v stetig di Lerenzierbar und u [ auf [0,T] nach Voraussetzung.
Wegen b [COlgilt dann auch v™= bu [CbY und folglich

(ve™H= (v bv)e™ [0l
Die Funktion ve™t ist also monoton fallend auf [0,T] und daher
v (t)e Pt [3t)e Pt %a =v(0) = a, 0 CEICm
Somit ist auch u(t) [M{t) [CaePt. [
Im Fall a = 0 erhalten wir folgendes

7 Korollar Istu: [0,T] - R stetig und gilt

by
0 CTlt) CBl u(s)ds, 0 CEICT]

mit einer reellen Zahl b [O)soist u=0. [ 1

= Die Integralgleichung

SchlieBlich bendtigen wir noch eine Umformulierung einer Di Cerknzialglei-
chung fur di Cerknzierbare Kurven in eine Integralgleichung fur stetige Kurven.
Letztere ist analytisch wesentlich leichter zu handhaben. Insbesondere kénnen
wir hierauf den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

8 Lemmal Seiv:Q - V ein stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet Q. Dann ist
¢é: 1 - Q eine Losung des Anfangswertproblems

X =V(X), X(0) = Xo

17.8



Einige Hilfssatze — 17.2

genau dann, wenn ¢ stetig ist und die Integralgleichung

oy
P =x0+ v(P(s))ds

far alle t CIerfallt. [
[ Ist ¢ Lésung des Awps, so folgt aus dem Hauptsatz 139
d (1) — %o = ¢(t) — p(0)
Cel C
= d(s)ds = o V(p(s))ds.

Gilt umgekehrt diese Gleichung fur ein stetiges ¢, so ist wiederum aufgrund des
Hauptsatzes ¢ auch di Cerknzierbar, und es ist

& () = v(($(D).

AulRerdem ist o [endsichtlich ¢ (0) = xq. [l

= Banachscher Fixpunktsatz

Der letzte Hilfssatz ist tatsachlich ein fundamentales und méachtiges Werk-
zeug der Funktionalanalysis.

Banachscher Fixpunktsatz Sei E ein Banachraum, X [Eleine abgeschlossene
Teilmenge, und T: X - X eine Kontraktion — das heif3t, 8-Lipschitz mit
6 < 1. Dann besitzt T in X genau einen Fixpunkt. [

[T Eindeutigkeit: Sind p und P zwei Fixpunkte von T in X, so folgt
pl-p = O(p) — T(P) LI8IpI-p L]

also (1 —0) [pl— p I 01Wegen 1 —06 >0 impliziert dies [pl— p[= 0. Also ist
der Fixpunkt in X eindeutig.
Existenz: Wahle irgendeinen Punkt xo [Xlund setze

Xh =Tn(X0)! n Ij:l

wobei T" die n-fache Anwendung des Operators T bezeichnet. Mit Induktion
folgt x,, CX1fur alle n [CQlsowie

Xh+1 — Xn CIOIX — Xn—1 CAT X3 — %o 1  n [CO1 3)

FUir m > n [CQlfolgt hieraus

17.9
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mEE]
Xh —Xp 1 X4+ — % [
i=n
1 n
C106'xX1 —x[= 1-e

i=n

i — %o [ 4)

Somit bildet (xp) eine Cauchyfolge in X. Aufgrund der Vollsténdigkeit von E
besitzt diese Cauchyfolge einen Grenzwert p [E] und aufgrund der Abgeschlos-
senheit von X gehort dieser ebenfalls zu X. Dieser Grenzwert ist ein Fixpunkt
von T, denn (3) ist aquivalent mit

[TIXn) — X AT X} — %1  n COl

und mit X, - p und der Stetigkeit von T erhalten wir [T{p) — p [ 0. Damit
ist alles gezeigt. [T

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes liefert nicht nur die Existenz
des Fixpunktes, sondern gleichzeitig auch ein schnell konvergierendes Konstruk-
tionsverfahren einschlieBlich Fehlerabschatzung.

10 Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz Jede Folge xn = T"(Xp) mit beliebi-
gem Startwert xXo [Xlkonvergiert gegen den eindeutigen Fixpunkt p von T,
und es gilt

n
IX}]—pEﬂ:IIO_—e X} —xo[d [ 1

[T Dies folgt aus (4) mit m - oo und Xm - p. [

17.3
Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir wollen die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen des Awps
X = v(X), x(0) = X%o

fur lipschitzstetige Vektorfelder v zeigen. Wie so oft, ist die Eindeutigkeit der
leichtere Teil. Daher erledigen wir dies zuerst.

11 Satz Ist v:V [V lipschitzstetig, so ist jede Losung des obigen Anfangswertpro-
blems auf ihrem Existenzintervall eindeutig. [ 1

[T Seien ¢, P zwei auf demselben Intervall | um O definierte Losun-
gen desselben Awps. Dann erfillen beide die zugehorige Integralgleichung von

17.10



12

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz — 17.3 445

Lemma |l g, so dass

el
(@ -—w)® = O[V(¢(S))—V(LIJ(S))]dS. t L]

Fur t > 0 folgt mit einer Lipschitzkonstanten L fur v die Abschatzung

0] vy
[ — W)(D) L] BAPG() ~ v(W()) s L1 (b~ w)(s) [,

Fur die stetige Funktion u(t) = (¢ — P)(t) Cgilt somit

|
0 [C(t) C11 . u(s)ds.

Mit dem Korollar zum Lemma von Gronwall 7 folgt
[ —-Y) () =0, t [ITh [0,00).
FUr t CI"h (—oo,0] gilt Entsprechendes. Also ist ¢ = auf I. [

Fur den Existenzbeweis gehen wir nun davon aus, dass das Vektorfeld v
auf ganz V erklart und gleichmé&Rig lipschitzstetig ist. Dies vermeidet techni-
sche Komplikationen, da Losungen in endlicher Zeit nicht unbeschrankt werden
konnen. Den allgemeinen Fall fihren wir spater auf diesen zuriick.

Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz Ist das Vektorfeld v gleichmaRig
lipschitz auf ganz V, so besitzt jedes Anfangswertproblem eine fir alle Zeiten
definierte eindeutige Losung. [ 1

[T Wir schreiben das zu lésende Awp als Integralgleichung g

vl
() =xo + Ov(¢v(s))ds, t CR]

far die Kurve ¢ . Diese fassen wir als Fixpunktgleichung eines Operators T auf
einem Raum E stetiger Kurven auf.
Sei dazu L eine globale Lipschitzkonstante von v und

1 (I
E= ¢ [CTIR,V): [PLK «
der Raum aller stetigen Kurven ¢: R - V mit endlicher gewichteter Norm

[ [ 1Csdp [i(t) Cer 2t
t[R1

Eine Cauchyfolge in dieser Norm konvergiert gleichméaRig auf jedem beschrank-
ten t-Intervall 1. Daher bildet E mit dieser Norm einen Banachraum 4.1 . Die
Teilmenge aller solcher Kurven mit Anfangswert Xg,

X = {¢ CEL $(0) = xo},

17.11



446

17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

ist abgeschlossen in E. Definieren wir den Operator T auf X durch

e/
(Th)(t) =xo + 0v(o:b(s)) ds, t [’

so ist ¢ eine Losung des Awps genau dann, wenn ¢ CXlund T = ¢.

Wir zeigen die Existenz eines solchen Fixpunkts mithilfe des Banachschen
Fixpunktsatzes g . Zwei Dinge sind hierfir zu zeigen.

a. T ist wohldefiniert und bildet X in sichab O [Cedsichtlichist y =T¢
eine stetige Kurve in V mit Y(0) = Xo. Damit Y auch wieder zu X gehort,
mussen wir [QI[_k o zeigen. — Nun ist

() — %o L1 DVA(p(s)) [Lds
L1 (DM (s)) — V(xo0) [H IVI(xo) Dy tls

|:|O (L Ci(s) — xo [H DMI(Xo) Dydls.

Ferner ist [q(s) — xo I — xo [&?-IS! aufgrund der Definition von I_1
Zusammen mit der groben Abschazung

Le?sds eq-'tl
0

erhalten wir

() — xo CITdpl — xo [ 2 + |t] Bv(xo) [

Also ist
[T — Xo [ sup [(t) — Xo Cer?HY < oo,
tIR]

und damit ¢ X1
b. T ist eine Kontraktion auf X Seien ¢, Xl Aufgrund der Integral-
gleichung gilt dann

Lyel
e —TY)() I DP(s)) — v(W(s)) Lds
IIOI L Lqi(s) — W(s) Lds
Lyel

Em—wmo Le?sds

— It]
I——JELIIIE lJ,J@ZLt .

Also ist

(Tt~ TW = sup [T — T)(®) Cer 1 (oI Wi

17.12
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Somitist T: X - X eine Kontraktion mit dem Faktor 1/2.

Schluss  Somit ist der Banachsche Fixpunktsatz g anwendbar, und T be-
sitzt einen eindeutigen Fixpunkt ¢ [Xl. Dieser ist die gesuchte L6ésung des
Awps. Deren Eindeutigkeit hatten wir bereits gezeigt 17. [l

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert mit seinem Zusatz 1o zugleich ein
Verfahren zur Konstruktion eines Fixpunktes von T . Dieser ist Grenzwert der
Folge T"¢do zu einem beliebigen Startwert ¢o [X. Im Zusammenhang mit
gewdhnlichen Di Lerknzialgleichungen ist dies bekannt als das Iterationsverfahren
von Picard-Lindelof.

Satz von Picard-Lindelof Sei v ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf V. Dann ist
die eindeutige Lésung des Anfangswertproblems

X = v(X), x(0) = Xo,
der Limes der Folge von Kurven
bn = an)o, n [CT]

mit o = Xp und

Jd
(TP)() =X+ 0v(cb(s)) ds, t [RI

Diese Folge konvergiert gleichmé&gig auf jedem kompakten Zeitintervall. []

[T Der Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz 1o sagt aus, dass fur jeden
beliebigen Startwert ¢o [Xldie Folge (T"®o)n oiin der Norm des Banachrau-
mes E gegen den Fixpunkt ¢ [CXlvon T konvergiert. Ein solcher Startwert ist
zum Beispiel die konstante Kurve ¢g = %o, und Konvergenz in der Norm 1]
impliziert gleichméRige Konvergenz auf jedem kompakten t-Intervall. [T

[ Jedes lineare Vektorfeld A: x [CAX ist global lipschitzstetig, die vorange-
henden Satze sind also anwendbar. Wenden wir das Picard-Lindel6fsche Iterati-
onsverfahren auf das zugehdrige Awp an, so erhalten wir ¢g(t) = %o,

oy
$1(t) =xo+ Ado(s)ds = Xg + tAXo,

1
b2(t) = %o + o Adi(s)ds = xo + tAXp + EtZAZXo.

und allgemein mit Induktion
] 1

bn(t) = —AK Xo.

17.13
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Im Limes erhalt man die Losung ¢ (t) = e*txq, wobei wir aufgrund des letz-
ten Satzes bereits wissen, dass diese Reihe auf jedem kompakten t-Intervall
gleichmé&Rig konvergiert. [T

= Der nichtautonome Fall

Die Beweise der letzten drei Satze bleiben unverandert gultig, wenn das
Vektorfeld zuséatzlich stetig von der Zeit t abhangt. Lipschitzstetigkeit in t ist
nicht erforderlich, wir mussen lediglich verlangen, dass die Lipschitzstetigkeit in
der Ortsvariablen x gleichméaRig fur alle t gilt.

Zusatz Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz 1o und der Satz von Picard-Lindel6f 13
gelten ebenfalls fir nichtautonome Vektorfelder

v: RxV 5V, (t,x) [t x),

die stetig in der Zeitvariable und gleichméaRig lipschitzstetig in der Ortsvaria-
ble in dem Sinne sind, dass es ein L [Qlgibt, so dass

D/(t, x) —v(t,y) CIITIxl—y [1

firalle x,y Mlund t Rl [ 1

= Stetige Abhangigkeit

Bis jetzt haben wir die Losungen eines Anfangswertproblems als individuelle
Kurven betrachtet, also als Funktionen nur von t. Nun betrachten wir sie auch als
Funktion des Anfangswerts Xg. Dies machen wir sichtbar, indem wir ¢pt(xo) oder
Py, (t) fur die Lésung zum Anfangswert Xq schreiben. Die Integralgleichung g
lautet damit

oy
*(x0) =0 + . V(d*(%0)) ds

fur t im Existenzintervall der Kurve.

Stetigkeitssatz  Sei v ein L-lipschitzstetiges Vektorfeld auf ganz V. FUr seine
Lésungskurven gilt dann

[ (x) — ' (y) CIreltl xi—y [

fur alle t CRlund alle X,y 1
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Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz — 17.3

[ Aus den Integralgleichungen fur ¢t(x) und ¢t(y) folgt fur t [
[ (x) — d'(y) ]
(|

CIX-y 4 DA($° (X)) — V(°(y)) Lds
vy
CIX-y L L4 (x) — ¢°(y) Lds.

Wenden wir das Lemma von Gronwall g auf u(t) = ['(x) — ¢t(y)[@n, so er-
halten wir die Behauptung fur t [Q1Den Fall t CQfdhrt man hierauf zurick. [T

Bemerkungen a. Das exponenzielle Anwachsen der oberen Schranke ist
im Allgemeinen nicht zu verbessern. Fur die Lésungen von x = ax auf R mit
a = 0 gilt ja bereits

%t(Xo) - $'(0) =| |e%'xo — e3'0] = €' |xo — 0] .

Entsprechendes gilt, wenn man lineare Di [erknzialgleichungen x = Ax mit
Diagonalmatrizen A betrachtet.

b. Fixieren wir die Anfangswerte von L6ésungen und betrachten beliebige
Zeitintervalle, so kdnnen noch so kleine Abstande exponenzial anwachsen. Dies
ist der sogenannte E [ekit der empfindlichen Abhangigkeit von den Anfangswerten,
der in vielen Systemen beobachtet werden kann.

c. Fixieren wir dagegen ein kompakten Zeitintervall [a,b] um 0, so hédngen
die Losungen gleichmaBig vom Anfangswert ab. Denn es gilt ja

L — by [y = tlfélpb] Ll (1) — &y (1) CITMI [XI—y []

mit M = e~®=3® Auf einem beschrankten Zeitintervall ist der Abstand ver-
schiedener Losungskurven also gleichmaRig klein, wenn nur ihre Anfangswerte
hinreichend kleinen Abstand haben.

d. Mit der im Beweis des Existenzsatzes 12 eingefuhrten Norm [ [_Ifolgt
aus dem Stetigkeitssatz auch

[l — by [ICTX—y L]
Der Operator

1:V-E x i,

der jedem Anfangswert in x [V1 seine entsprechende Losungskurve ¢y [CEl
zuordnet, ist also lipschitzstetig beziglich 11 [

17.15
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450 17 — Gewodhnliche Differenzialgleichungen

Abb 3 Flusseigenschaft

®(s, x) (L, (s, X))

17.4
Flusse

Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so definieren alle seine — eindeutigen —
Ldsungskurven zu allen Anfangswerten zusammen eine Abbildung
®: RxV -V, D(t,X) = LX) = Px (1),

genannt der Fluss oder die Flussabbildung des Vektorfeldes. Aufgrund des Stetig-
keitssatzes 15 ist sie stetig in X, und aufgrund der Konstruktion sogar di Ceren-
zierbar in t. AuRBerdem gilt Folgendes.

16 Flusssatz Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so gilt fur seine Flussabbildung
®(0,x) = X,
d(t+5s,X) = d(t, (P(s, X))
furalle x Mundalle s,t (Rl [ 1

[T Da @(t,x) die Lésungskurve zum Anfangswert x bezeichnet, ist natir-
lich ®(0,x) = x fur alle x. Betrachten wir beide Seiten der zweiten Gleichung als
Funktion von t bei festem s, so sind beide Losungskurven desselben Vektorfeldes
v mit demselben Anfangswert ®(s, x) bei t = 0. Denn es gilt ja

%d:(t +5,X) = V(P(t+s,x))

und
d
a(b(t, P(s, X)) = v(D(L, (s, X))).
Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes 11 stimmen beide Seiten somit Gberein. [
Die Gleichung
Pt +5,X) = P(L, (P(s, %))

bedeutet, dass es keinen Unterschied macht, ob ich vom Punkt x der Losungs-
kurve bis zum Zeitpunkt s folge und ®(s, x) als Anfangswert einer weiteren
Ldsungskurve bis zum Zeitpunkt t wahle, oder ob ich gleich von x >ohne Zwi-
schenstop« bis zum Zeitpunkt t + s fortschreite app3 .

17.16
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Flusse — 174

= Zeit-t-Abbildungen

Wir wechseln jetzt die Perspektive und betrachten die Flussabbildung nicht
als Buindel von Lésungskurven, sondern als Familie von Zeit-t-Abbildungen

o': vV LV, x C@Ux) = (L, x).

Diese bildet also jeden Punkt x [W1auf den Punkt ¢'(x) der Lésungskurve mit
Anfangswert x ab.

Satz Die Familie der Zeit-t-Abbildungen (®%)¢ rzyeines lipschitzstetigen Vektor-
feldes auf V bildet eine 1-Parametergruppe von Homéomorphismen von V.
Das heiRt, jedes @t ist ein Homdomorphismus von V, und es gilt

0 =id, O™ =0'-0°
furallet,s Rl [

[T Die Identitéten sind gleichbedeutend mit denen des Flusssatzes 16 und
mussen nicht mehr bewiesen werden. Aus ihnen folgt insbesondere

Otopt=ptt =0 =ttt = p~t o Pt
Wegen ¢° = id ist also ®' umkehrbar, und die Umkehrabbildung ist

(¢t)—1 — q,-t, t [RI
Da diese stetig sind, ist jede Zeit-t-Abbildung ein Homéomorphismus von V. [l

Bemerkungen a. Die Flussabbildung eines Vektorfeldes definiert somit
einen Homomorphismus der additiven Gruppe R in die Gruppe Hom(V) der
Homodomorphismen auf V:

®: (R,+) -~ (Hom,°), t C®i

Eine solche Familie von Abbildungen wird auch als dynamisches System mit
kontinuierlicher Zeit bezeichnet.
b. Der Satz verallgemeinert das entsprechende Resultat fiir lineare Vektor-
felder A. Dort war ja
pt=eM: VvV .V

eine 1-Parametergruppe von linearen Isomorphismen von V. Die Gruppenstruk-
tur war dort eine algebraische Identitat, die wir ohne den Ee-Satz zeigten. [

17.17

451



452

18

19

20

17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

= DiLerknzierbarkeit

Ein lipschitzstetiges Vektorfeld generiert also eine 1-Parametergruppe von
Homodomorphismen des Vektorraumes V . Ist das Vektorfeld dartiber hinaus stetig
di Cerknzierbar, so gilt dasselbe auch fur seine Flussabbildung.

Satz Ist das lipschitzstetige Vektorfeld v auf V stetig di Lerknzierbar, so ist jede
Zeit-t-Abbildung ®! seines Flusses ein Di [Edmorphismus von V. [

Da wir bereits wissen, dass es sich bei den Zeit-t-Abbildungen um Homéo-
morphismen handelt, ist nur noch deren stetige Di [erknzierbarkeit zu zeigen. Es
genugt daher, Folgendes zu beweisen.

Proposition Ist das lipschitzstetige Vektorfeld v stetig di Cerknzierbar, so ist
jede Zeit-t-Abbildung ®t seines Flusses ebenfalls stetig di Lerknzierbar. Sei-
ne Ableitung At [CDI®Y(x) ist die eindeutige Lésung des nichtautonomen
linearen Anfangswertproblems

A=AMA, A =Id, (5)
mit A(t) CDM(®t(x)). [
Dieses Awp ergibt sich wie folgt. Falls wir die Di [Cerknzialgleichung

dt(x) = V(o' (x))

nach x diLerknzieren und Di Lerknziation nach x und t vertauschen dirfen, so
erhalten wir die Di Lerknzialgleichung

(DOY(x)) = Dv(D'(x))Ddt(X).

Ihr Anfangswert ist D®°%(x) = Id, da ja ®° = id. Fixieren wir also x, so erhalten
wir genau das behauptete Awp fiir A(t) CDHY(X).
Die Existenz und Eindeutigkeit einer L6sung ist jedenfalls kein Problem:

Lemma Ist das Vektorfeld v auf V lipschitz und C1, so besitzt das Anfangs-
wertproblem (5) eine fur alle t definierte eindeutige Lésung. [ 1

[ Ist v stetig di Cerenzierbar, so liefert die Definition von A(t) eine
stetige Abbildung A: R - L(V). Diese ist gleichmaRig beschrankt in der Opera-
tornorm von L(V) durch die globale Lipschitzkonstante von v. Somit kénnen
wir A = A(t)A au [@sken als eine stetig von t abhangende lipschitzstetige Dif-
ferenzialgleichung auf dem Vektorraum L(V). Der Zusatz zum Existenz- und
Eindeutigkeitssatz 14 liefert dazu die gewiinschte eindeutige Losung. [

[T Beweis der Proposition  Wir zeigen, dass

wt(h) Cat(x + h) — ot (x) — Ath = o([hID

17.18
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Dann ist At von (5) die Ableitung der Flussabbildung. — Aufgrund des Hauptsat-
zes gilt

|
A'th=h+ A(G)A°hds,

Pt (x)=x+ Vv(PS(X))ds,
0

.
ot(x+h)=x+h+ v(®5(x+ h))ds.
0

Also ist

wt(h) = Ijrl%'(q:ﬁ(x +h)) — v(05(x)) — AGS)A°h Has
. .

Mit ASh = ®5(x + h) — ®3(x) —W?3(h) wird dies zu
el

. ] O
WH(h) = . V(P°(X + h)) = v(P°(X)) = A(s)(P° (X + h) — @*(x)) ds
O
+  AGWS(hyds
] vy

= . A(s)ds + . A(s)W*s(h)ds
mit
A(s) = V(@3 (X + h)) = v(P°(X)) — A(s)(P°(X + h) — ©°(x)).

Aufgrund der gleichméaBigen Lipschitzstetigkeit von v ist [A(s) CILCIflr alle s
und x. Also folgt

Ll Ll
mt(h)zuzol [A(s) Cds + L . WS (h) Cdk.

Mit einer Variante des Lemmas von Gronwall 512 gilt dann
d
Wt (h) CIC [A(s) Ceb ) ds.
0
Mit A(s) = Dv(®3(x)) und dem Mittelwertsatz ist nun
[A(s) CIsup [Dv (&) — Dv(®°(x)) [P (X + h) — ®°(x) ]
EIE)
mit 1(s) = [(®°(x + h), ®5(x))]. Aufgrund des Stetigkeitssatzes 15 ist
[@f (x + h) — ®%(x) [Z O([hD)]
Andererseits gilt & - ®5(x) fur h - 0, und deshalb

DV (E) —DV(®5(x))[3 0, h - 0.

17.19
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454 17 — Gewodhnliche Differenzialgleichungen

Abb 4 .
PS(x + h)
Zum Beweis der ot(x + h)

Proposition WS (h)

/’\
h / @0 L (x)

X

X+ h

Also ist [Af(h) (2 o(ADJund damit auch
(Wt (h) C= o( (ALY

wie zu zeigen wat. [

= Hohere Regularitat

Besitzt das Vektorfeld hohere Regularitatseigenschaften, so vererben sich
diese auf den Fluss.

21 Satz Ist das Vektorfeld v auf V von der Klasse C", wobei 1 [rl[ad, so ist
seine Flussabbildung @ ebenfalls C". [ 1

[ Far r = 1 ist die Behauptung bereits bewiesen 1g. Wir gehen daher
induktiv davon aus, dass die Behauptung fir irgendein r [Tlgilt, und beweisen
deren Gultigkeit fur r + 1.

Sei also v ein C"*1-Vektorfeld. Betrachte das Di Lerenzialgleichungssystem

X = v(X),

(6)

u=Dv(Xx)u,

und das zugehorige Vektorfeld —
v(x)

w: VxV 5VxV, w(xu)= Dv(x)u

Dieses ist C" auf V x V. Also ist nach Induktionsannahme auch seine Flussab-
bildung ¥ von der Klasse C". Diese Flussabbildung ist aber gerade

1
LX)

t —
voaw = DOt)u

denn die zweite Gleichung in (6) ist gerade die Variationsgleichung der ersten
Gleichung 19 . Also ist nach Induktionsannahme D®? eine C"-Abbildung. Dasselbe
gilt fur &t aufgrund der DiLerenzialgleichung. Also ist ® selbst eine C*1-
Abbildung, und die Induktion ist abgeschlossen. [l
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Abb 5 Konstruktion einer maximalen Lésungskurve

bm

= Maximale Flisse

Bis jetzt gingen wir davon aus, dass ein Vektorfeld auf ganz V definiert und

dort lipschitz ist. Das ist naturlich nicht immer der Fall.

[[&a. Die Dilerknzialgleichung x = x2 ist auf ganz R erklart, aber nicht

gleichmaRig lipschitzstetig. Tatsachlich ist jede nichttriviale Losung
Xo

xX(t)y=—,
® 1—Xpt

Xoio,

nicht auf ganz R erklart.

b. Die DiLerenzialgleichung x = x~2 hat eine Singularitat im Punkt 0, und

die Lésung

- -

x(t)= "3t+1

erreicht diesen Punkt in endlicher Zeit, verlasst also den Definitionsbereich der

Di Cerenzialgleichung. [1T1I

Ldsungen existieren im Allgemeinen also nicht fur alle Zeiten. Jedes Awp
eines lokal lipschitzstetigen Vektorfeldes besitzt jedoch immer eine eindeutige
lokale und sogar maximale Lésung ¢:J - Q. Da%eifzt, fur jede andere L6sung

W 1 - Q desselben Awps gilt | Cund Y = ¢ 5=

22 Lokaler Ee-Satz Das Vektorfeld v sei auf einem Gebiet Q lokal lipschitzstetig.
Dann besitzt jedes zugehdrige Anfangswertproblem eine eindeutige maximale

Losung. [

17.21
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[T Zu jedem Gebiet Q existiert eine Ausschopfung

1
K1 CKy C10CQ) Knh=Q,
n 1]

durch kompakte Teilmengen — zum Beispiel
Kn ={x CQ: dist(x,Q°) [IIn [CIXICIn}.

Aufgrund von Lemma K 3 ist die Einschrafikung v %ln gleichmaRig lipschitz-
stetig, und aufgrund von Lemma L 4 kann es von dort zu einem gleichmaRig
lipschitzstetigen Vektorfeld v, auf ganz V fortgesetzt werden.

Sei nun Xg ein beliebiger Anfangswert, und ohne Beswchréankung der
Allgemeinheit sei xg [K]. Fir jedes n [Tlexistiert dann eine eindeutige globale
Ldsung ¢, zum Vektorfeld v, und Anfangswert Xg, und zu dieser ein gréf3tes
o [edes Intervall 1, [CQImit der Eigenschaft

dn(ln) CKh.

Eventuell gilt auch ¢ (1) K}, aber das ist unerheblich. Wegen K; CK}p ]
gilt dann auch 11 [Tzl 1 sowie

¢’m%=¢ny m [Nl

Setze jetzt

1
J O In

n 1]
und definiere ¢: J -~ Q durch ¢ Enz &n . Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes 11
ist ¢ eine wohldefinierte Losung zum Anfangswert X innerhalb von Q.
Um ihre Maximalitat zu zeigen, betrachte beispielsweise

Js=Jn[0,00)=[0,b), 0<b [ed

Ist b = o0, so ist J+ sicher maximal. Sei also b < co. Gébe es eine Lésung zum
selben Anfangswert Uber den Zeitpunkt b hinaus, so existierte lim¢pp(t), und
der kompakte Kurvenabschnitt ¢ ([0, b]) wére im Innern einer der kompakten
Mengen K, enthalten. Dies aber widerspricht der Definition der Intervalle I
und J. [

Der maximale Fluss eines Vektorfeldes v ist die Blindelung aller seiner
maximalen Lésungskurven. Wir setzen

—1
== I x{x}={(t,x) [RIxQ :t L]},
x 1
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Abb 6
V
Die Menge =
Q
X JIx

wobei Jx das maximale Existenzintervall der Losungskurve zum Anfangswert x
bezeichnet, und definieren

d: =5 Q, (t,x) [CPlt,x)
genau wie im Fall des globalen Flusses. Dann gilt folgender

Satz Die Menge = ist eine o [ede Umgebung von {0} x Q [RIx Q, und & ist
ein maximaler Fluss auf Q bestehend aus maximalen Lésungskurven des
Vektorfeldes v. [ 1

[T Dies ist als Ubung tberlassen g. (I

Lokal gilt fir den maximalen Fluss dasselbe wie fir den globalen Fluss im
Flusssatz 16, also

PO(x)=x, O =0 (d%(x)),

wann immer alle Ausdricke definiert sind.

17.5
Konjugation von Vektorfeldern und Flissen

Um eine Di Lerknzialgleichung zu verstehen, kann man nach geeigneten
Koordinaten suchen, in denen sie besonders einfach wird - das ist die sogenannte
Transformationsmethode. Damit stellt sich die Frage, wie sich Vektorfelder und
Di Lerknzialgleichungen unter Koordinatentransformationen Gberhaupt transfor-
mieren.

17.23
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Abb 7 Zum Transformationsgesetz

v (x) u
DT

= Transformation von Vektorfeldern

Gegeben seien ein Vektorfeld v auf einem Gebiet Q in V und ein Di [ed+
morphismus

T: Q-0

von Q auf ein weiteres Gebiet © in V. Das transformierte Vektorfeld w auf ©
ist natdrlicherweise dadurch charakterisiert, dass T Losungskurven ¢ von v in
Lésungskurven Y von w abbildet. Fur die Kurve =T < ¢ soll also gelten

B =(T>d) = (DT >P)p = (DT > P)v(P)
= W(W) =w(T = ).
Vergleich beider Gleichungen ergibt
w(T = ) = (DT = p)v().
Betrachten wir ¢ = ¢ (t,x) zum Zeiptunkt t = 0, so erhalten wir
w(T (X)) =DT(X)v(x), x L[
Damit erhalten wir folgendes

Transformationsgesetz  Ein Di[edmorphismus T: Q - © transformiert ein
Vektorfeld v auf Q in ein Vektorfeld w auf ©® gemal der Gleichung

WeT =DT-v. 1

Diese Gleichung lasst sich sowohl nach v als auch nach w auflésen. Aufl6-
sen nach w ergibt

w=DT-veT ! Thw

Man transportiert also v von Q mit der Tangentialabbildung DT weiter nach ©,
weshalb man T den push forward von v nennt. Auflésen nach v ergibt

v=DT lwoT CTIW.
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Man holt also w mit der inversen Tangentialabbildung DT~ von © zuriick
nach Q, weshalb man T " den pull back von w nennt. Beide Gleichungen sind
aquivalent, aber die zweite ist technisch meist einfacher, da nur die lineare Abbil-
dung DT invertiert wird statt der im Allgemeinen nichtlinearen Abbildung T .

Definition Zwei Vektorfelder v auf Q und w auf © heiBen C!-konjugiert,
falls es einen Di [edmorphismus T: Q - © gibt,sodass Tpwyw=w. [ 1

Bemerkung Das Vektorfeld T v ist auch erklart, wenn T nicht surjektiv
ist, sondern eine sogenannte Einbettung. Dagegen ist T "w auch erklart, wenn T
nur ein lokaler, aber kein globaler Di Ledmorphismus ist. Dies ist beispielsweise
bei den Polarkoordinaten der Fall — siehe nachstes Beispiel. [1

[I"Praktisch transformiert man Vektorfelder durch direktes Di Cerknzieren der
Gleichung Y =T - ¢ statt die Transformationsformel zu bemuhen.
a. Ist x = Ax und y = Tx mit einem Isomorphismus T: V - V. Dann ist

y =(Tx) =Tx =TAx =By =BTx,
also TA =BT . Somit erhalten wir
A=TB'=T71BT, B=TA=TAT %

wobei T MHier nicht die adjungierte Abbildung zu T bezeichnet.
b. Betrachte das Vektorfeld v(x) = x2 auf R™=2 R [{q}. Mit

1
T: R R x=-—=
erhéalt man —
. > 1 . 1I:I
X =X :—2: —_— :—2_
y Yy y

Man erhélt y = 1. Also ist
TN=1, TFv,

wenn 1 das konstante Vektorfeld mit Wert 1 bezeichnet.
c. Die Abbildung

(r,0) (A, y)=(rcos8,rsind)

definiert Polarkoordinaten in der Ebene aulerhalb des Nullpunkts. Sie ist ein
lokaler, jedoch kein globaler Di Ledmorphismus. Daher ist lediglich der pull back
definiert. Eine direkte Rechnung ergibt

X =Fcos0 —r0sino,

y =Fsin® +r6coso.
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Abb 8 Konjugation von Flissen

Q

\‘—/'/@'(/x)
X

Ht
Q Q
T T T T
Wt
] [C]
ﬁ@
u
<)

Multiplikation der ersten Gleichung mit X = r cos 0, der zweiten mit y —r sin©
und Addition ergibt

XX +YYy =ricos’0+risin?6 =rr,

also
P XX +Yyy
- .

Analog erhalt man

6= XY Y%
r

Diese Gleichungen sind fur r > 0 wohldefiniert. [Tl

= Konjugation von Flissen

Koénnen zwei Vektorfelder durch einen Di Ledmorphismus ineinander trans-
formiert werden, so betrachtet man diese als dquivalent. Ihre Losungskurven
werden dann ebenfalls durch diesen Di Ledmorphismus aufeinander abgebildet —
das war ja auch der Ausgangspunkt des Transformationsgesetzes.

Zunéachst die Definition. Fltsse bezeichnen wir von nun an wieder mit kleinen
griechischen Buchstaben, da sie ohnehin aus Lésungskurven bestehen.

Definition  Zwei Flisse ¢ auf Q und g auf © heiRen lokal C1-konjugiert, falls
es einen Di Ledmorphismus T : Q - © gibt, so dass

Toq;.t:wto'r
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in einem o [eden t-Intervall um O fiur jeden Anfangswert in Q. Mit anderen

Worten, es kommutiert das in Abbildung 8 links stehende Diagramm. [ 1
25 Satz

Zwei Vektorfelder sind C1-konjugiert genau dann, wenn ihre Flisse lokal
Cl-konjugiert sind 1

[ ——¥ind die Flusse lokal konjugiert, so gilt fur jedes x
To q)t = th T

lokal um jeden Punkt auf einem kleinen t-Intervall um 0. Ableiten nach t bei
t = 0 ergibt dann DT (¢$p°)P° = (% - T. Mit $° =v und ¢° = w folgt
DT-v=w-oT.

Also sind auch die Vektorfelder konjugiert.
[Es gelte umgekehrt die letzte Gleichung. Dann gilt lokal um t =0
(T = ") =DT ()" =DT(d V(")
=(DT-v) - o'
=(WeoT)edt =w(T < Y.

Somit ist T o pt(x) eine lokale Lésungskurve des Vektorfeldes w zum An-
fangswert T (x). Dasselbe gilt aber auch fiur die Kurve (T (x)). Aufgrund des
Ee-Satzes ist also T (¢p'(x)) = Pt(T (x)) fur kleine t, sprich

Toept=yteT. mmm

Bemerkung O [Cendsichtlich kann man Flisse auch topologisch konjugieren
— also per Hombéomorphismus —, Vektorfelder aber nicht, da die Jacobische eines
Homoomorphismus ja nicht definiert ist. Man nennt daher Vektorfeld topologisch
konjugiert, wenn ihre Flisse topologisch konjugiert sind. Dieser wesentlich fle-
xiblere Konjugationsbegri [isit fur das Studium dynamischer Systeme wichtig. [

= Der Rektifizierungssatz

Wir kénnen nun den einfachsten Satz in der Klassifikation von Vektorfeldern

beweisen. Er betri [fihre Gestalt lokal um reguléare Punkte.

Definition  Ein Punkt p heif3t singularer Punkt eines Vektorfeldes v, falls
v(p) =0.

Andernfalls hei3t er regularer Punkt. I

26 Rektifizierungssatz

Lokal um einen reguléaren Punkt p ist ein C1-Vektorfeld
Cl-konjugiert zu einem konstanten Vektorfeld. [
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462 17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

Abb 9 Der Rektifizierungssatz

e )

. \ ~
\/’

e1 =T v ~ -

[T Wir betrachten den Standardfall eines Vektorfeldes v = (v1,..,vp) auf
dem R"™. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass

p =0, v1(0) 0.

Es existiert dann eine Umgebung | x U von (0,0) [CRIx R", auf der der Fluss
von v erklart ist und eine C1-Abbildung ¢: | x U — R" definiert.

Auf einer noch festzulegenden kleinen Umgebung W von 0 CRI' definieren
wir damit eine Abbildung

T: W - R", u [IqQu)=¢"(0,0),
wobei u = (uy,..,up) und 4 = (uUz,..,up). Fur diese Abbildung gilt dann
T _
30, @ =&, u)% $°(0) = v (0)
Ui 0

und - indem wir erst t = 0 setzen und dann nach u; di Lerknzieren —

oT GLON .
an(O)—an(O)—e., 2 Al
Also ist
1
© 0 ...0
1 [
ory= T _ 4@ 1.0
Cooup
vn(©) O ... 1
und somit

detDT (0) = v1(0) ZO0.

Also ist T ein lokaler Di [edmorphismus. Wahlen wir also W hinreichend klein,
so ist T ein Di Ledmorphismus von W auf eine Umgebung von T (0) = 0.
Diese Abbildung T konjugiert die Flisse von e; und v. Der Fluss von e; ist

P'(u) =u+te; = (U +t,Uz,...,Up).
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Konjugation von Vektorfeldern und Flussen — 175

Abb 10 Definition der Abbildung T

@Y1 (0, G),= T (u)

Mit der Definition von T folgt
(' =TH(W) =" = "1 (0,0)
= ¢ (0,0)
=T(t+u, ) =T = Pi(u).
Also gilt
PteT =Ty
Da T die Flusse von v und e; konjugiert, konjugiert T auch die Vektorfelder
selbst p5. I

Damit ist klar, dass regulare Punkte eines Vektorfeldes lokal vollig uninter-
essant sind. Interessant sind nur die singuléren Punkte — wie im richtigen Leben.
Dies ist allerdings nur ein lokales Bild. Es erlaubt keinerlei Aussage Uber das
globale Verhalten der Lésungskurven — ob es sich beispielsweise um periodische,
quasiperiodische oder chaotische Bahnen handelt.
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