Reihen

Folgen besonderer Art sind unendliche Summen

)
ak=a; +ax+...
k=1
reeller oder komplexer Zahlen, denen wir bereits in einigen Beispielen des Ab-
schnitts 5.4 begegnet sind. Da man nicht samtliche Glieder einer Folge (ax) auf
einmal summieren kann, steht eine solche Summe genauer fir die Folge der
Partialsummen

U |
Snh = ag, n CT)

k=1

die man in gewohnter Weise untersuchen kann.

6.1
Konvergenz

Eine Zahlenreihe oder kurz Reihe ist ein Ausdruck der Form

1
agx =a; +taz+..
k=1

mit reellen oder komplexen Gliedern aj,az,.. . Die endlichen Summen

LN |
sn [1 ag, n CTI]
k=1

heiRen die n-ten Partialsummen dieser Reihe.

6.1



136 6 — Reihen

Definition Die Reihe [ _; akx heil3t konvergent, wenn die Folge ihrer Partial-
summen konvergiert. Ihr Grenzwert heil3t Wert dieser Reihe, es gilt dann
1 U |
ag I:IIhgo ak.
k=1 N =1
Konvergiert die Folge der Partialsummen dagegen nicht, so heil3t die Reihe
divergent. [1

Die Summation kann nattrlich auch bei jedem anderen Index begilnEp,
nicht nur bei 1. Kommt es auf den Startindex nicht an, schreibt man auch | ax.

Bemerkung Eigentlich ist zu unterscheiden zwischen der formalen Reihe

)
ak,
k=1
deren Konvergenz noch nicht fest steht und die auch divergieren kann, und der
konvergenten Reihe

1 1
ax = lim ag.

Nn-oo

k=1 k=1

Die formale Reihe steht fur die Folge ihrer Partialsummen, unabhéangig von deren
Konvergenz, die konvergente Reihe fur deren Grenzwert, wenn er existiert. Dieser
Unterschied kommt in der allgemein Ublichen Notation fiir Reihen nicht zum
Ausdruck. [1

[TBeispiele Die Partialsummen der Quadratreihe

P41 1 1
—2=1+Z+§+,,
k=1 K

sind monoton steigend, da alle Summanden positiv sind. Sie sind auch beschrankt,
denn

T——i'_lz‘;:ll _ @1 1I:_|1 1 -1
> _ - _ - = - .
k=2k k=2 k(k—1) k=2 k—1 Kk n

Aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz 514 konvergieren die Par-
tialsummen, und die betrachtete Reihe ist konvergent. Ubrigens wusste bereits

Euler, dass
g N | 2
== o
kel k 6
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Konvergenz — 6.1

[Die geometrische Reihe
g“=1+q+qg?+..
k=0
konvergiert fur |q| < 1. Denn fur die Partialsummen gilt ja 313
1 1_gn+t

q<=

, q=Z1
k=0 1-q

Mit g™ = 0510 fir |g| <1 und den Grenzwertgleichungen s; folgt die Kon-
vergenz der Partialsummen, und wir erhalten

a°=-—— lal<l
k=0

FOr |q| st die Reihe dagegen o [ensichtlich divergent. [1T1]

= Zwei elementare Kriterien

—1
Cauchykriterium Die Zahlenreine | ax konvergiert genau dann, wenn es zu
jedem € > 0 ein N [TIlgibt, so dass

™1
ay 3 m>n[CNl [ I

k=n+1

[T Wegen

B
ak ISm — snl

k=n+1

ist dies das Cauchykriterium 52> fur die Folge der Partialsummen (sn). [l
Eine notwendige Voraussetzung ist au3erdem das

1
Nullfolgenkriterium Ist die Reihe | ax konvergent, so bilden ihre Glieder ak
eine Nullfolge. [

[ Konvergiert die Folge der Partialsummen, so folgt fur an = sp —Sp-1
aus den Grenzwertgleichungen s g

liman =1lim(sp —spn-1) = limsp —limsp-1 = 0. [T

Konvergieren die Glieder ax nicht gegen 0, so kann die Reihe %Ik also
nicht konvergieren. Aber natiirlich ist das Nullfolgenkriterium nicht hinreichend
fur die Konvergenz einer Reihe, wie das folgende Beispiel zeigt — das wére ja
auch zu einfach und dieses Kapitel tUberflussig.

11.12.2017 — 10:49 6.3
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[Die harmonische Reihe

ist divergent, denn die Partialsummen sind monoton steigend, aber es gilt

g L— IIIZ'::[ n 1

S2n —Sn = - P .
k=n+1 K k=n+1 2n 2n 2

Sie bilden somit keine Cauchyfolge. Da die Partialsummen monoton wachsen,
konvergiert die harmonische Reihe uneigentlich gegen oo.

Die Grenzwertsatze fir Folgen Ubertragen sich auf dem Weg tGiber die Parti-
men zu entsprechenden Satzen fur Reihen. Si%um Beispiel (ax und
k bk konvergente Reihen, so ist auch die Reihe | (Aax + pbk) konvergent,

und es gilt
— —1 [
(ARak +pb) =A  ak+p bk
k k k

Wir fuhren das nicht weiter aus.

6.2
Absolute Konvergenz

In einer endlichen reellen Summe ist es kein Problem, die Reihenfolge der
Summanden beliebig zu andern - die Summe andert sich dadurch nicht. In einer
unendlichen Reihe ist dies aber keineswegs immer so. Dazu bedarf es einer
starkeren Form der Konvergenz.

—1
Defini'ﬁ Eine Reihe | akx heillt absolut konvergent, wenn ihre Absolutreihe
k lak| konvergiert. Eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe
heifldt bedingt konvergent. [

Satz von der absoluten Konvergenz Eine Reihe ist absolut konvergent genau
dann, wenn ihre Absolutreihe beschrankt ist. Jede absolut konvergente Reihe
ist auch konvergent, und es gilt die Dreiecksungleichung

— 1
H a1 Ja]. 1
k=1 k=1

—1
[T Die Folge der Partialsummen der Absolutreihe | |ak| ist monoton
steigend. Aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz 514 konvergiert

6.4



Absolute Konvergenz — 6.2

sie genau dann, wenn sie beschrankt ist. In diesem Fall erftllt sie auch das
Cauchykriterium. Wegen

ax lax|
k=n+1 k=n+1

erfullt dann auch die Reihe | ax das Cauchykriterium ;, ist also konvergent.
Fur jede endliche Summe gilt auRerdem

1
ax ﬂj%L

k=1 k=1

Da die rechte Seite monoton mit n steigt und konvergiert, gilt dann auch

== i
H a1 Jax], n C0

k=1 k=1

Da die Partialsummen auf der linken Seite konvergieren, folgt durch Grenzlber-
gang die allgemeine Dreiecksungleichung. [

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht — sonst ware der Begri C_dér absoluten
Konvergenz ja auch nicht nétig. Eine Reihe kann also konvergieren, wahrend
ihre Absolutreihe divergiert. Das klassische Beispiel hierfir ist die alternierende
harmonische Reihe, die wir weiter unten betrachten 14.

Wir beschreiben nun genauer, in welchem Sinn absolut konvergente Reihen
in beliebiger Reihenfolge aufsummiert werden kénnen. Eine Umordnung einer
Reihe | ak ist gegeben durch eine Bijektion

o: NN,

—1
die zugehorige umge[QEJpete Reihe ist y ag ). Es treten also genau dieselben
Summanden wie in  ax auf, nur in anderer Reihenfolge. Interessant ist dies
naturlich erst, wenn unendlich viele Summanden umgeordnet werden.

—1
Umordnungssatz Ist die Reihe | ax absolut konvergent, so ist auch jede Um-
ordnung dieser Reihe absolut konvergent, und der Wert der Reihe &ndert sich
nicht. [

1
[T Sei o : N - N eine beliebige Bijektion. Da die Reihe |k absolut
konvergiert, existiert zu jedem € > 0 ein N [T] so dass

™1
lak] <k, m>n [Nl
k=n+1

Dann gilt mit n =N und m - oo auch

) S |
lak| C£l1
k=N+1

6.5
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140 6 — Reihen

—1
Die Glieder aj, ..,an haben in der umgeordneten Reihe | 95k maximal den
Index M = max{c (1),..,0(N)}. Fir n [Nlund m [M gilt dann

%:1  — -
ak—  agk lak] Cg]1 1)

k=1 k=1 k=N+1

denn in der Di Lerknz heben sich die Glieder as, .., an auf, wéhrend jedes weitere
Glied sich entweder ebenfalls aufhebt oder genau einmal stehen bleibt. Durch
Grenzubergang n - oo erhalten wir hieraus
E:  L—

ak — Ao (k) m ML
k=1 k=1

Da zu jedem € > 0 ein solches M existiert, folgt die Konvergenz der umgeordne-
ten Reihe gegen den Wert der urspriinglichen Reihe. Es gilt also

Ag k) = ak.
k=1 k=1

Bleibt noch zu zeigen, dass auch die umgeordnete Reihe absolut konvergiert.
Dazu genlgt es zu bemerken, dass (1) mit demselben Argument auch fur die
Betrage gilt, also
é: ) L

|ak| - |a0(k)| m M.
k=1 k=1

—1
Also ist km%g(k) %eschrankt und damit konvergent. [

Dass dieser Satz nicht selbstverstandlich ist, demonstriert der komplemen-
tére Satz Uber bedingt konvergente Reihen.

7 Riemannscher Umordnungssatz Ist eine reelle Reihe konvergent, aber nicht
absolut konvergent, so existiert zu jeder reellen Zahl s eine Umordnung
dieser Reihe, die gegen s konvergiert. |

[T Beweisskizze  Setzen wir
a’ = max{a, 0}, a = -—min{a,0},

sogilta=a*—a und

Die linke Seite konvergiert fir n - oo nach Voraussetzung. Wurde einer der
beiden Reihen auf der rechen Seite konvergieren, dann auch die andere. Konver-
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Konvergenzkriterien — 6.3

gieren aber beide, so konvergiert auch

I'_+I 1 1
a, + a, = lakl| ,
k=1 k=1 k=1

die Reihe wére also absolut konvergiert. Da dies nicht der Fall ist, gilt also
ay, = oo, ay, = oo,

Sei nun s > 0 eine beliebige reelle Zahl. Wir setzen sg = 0 sowie K = K; =0
und definieren induktiv

1 . 1
Sp=Sn_1+ ay, Sp =Sh— a, n [T]
Kh-1<k K3 K;,_y <k K3
wobei
— 1 —
K{, Cmin K:s;_;+ a;>s ,
K" _, <k K1
(. | m— .
K, Cmin K: s} — ag<s
Kih_q <k [K1

Da die hier auftretenden Summen fir K - oo divergieren, sind die betrachteten
Mengen nicht leer und K}, und K;, wohldefiniert. Aus dieser Konstruktion folgt
sy <s <s;, furalle n mit

sn—s [Cak:, s—s, [ak..

Wegen K& - oo und an - 0 fur n - oo zeigt dies, dass s;, und s; gegen s
konvergieren. [

6.3
Konvergenzkriterien

Das einfachste Konvergenzkriterium ergibt sich aus dem Vergleich einer
Reihe mit einer konver@en Majorante. Dabei heil3t eine reelle Reihe |, bp
Majorante einer Reihe [ an, wenn

lan| b
fur alle hinreichend grof3en n gilt.

Majorantenkriterium  Besitzt eine Reihe eine konvergente Majorante, so ist sie
absolut konvergent. [

6.7
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142 6 — Reihen

[T Nach Voraussetzung existiert ein N [T] so dass

T 1 T 1 i 1
Ian I 1 bn 1 bn < oo,
Nn=N n=N n=N

1
Also ist die Absolutreihe |, |an| beschrankt, und die Behauptung folgt mit dem
Satz von der absoluten Konvergenz 5. [l

Es gibt auch ein entspr%ndes Minorantenkriteriu;n;l Gilt a, by, COXfar
fast alle n und divergiert bp, so divergiertauch ,an.

Die Wahl spezieller Majoranten fuhrt zu handlichen Konvergenzkriterien.
Besonders einfach und praktisch sind das Wurzel- g und das Quotientenkriteri-
um 10, die auf der geometrischen Reihe als Majorante beruhen. Dabei greifen wir
auf die Definition der n-ten Wurzel vor, die erst in Abschnitt ?? erfolgt. Die Ergeb-
nisse dort sind aber unabhéangig von diesem Kapitel, so dass keinl%elschluss
vorliegt. — Im Folgenden betrachten wir immer eine Zahlenreihe | an.

9 Wurzelkriterium Konvergiert die Folge (" |an|) und gilt
1
rI1im "lan] <1,

—1
so ist die Reihe |, an absolut konvergent. Gilt dagegen
—
lim " |an| > 1,

n-oo

so ist die Reihe divergent. [ 1

[ Im ersten Fall existiert ein g mit 0 < g <1 und ein N [I]so dass
1
"lan]l <g<1, n N1

L1
Also gilt |an| CgYf fur n I]jﬂﬂund die geometrische Reihe |, g" bildet eine
konvergente Majorante zu ,an.

Im anderen Fall ist |an| [ fur fast alle n. Somit bilden die a, keine
Nullfolge, und die Reihe divergiert 3. [l

[I"Beispiele a. For die Reihe

Nz"=1+z+2"2%+ ..

n=0

erhalt man 513
b O y 0d

lim"nr|z"= lim"n |z|.
n-oo n- oo

Somit konvergiert sie absolut fur jedes z CClmit |z|] <1 und jedes r [NL

6.8
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b. Fidr die Reihe

L4l 1 1
o Tty
nIZI:r1
gilt dagegen 513
1 1
n-co " Nr lim"™ n

Somit ist das Wurzelkriterium nicht anwendbar. Tatsédchlich konvergiert die Reihe
flr r > 1 und divergiert fir r [Il,. [T

Quotientenkriterium  Gilt an # 0 fur fast alle n und konvergiert die Folge
sukzessiver Quotienten (|Jan+1/an|) mit

. ]a
Ilm I n+1| < 1,
n-e |an]
so ist die Reihe , an absolut konvergent. Gilt dagegen

. a
lim I n+1|

>1
n-eo |an|

so ist die Reihe divergent. [

[T Im ersten Fall gibt es ein g mit 0 < g <1 und ein N [I]so dass

a
Mmkl, n [N

ER

Also ist |an+1| Cglan| fur n NI, und mit Induktion folgt

lanl Cg?™NJanl =cq”,  c=q"|anl.
Alsoist ,cq" eine konvergente Majorante.

Im anderen Fall gibt es ein N [I]so dass |an| [Jdn-1] C1CJdn]| > O fir
n [Nl Somit bilden die a, keine Nullfolge, und die Reihe divergiert. [Tl

[Die Exponenzialreihe

n=0 "’
ist fur jedes z [Clabsolut konvergent. Fir z = 0 ist dies trivial, und fur z #0
gilt

lansl _ [zI™ nt |z

lanl ~ (n+1)!|z|" n+1

n - oo, (I I

Sind das Wurzel- und das Quotientenkriterium nicht anwendbar, weil die
entsprechenden Ausdriicke gegen 1 oder gar nicht konvergieren, so hilft oft das

6.9
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Verdichtungskriterium  Sei (an) eine monoton fallende Nullfolge. Dann gilt

1 1
an [1 2”a2n.
n 11 n [0

Das heildt, beide Reihen sind entweder konvergent oder divergent. [

[ Auf Grund der Monotonie der an, gilt

1 1
a; [1 Aok = 2ka2k
2K<i [2KFL 2k<i (2Kt
und
1 1
aj [1 Aok+l = 2ka2k+1
2k<j [2KL 2k<j [2Ki1

fur alle k O] Summieren wir Uber k =0, .., n, so erhalten wir

— 2/ r—
2%ame1 1 ax 1 2Xag.
k=0 k=2 k=0

Konvergiert die rechts stehende Reihe, so konvergiert auch %Ik. Konvergiert
letztere Reihe, so konvergiert auch die linke Seite, und damit auch wieder die
rechte Seite. Im Fall der Divergenz argumentiert man ebenso. Somit haben beide
Reihen dasselbe Konvergenzverhalten. [T

[Die Zetafunktion

an) = Ij}I*=1+—+—+..
nD:r]l’ 2[’ 3r
konvergiert fir r > 1 und divergiert fur r [ !. Denn fur r > 1 bilden die
Summanden eine monoton fallende Nullfolge, und die verdichtete Reihe
1 1 1 1 1

MGy T 2= atas

or—1 <1,

n=0 n=0 Nn=0
ist eine konvergente geometrische Reihe. FUr r [CTlist die harmonische Reihe

eine divergente Minorante.

Die bisherigen Konvergenzkriterien betre [ef die absolute Konvergenz. Die
bedingte Konvergenz ist aufgrund des Umordnungssatzes subtiler. Daher erwéh-
nen wir nur das einfachste Kriterium flr sogenannte alternierende Reihen. Dies
sind reelle Reihen der Form

1
(-Dapn=ap—ar+a—.. ,
n=0

! Reelle Exponenten werden in Abschnitt 3 erklart. Im Moment geniigt es, r [Zlanzunehmen.
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wobei an [COIfdr alle n.

13 Leibnizkriterium Ist (an) eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die
alternierende Reihe

1
-D"aph=ag—a;+a—... [
n=0
[T Far die Partialsummen dieser Reihe erhalten wir
S2n+1 — S2n-1 = @z2n — azn+1 Q]
Son+2 — S2n = @on+2 —azn+1 [O)
S2n+2 — Sz2n+1 = Azn+2 QI

Somit ist

sp Ld0sdh—-1 Csgh+1 Esdh+o sy, 1S4, n 1l

Die ungeraden Partialsummen sind also monoton steigend, die geraden Partial-
summen monoton fallend, und beide sind beschrankt. Somit konvergieren (szn)
und (s2n-1). Da

0 [sdh —s2n-1 = azn [0)

haben sie auch denselben Grenzwert. Also konvergiert die gesamte Reihe. [

14 Die alternierende harmonische Reihe
1 1 1 1 1

—)+HlZ ] 4
n=1( ) n 2 3 4

konvergiert nach dem Leibnizkriterium 13, denn 1/n [d. Ihr Wert ist tbri-
gens log2. [l
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