Stetigkeit

Mit dem Begri [_der Stetigkeit verbindet sich die Vorstellung einer Bewegung
ohne abrupte Spruinge, oder einer Kurve, die man >in einem Zug und ohne
abzusetzen< zeichnen kann.

Naturlich ist dies keine mathematische Definition. So gibt es stetige Kurven,
die ein Quadrat vollstandig ausftllen und sich damit jedem Zeichenversuch ent-
ziehen. Oder es gibt Funktionen, die in irrationalen Punkten stetig, in rationalen
Punkten dagegen unstetig sind.

Dennoch weist die naive Vorstellung in die richtige Richtung. Wenn man
sich mit dem Argument einer Funktion einem festen Punkt n&hert, so sollten sich
auch die zugehorigen Funktionswerte einem festen Wert ndhern, und nicht wild
herumspringen. Beschreiben wir den Abstand zum festen Punkt durch & und
den Abstand zum festen Wert durch €, so erhalten wir bereits den Begri C_der
Stetigkeit in einem Punkt in der heute Ublichen g-d-Charakterisierung.

Anders als in der naiven Vorstellung ist diese Stetigkeit aber lediglich eine
lokale Eigenschaft. Sie kommt einem einzelnen Punkt im Definitionsbereich zu
und hangt ausschlieRlich vom Verhalten der Funktion in einer kleinen Umgebung
dieses Punktes ab. Im >ndchsten< Punkt kann alles schon ganz anders aussehen . ..

Erst die Stetigkeit in allen Punkten des Definitionsbereichs kommt der naiven
Vorstellung naher. Sie bildet die Grundlage fiir so fundamentale Satze wie den
Zwischenwertsatz, den Satz Uber Umkehrfunktionen oder den Satz Giber Minimum
& Maximum.
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7 — Stetigkeit

7.1
Stetige Funktionen und Abbildungen

Wir betrachten zuerst Funktionen
f: R[OD- R,

wobei dies fur D Rl [Tl D - R steht. Typischerweise ist D ein Intervall, aber
es kann auch eine beliebige andere Menge sein.

Definition Eine Funktion f: R DI - R heif3t stetig im Punkt a [CDI, wenn es
zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass

tD[f—-a]l<d JF@)—f(@)|<e. [ 1 1)
Mit Quantoren stellt sich die Bedingung folgendermallen dar:

[CJi—a|<d- |[F(t)—F(@)| <e. 2

11
€>0 5>0 t[D1

Ausgedrickt mit Umgebungen bedeutet dies, dass es zu jedem € >0 ein >0
gibt, so dass f jeden Punkt in Us(a) n D auf einen Punkt in U (f(a)) abbildet.
Es gilt also

t LUs(2) nD L[ H(t) LULI(F(a)), (3)
oder kirzer
T(Us(a) n D) CUL(F(a)). 4)

Fur den Graphen von f bedeutet dies, dass es zu jedem horizontalen
e-Streifen W = U (f(a)) um den Bildpunkt f(a) einen vertikalen &-Streifen
V = Us(a) um den Urbildpunkt a gib, so dass der Graph von f Uber V n D ganz
in W enthalten ist — siehe Abbildung 1.

Man beachte, dass in (1), (2) und (3) nur solche t [CU}(a) betrachtet werden,
die auch zum Definitionsbereich D von ¥ gehoren. Es wird nicht vorausgesetzt,
dass T auf der gesamten d-Umgebung von a definiert ist.

[ Hwei triviale Beispiele a. Jede konstante Funktion f: R - R, f(t) =c,
ist in jedem Punkt von R stetig.
b. Jede lineare Funktion f: R - R, f(t) = mt ist in jedem Punkt stetig.
Denn zu € > 0 brauchen wir nur 6 = &/(1+|m|) zu wéhlen. Istdann |t —a| < 9J,
so wird

|F(t)—F(@)|=|mt—ma| Jh||t—a] <|m|d <Ee. o

Definition Eine Funktion f: R [DI- R heil3t unstetig im Punkt a [CDI, wenn
sie dort nicht stetig ist. [ 1
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Abb 1

Im Punkt a stetige @

Funktion =
I
>

PN

f(a) W = Ue(F(a))

Somit ist ¥ im Punkt a unstetig, wenn es ein € > 0 gibt, so dass in jeder
d-Umgebung von a wenigstens ein Punkt t [DlI existiert, so dass f(t) nicht in
Ug(F(a)) liegt. Oder mit Quantoren:

1T Jt—al <o OA() —f(a)| C=1

£>0 5>0 t [D]1
Dies ist die logische Negation der Aussage (2).

Stetigkeit in einem Punkt ist eine lokale Eigenschaft. Das heil3t, sie hangt
nur vom Verhalten der Funktion in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses
Punktes ab. Mehr noch, man kann von der Stetigkeit in einem Punkt a nicht auf
die Stetigkeit in einem anderen Punkt b schlie3en, auch wenn er noch so nahe
bei a liegt. Ein Beispiel hierfur ist die Thomaefunktion .10 .

Nun noch die globale Stetigkeit.

Definition Eine Funktion f: D - R heil3t stetig auf D, oder kurz stetig, wenn
sie in jedem Punkt von D stetig ist. [

Umgekehrt ist £ auf D unstetig, wenn sie in wenigstens einem Punkt von D
unstetig ist. Ein unstetiger Punkt gentgt also, um die Stetigkeit auf ganz D zu
ruinieren.

[a. Die Betragsfunktion t [T} ist auf R stetig.

Abb 2

Im Punkt a unstetige /\

Funktion o

@
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Abb 3

Signumfunktion 16

b. Die Vorzeichen- oder Signumfunktion
[

= >0

sgh: R - R, sgn(t):%, t=0
=1, t<O

ist in O unstetig und in allen anderen Punkten stetig.
c. Die GauRklammer t [f] ist in jedem Punkt a [CRI [Zlstetig und in
jedem Punkt a [Zlunstetig.

d. Die Dirichletfunktion
1
L4 t

5: R-R, 5(t)=@ -

ist in keinem Punkt stetig.

e. Ist f: D - R stetig, so ist auch die Einschrankung von f auf eine
beliebige Teilmenge von D stetig. Fur die Stetigkeit ist es daher unerheblich, ob
die Definitionsmenge D eine >schéne« Menge ist. 111

= Stetige Abbildungen

Der Begri [Cdér Stetigkeit ist nicht nur fur reellwertige Funktionen auf der
reellen Geraden erklart. Er ist auch sinnvoll fiir Abbildungen zwischen Raumen,
in denen in irgendeiner Weise ein Abstand definiert ist. Als erste Verallgemeine-
rung in diese Richtung definieren wir nun Stetigkeit fur Abbildungen zwischen
normierten Vektorraumen. Fir den Anfang kann man sich darunter den R" und
R™ mit der euklidischen Norm vorstellen.

Seien (E, Ig) und (F, [Ig) normierte Vektorraume und

f: E[DI-F

eine Abbildung, wobei D eine beliebige Teilmenge von E sein darf. Die Stetig-
keitsdefinition ; Ubertragt sich auf diese Situation, wenn wir den reellen Betrag
durch die entsprechenden Normen ersetzen.

7.4
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Abb 4 Im Punkt a stetige Abbildung

CFUs@)

Ua(a) Ue (F(a))

Definition Eine Abbildung f: E [DI- F heilt stetig im Punkt a [DI, wenn es
zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass

x [Dl [TXl—algkd [IF(x)—f(@)Fke. —1
Um dies wie in (3) und (4) durch Umgebungen auszudriicken, sei
Us(a) ={x [El. XI—algk &},
Ue(b) ={y LELl M—-blke}.
Dann erhalten wir folgende

Aquivalente Definition Eine Abbildung f: E - F heilt stetig in a [DI,

wenn zu jeder e-Umgebung um f(a) eine d-Umgebung um a existiert, so
dass

f(Us(a) n D) CUI(F(a)). L[] (5)

Fir D [CR und F = R erhalten wir wieder unsere Definition fur reelle
Funktionen ;.

Globale Stetigkeit ist wie zuvor erklart:

Definition Eine Funktion f: E - F heil3t stetig auf D, oder kurz stetig,
wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist. [
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= Das Folgenkriterium

Der néchste Satz charakterisiert Stetigkeit mithilfe von Folgen. Dies erlaubt
uns, Stetigkeitssatze aus entsprechenden Satzen tber Folgen zu erhalten.

Folgenkriterium Eine Abbildung f: E [ - F ist stetig im Punkt a [
genau dann, wenn fur jede Folge (xp) in D gilt:
lim x, =a [1m f(x,) = f(a). 1

n-oo n-oo

Wichtig: Dies muss fir jede Folge in D mit Grenzwert a gelten, nicht nur
fur eine, die einem gerade gut passt.

[ ——¥ei F stetig in a und (Xn) eine beliebige gegen a konvergierende
Folge in D. Sei € > 0. Dann existiert dazu ein & > 0, so dass

F(x)-f(a) k&, x [O(a) n D.

Wegen X, - a existiert zu diesem & >0 ein N [I] so dass
xXh —algk 9d, n [N

Da alle X, in D liegen, gilt auch x, [CU}(a) n D fur n NI, und wir erhalten
Fl(xn) - f(a)[F<e, n [N

Da fir jedes € = 0 ein solches N [Tlexistiert, gilt f(xn) - f(a).
[ Wir zeigen die Kontraposition. Angenommen, f ist nicht stetig in a.
Dann gibt es ein € > 0 und zu jedem n [Tleinen Punkt x, [CU}l/n(a) n D mit

Fxn) — f(a) el
Wir erhalten eine Folge (Xn) in D mit X, - a, aber f(xn) CE(a). il
Die Negation des Folgenkriteriums 3 ergibt ein handliches

Unstetigkeitskriterium  Gibt es wenigstens eine Folge (Xn) in D mit x, - a,
aber f(xn) CX(a), soist ¥ im Punkt a unstetig. [ 1

[TBeispiele a. Die GauRRklammer ist unstetig in jedem Punkt m [Z] denn
r!im[m—l/n]=m—1¢[m]=m.
b. Die Signumfunktion ist unstetig im Punkt O, denn
limsgn(—1/n) = —1, Aimosgn(lln) =1,

aber sgn(0) =0. [
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Nun noch die globale Version des Folgenkriteriums. Der Beweis sei als Ubung
Uberlassen g.4.

Satz Eine Abbildung f: E [CDI- F ist stetig auf ganz D, wenn sie jede konver-
gente Folge in D in eine konvergente Folge in F abbildet. [

Ist also ¥ auf D stetig und konvergiert die Folge (Xn) in D, so gilt
rI\iﬁngof(xn) = f(rl]ifgoxn).

Bei stetigen Funktionen darf man also >lim< und >f« vertauschen.

= Stetigkeitssatze

Wie bei der Konvergenz von Folgen fragen wir nun, wie sich Stetigkeit mit
Kérper- und Vektorraumoperationen vertragt. Zuerst betrachten wir reellwertige
Funktionen auf einer beliebigen Teilmenge D eines normierten Vektorraums E
und die Kdrperoperationen in R.

Satz  Sind die Funktionen f,g: E - R stetig im Punkt a [, so sind es
auch die Funktionen ¥ +g und fg sowie f/g, falls g(a) #0. [ 1

[T Betrachte zum Beispiel f/g. Ist (xn) eine beliebige Folge in D mit
Grenzwert a, so gilt aufgrund der Stetigkeit von ¥ und g 3

fxn) - (@), gkxn) - g(a).

Wegen g(a) # 0 gilt dann auchs7 F(xn)/g(xn) - F(a)/g(a). Das ist gleichbe-
deutend mit

(F/9)(xn) - (F/9)(®).

Da dies fur jede solche Folge gilt, ist ¥/g in a stetig 3. Alles Ubrige beweist man
genauso. [

Korollar  Sind die Funktionen ¥,g: D - R stetig auf D, so sind es auch ¥ +g
und fg sowie f/g, falls g#0 aufganz D. [ 1

Bemerkung Aufgrund dieses Satzes bildet der Raum
L1 . . 1
C(D) ¥ :D - R : fiststetigauf D

einen linearen Vektorraum Uber R. Da auch das Produkt zweier Elemente in ihm
erklart ist und wieder zu C(D) gehort, ist er sogar eine Algebra. In Abschnitt ??
betrachten wir diesen Raum genauer. [1

7.7
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[T"Aus der Stetigkeit der konstanten Funktionen und der Identitatsfunktion
folgt ¢ die Stetigkeit aller Polynome, also Funktionen p: R - R der Gestalt

p(t) = ant" +ap_1t" 1+ .. +ajt+ag

mit reellen Koe [ziehten ao, .., an . Der Grad eines solchen Polynoms ist Gbrigens
das grofite n, fur das an # 0 gilt, also

gradp =sup{n: an #0}.

Das Nullpolynom p = 0 hat demnach den Grad —oo. Dies ist sinnvoll, denn damit
ist beispielsweise der Grad des Produkts zweier Polynome immer die Summe der
Grade der Faktorpolynome. 111

Fir Abbildungen in einen beliebigen normierten Vektorraum F sind lediglich
Linearkombinationen erklart. Der entsprechende Satz lautet hier 537:

Satz  Sind die Abbildungen f,g: E - F stetig im Punkt a [, so ist es
auch jede Linearkombination Af +pug: D - F. Entsprechendes gilt fur die
Stetigkeit auf ganz D. [ 1

Wir betrachten nun die Komposition zweier stetiger Abbildungen.

Satz Ist F stetig im Punkt a [0 und ist g in einer Umgebung von f(a)
definiert und im Punkt f(a) stetig, so ist auch g - ¥ stetigim Punkt a. [ 1

[T Es sei g in einer Umgebung Ug (F(a)) definiert. Ist nun (Xp) eine Folge
in D mit Grenzwert a, so gilt f(xn) - f(a) aufgrund der Stetigkeit von F 3.
Fur alle hinreichend grofRen n liegt dann f(Xn) in Ug (F(a)). Daher gilt dann
auch g(f(xn)) - g(f(a)) wegen der Stetigkeit von g im Punkt f(a) 3. Somit
gilt auch

(9°F)xn) - (g-F)(>).
Da dies fur jede Folge (xn) mit Grenzwert a gilt, ist g = ¥ im Punkt a stetig. [

Korollar Ist F stetig auf D und g stetig auf einer Obermenge von (D), so ist
auch g o f stetigauf D. [
Die Funktion
—1
t A+t

ist auf R stetig. Denn das Polynom 1 + t? ist auf R stetig und nichtnegativ, und
die Wurzel ist auf [0, o0) ebenfalls stetig — wie wir noch in Abschnitt 2 sehen. 111
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Abb 5
Komposition von °
f g
f und g f(a)
ae e g(f(a))
g-f

= Lipschitzstetige Abbildungen

Eine wichtige und sehr handliche Klasse stetiger Abbildungen bilden die

lipschitzstetigen Abbildungen.

Definition Eine Abbildung f: E [DI - F heil3t lipschitzstetig auf D, wenn es

eine Konstante L [Olgibt, genannt Lipschitzkonstante, so dass
F(u) — f(v) [ OOa- v ] u,v Dl
Eine solche Funktion mit Lipschitzkonstante L heif3t auch L-lipschitz. [

Bemerkungen a. Mit L ist auch jede reelle Zahl L ™ TJeine Lipschitzkon-

stante.

b. Ist F lipschitz auf D, so ist

_ (u) —F(v) ]
L= ?i?m —vigd

die kleinstmdgliche Lipschitzkonstante auf D 4.15.

c. Lipschitzstetige Funktionen heif3en auch dehnungsbeschrankt, was diese

Eigenschaft recht anschaulich beschreibt. [

Die Berechtigung der Bezeichnung ergibt sich aus dem né&chsten Lemma.

Lemma Jede lipschitzstetige Funktion ist stetig. [

M Sei ¥ L-lipschitz. Zu gegebenem € > 0 wahle man d =&¢/(L+ 1) > 0.

Fur alle u, v im Definitionsbereich von ¥ mit [l— v [gk & gilt dann

O(u) - f(v) [([MOa-vigk Ld = L+1£<£'

Da & unabhéngig vom betrachteten Punkt ist, folgt daraus die Stetigkeit von f
auf dem gesamten Definitionsbereich. [

a. Auf jedem normierten Raum sind konstante Funktionen O-lipschitz, und
die Identitat ist 1-lipschitz.

7.9
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b. Auf jedem normierten Raum ist die Norm [-Id-lipschitz, denn dies ist
gerade die umgekehrte Dreiecksungleichung,

s rorStrm-v o

Insbesondere ist die Betragsfunktion |-| 1-lipschitz auf R.
c. Auf C sind die Abbildungen

z [(Rdz, z CImMz, z [z1
samtlich 1-lipschitz. Zum Beispiel ist

|Imz—Imw| = %_Z—W_Wgﬁ_wl_ﬂz_wl =|z—w]|
~ i 2i 2 B '

d. Die Parabel t [E2ist auf R nicht lipschitz, denn fir u > v =0 ist

lu?—v?| _ u?] _
[u—v] [ul

lul

nicht beschrénkt. Sie ist aber lipschitz auf jedem beschrénkten Intervall 5.13.
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7.2
Stetige Funktionen auf Intervallen

Wir betrachten nun einige fundamentale Eigenschaften stetiger reellwertiger
Funktionen auf einem Intervall. Dazu zahlen der Zwischenwertsatz 14, der Satz
Uber Umkehrfunktionen 15, und der Satz vom Minimum & Maximum 1g.

= Zwischenwerte

Zwischenwertsatz von Bolzano Sei f: [a,b] - R stetig und f(a) = f(b).
Dann existiert zu jeder reellen Zahl w zwischen f(a) und f(b) mindestens
ein Punkt ¢ [C(&,b) mit f(c) =w. [

Bemerkung Der Zwischenwertsatz gilt o Cedsichtlich nicht, wenn f nicht
stetig oder der Definitionsbereich kein Intervall ist — siehe Abbildung 7. [1

[T Wir kénnen annehmen, dass f(a) <w < f(b). Andernfalls gehen wir
zur Funktion —f und dem Zwischenwert —w Uber und wenden den folgenden
Beweis darauf an.

Betrachte die Menge

— —
A= t [[a,b]: f(t)<w L[]a,b].

Diese Menge ist beschrankt und wegen a [CAlnicht leer. Somit existiert die reelle
Zahl ¢ = sup A, und es gilt a [l [l Also gehoért ¢ zu [a,b]. Wir wollen
zeigen, dass f(c) =w.

Aufgrund des Approximationsatzes 5 2g existiert eine Folge (t,) in A mit
limpn_ o th = c. Mit der Stetigkeit von ¥ und f(t,) < w fir alle n folgtsg

1im F(tn) = f(c) .

Abb 6 Zwischenwertsatz von Bolzano

fb) e /

f(a) ¢

7.11
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Wegen w < f(b) ist ¢ #b und somit c <b. Ware nun f(c) < w, soware f aus
Stetigkeitsgrinden auch in einer kleinen, ganz in [a, b] enthaltenen Umgebung
von c kleiner als w. Es gébe also ein d [C(d,b) mit f(d) < w. Dann aber wéare
d Al im Widerspruch zur Definition von ¢ als dem Supremum von A. Also gilt
nicht £(c) <w, sondern f(c) =w. [l

Ein wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes liefert die Existenz einer
Nullstelle einer Funktion, also eines Punktes x mit £(x) =0.

Nullstellensatz Ist ¥: [a,b] - R stetig und f(a)f(b) < 0, so besitzt f in
(a,b) mindestens eine Nullstelle. [

[T Entweder ist f(a) <0 < f(b) oder f(a) > 0> f(b). In beiden Fallen
kénnen wir den Satz von Bolzano 12 mit w = 0 anwenden. [

Allgemeiner Zwischenwertsatz  Sei | ein beliebiges Intervall und f: 1 - R
stetig. Dann nimmt ¥ jeden Wert zwischen inf, £ Cdf{f(t):t I} und
sup, ¥ Csdp {f(t) :t [ mindestens einmal an. [

[T Sei infy £ < w < sup, . Dann gibt es aufgrund des Approximations-
satzes 212 Punkte a [(Tlund b [[TImit f(a) <w < f(b). Wenden wir den Satz
von Bolzano 1o auf die Einschrdnkung von f auf das abgeschlossene Intervall
mit den Endpunkten a und b an, so erhalten wir die Behauptung. [l

Bemerkung Alle drei Zwischenwertséatze sind tatséchlich &quivalent: aus
jedem lassen sich die beiden anderen ableiten o.7. [

[ Beispiel Jedes reelle Polynom ungeraden Grades,
p(t) =21 + a,,t2" + .. +ast + ag,

besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. Denn ein solches Polynom definiert eine
stetige Funktion auf R, die fur hinreichend grof3e t positiv und hinreichend kleine

Abb 7 Zwischenwertsatz von Bolzano nicht anwendbar

L
~

kein Intervall unstetige Funktion




Stetige Funktionen auf Intervallen — 7.2

t negativ wird. Die Existenz einer Nullstelle folgt damit aus dem Nullstellensatz ;3.
— Dies gilt nicht fuir Polynome geraden Grades. Das Polynom 1+t2 beispielsweise
besitzt keine reelle Nullstelle. [Tl

Eine Konsequenz des allgemeinen Zwischenwertsatzes betri [T die Gestalt
stetiger Bilder von Intervallen.

15 Intervallabbildungssatz Ist | ein Intervall und f: I - R stetig, so ist

f(H={f@):t [} [
ebenfalls ein Intervall. [

[T Besteht (1) nur aus einem Punkt, so sind wir fertig. Gehdren zwei
Punkte u < v zu f(l), so nimmt ¥ also die Werte u und v an. Dann nimmt
T aufgrund des Zwischenwertsatzes 14 auf | auch jeden dazwischen liegenden
Werte an. Es gilt also auch [u,v] CE{l). Somit enthalt £(I) mit je zwei Punkten
auch alle dazwischen liegenden Punkte. Per definitionem ist f(l) damit ein
Intervall. [T

= Umkehrfunktionen

Die Frage, wann eine stetige Funktion auf einem Intervall bijektiv und damit
umkehrbar ist, lasst sich vollstdndig beantworten. Die entscheidende Eigenschaft
hierfur ist die strenge Monotonie.

Definition Eine Funktion f: R DI - R heif3t monoton steigend, falls
u<v [A(u) CFv)
fur alle u,v DI Sie heif3t streng monoton steigend, falls sogar
u<v [CFA(u) <f(v)

far alle u, v [CDI Analog sind monoton fallende und streng monoton fallende
Funktionen definiert. Schlie8lich heif3t eine Funktion (streng) monoton, wenn
sie (streng) monoton steigt oder fallt. [

[I&a. Jede konstante Funktionen t [clist auf R monoton steigend und
monoton fallend, aber naturlich nicht streng monoton.
b. Die Identitatsfunktion t [T st auf R streng monoton steigend.
c. Die Parabel t T4 ist auf (—oo,0] streng monoton fallend und auf
[0, o) streng monoton steigend.
d. Die Cosinusfunktion ist auf den abgeschlossenen Intervallen

I; =[(2n — 1), 2n™m], I} =[2nm, 2n + 1)m], n [Z]

7.13
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streng monoton steigend respektive streng monoton fallend. [T

Eine auf einem Intervall | streng monotone Funktion f ist injektiv und
damit auf ihrer Bildmenge f (1) umkehrbar 5.21. Ist ¥ aulRerdem stetig, so ist
(1) ebenfalls ein Intervall 5. Wir zeigen jetzt, dass £~1 auf diesem Intervall
auch wieder stetig und streng monoton ist. Die Funktion =1 hat also dieselben
Eigenschaften wie .

Satz Uber stetige Umkehrfunktionen Sei | ein Intervall. Ist ¥: 1 - R streng
monoton und stetig, so gilt:
(i) J =F() ist wieder ein Intervall.
(i) F: 1 - J ist bijektiv und besitzt eine Umkehrfunktion £71: J - 1.
(iiiy 71 ist ebenfalls stetig und im selben Sinn streng monoton. |

Bemerkung Dieser Satz gilt fur jedes Intervall, also beispielsweise auch fur
| =[0,00) oder | =R. [1

[T Sei ¥: 1 - R zum Beispiel streng monoton steigend. Dann ist f injektiv
und auf der Bildmenge J = (1) umkehrbar. Die Umkehrfunktion ¥71: J - |
existiert somit auf jeden Fall. Ferner gilt

t; [ [s] =f(ty) [sd=Tf(t2).
Die Kontraposition hiervon ist
s1<s; [ =F(s1) <tz =F"(s2).

Also ist auch 71 streng monoton steigend.

All dies gilt auch fur nichtstetige, streng monoton steigende Funktionen.
Ist nun ¥ aulerdem stetig, so ist J wieder ein Intervall 15, und es bleibt die
Stetigkeit von ¥~1 auf J zu zeigen.

Sei zunéchst tg kein Randpunkt von 1. Ist € > 0 hinreichend klein, so gilt
lo = Ug(to) = (to — €, tp + €) [T1Aufgrund der Monotonie von f gilt dann auch

Jo [ETlo) = (F(to —€), F(to +¢)) [I]
und es ist sg = F(tp) [LId. Wahlen wir jetzt zum Beispiel
o [mlin{sp — F(to —€),F(top +€) —So},
so ist & > 0 und Us(sp) [1d. Ferner gilt
F71(Us(s0)) CETH(Jo) = lo = Ue(to) = U (F(s0)).

Da zu jedem € > 0 ein solches & > 0 existiert, ist 71 also in sy stetig.
Fur Randpunkte und streng monoton fallende Funktionen gelten entspre-
chende Argumente. [T
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Abb 8 Streng monotone Funktion und Umkehrfunktion

Jo

Us(S0)
So

lo = Ue(to)

to

Eine Anwendung dieses Satzes liefert uns — endlich — die Existenz der n-ten
Wurzel als stetige Funktion auf der Halbgeraden [0, o).

Wurzelsatz  Fur jedes n [Zlbesitzt die Funktion t [t™ auf [0, c0) eine streng
monoton steigende, stetige Umkehrfunktion

1
[0,00) - [0,0), t [,
genannt die n-te Wurzelfunktion. [

[ Sei N 21 Auf [0, o) ist die Funktion f: t 1 als Polynom stetig
und streng monoton steigend, da fur alle u > v [0k 3

u"—v ' =Uu-vV)(W"t+u" v+ .. +v" 1 >0

Da f(0) = 0 und ¥ nach oben unbeschrankt ist, gilt auch ([0, c0)) = [0, ).

Alle Aussagen folgen daher aus dem vorangehenden Satz. [

= Minimum & Maximum

Fur eine beliebige Funktion f: D - R existiert immer das Supremum Uber
ihren Definitionsbereich,

supf Csap (D) =sup{f(t): t DI},
D

wenn wir auch den Wert oo zulassen. Es muss aber keinen Punkt in D geben, an
dem F diesen Wert annimmt, auch wenn ¥ beschréankt ist. Siehe Abbildung 10
fur einfache Beispiele.

7.15

167



168

18

7 — Stetigkeit

Abb 9 Satz vom Minimum & Maximum

max \

min

Gibt es dagegen einen Punkt ¢ [CDI mit f(c) = supp f, so spricht man von
einem Maximum und sagt, ¥ nimmt sein Supremum im Punkt ¢ an !. Hierfir
schreibt man

supf = maxf = f(c).
D D

Der Punkt c selbst wird eine Maximalstelle von ¥ genannt. Ein Maximum ist in
jedem Fall endlich.
Entsprechend sind das Minimum minp ¥ und eine Minimalstelle erklart.
Der folgende Satz sagt aus, dass eine stetige Funktion auf einem abgeschlos-
senen Intervall immer ihr Infimum und Supremum annimmt.

Satz vom Minimum & Maximum Ist ¥: [a,b] - R stetig, so existieren Punkte
u,v &, b] mit
f(u) CE(t) [¥v), tLIa,b].
Insbesondere gilt

f(u) = inf f =minf, f(v) =supf =maxt. 1
[a.b] [a,b] [a,b] [a,b]

[ Sei m [Cimfpg,p; £, wobei auch —oo zugelassen ist. Aufgrund des
erweiterten Approximationssatzes s,g existiert eine Folge (tn) in [a,b] mit
T (tnh) - m. Da diese Folge beschrénkt ist, besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrall 5 17 eine konvergente Teilfolge (tn, ) mit Grenzwert u. Da a I bl
fir alle n, ist auch a [l ] es gilt also

th, - U CA,b].

1 Gebréauchlicher ist die nicht ganz korrekte Formulierung, ¥ nehme sein Maximum an.

7.16



19

Stetige Funktionen auf Intervallen — 7.2 169

Abb 10

Kein Minimum sup

oder Maximum /

o——o 9

inf

o [eres Intervall unstetige Funktion

Aufgrund der Stetigkeit von f ist T(u) = limg_ . F(tn, ). Da aber f(t,, ) Teilfol-
ge der konvergenten Folge F(tn) ist, erhalten wir insgesamt

f(u) =Ilim f(ty ) = lim f(ty) =m = inf .
(U) = lim F(tn,) = lim F(tn) inf
Insbesondere ist m endlich. — Entsprechend fur das Supremum. [

Als Korollar erhalten wir eine Verscharfung des Intervallabbildungssatzes 15
fur abgeschlossene Intervalle.

Korollar Eine stetige reelle Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ist
beschrankt und bildet dieses wieder auf ein abgeschlossenes Intervall ab. [1

Fur die anderen Intervalltypen gilt dieses Korollar nicht. Eine stetige Funk-
tion kann auf einem o [Ceden Intervall unbeschréankt sein, oder das Bild kann ein
abgeschlossenes Intervall sein.

7.17
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7.3
Funktionsgrenzwerte

Ist eine Funktion  in einem Punkt a ihres Definitionsbereichs stetig, so ist
f(a)= rI}im f(xn)

fir jede Folge (xpn) im Definitionsbereich von f, die gegen a konvergiert 3. Ein
solcher Grenzwert kann aber auch existieren, wenn f im Punkt a gar nicht
definiert oder dort unstetig ist.

Beispiel Esist313
t3-1

t—1

Die links stehende Funktion ist im Punkt t = 1 nicht definiert, die rechts stehende

dagegen ist auf ganz R stetig. Man kann daher erwarten, dass der links stehende
Ausdruck fur t - 1 den Grenzwert 3 besitzt.

=t?+t+ 1.

Wir wollen solche Grenzwerte unabhangig von einem eventuell vorliegenden
Funktionswert definieren, und das auch in solchen Punkten, wo die Funktion nur
in einer Umgebung, aber nicht im Punkt selbst definiert ist.

Definition Ein Punkt a [CElheit Haufungspunkt einer Menge D [CE] wenn in
jeder Umgebung von a unendlich viele Punkte von D liegen. [

[I"a. Eine endliche Menge besitzt keine Haufungspunkte.
b. Die Menge B = {1/n:n [1} [Rlbesitzt 0 als einzigen Haufungspunkt.
c. Ist die Zahlenfolge (an)nmkonvergent mit Grenzwert a, so ist a der
einzige Haufungspunkt der Menge {an :n [1}.
d. Die Menge Q [Rlbesitzt jede reelle Zahl als Haufungspunkt. [Tl

Definition Sei a Haufungspunkt des Definitionsbereichs von f: E [ - F.
Dann heit w [EFlGrenzwert von ¥ im Punkt a, geschrieben

)I(iﬂf(x) =W,
wenn fir jedes € > 0 ein & > 0 existiert, so dass

f(Us(2) n D) COH(w), (6)
wobei

Us(a) CUb(a) [d} = {x [EL 0< XI-algk 3}

die punktierte d-Umgebung des Punktes a [Elbezeichnet. [ 1
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Die Bedingung (6) ahnelt der Stetigkeitsbedingung in (4), nur wird hier

die Funktion ¥ an der Stelle a nicht ausgewertet. Sie muss daher auch nicht
in a definiert sein. Andererseits ist Us(a) n D fur alle 3 > 0 nicht leer, da a
Haufungspunkt von D sein soll.

Folgenkriterium fur Funktionsgrenzwerte Sei ¥: E [DI- F und a ein Hau-

fungspunkt von D. Dann gilt limx_ 5 f(X) = w genau dann, wenn
rI1ianc1,f(xn) =w
fur jede gegen a konvergierende Folge (xn) in D [(a}. [ 1

[T Der Beweis ist praktisch identisch mit dem Beweis des Folgenkriteriums

fur Stetigkeit in einem Punkt 3. [

Aus diesem Kriterium ergibt sich die folgende Charakterisierung der Stetig-

keit, die oft auch als deren Definition dient.

Korollar Eine Funktion f: E [DI- F ist stetig in einem nicht-isolierten Punkt

a [Dlgenau dann, wenn limyx_af(X) =f(@). [ 1

Mit dem Folgenkriterium 2o erhalten wir Grenzwertsatze fur Funktionen

aus den Grenzwertsatzen fur Folgen 5 7. Der Beweis der folgenden Ergebnisse
ist als Ubung tiberlassen. Dabei gilt (i) auch fiir Abbildungen in einen beliebigen
Banachraum F.

Grenzwertsatze Sei a ein Haufungspunkt von D. Besitzen die Funktionen

(i)
(i)
(iii)
(iv)

f,g: D - R im Punkt a die Grenzwerte
)|(IEl:laf(X)=u, )I(lp;g(x)=v,
so gilt auch
limy_ a(AF +ug)(X) =Au+puv  fir A, u CR]
limy_a(fg)(X) = uv,
limy_a(F/g)(X) =u/v, falls v #0.
Gilt auBerdem f [glin einer punktierten Umgebung von a, soist u [v1 [ ]

a. Fuhrt man die Polynomdivision aus, so ist

=lim@?+t+1)=3.
t-1

b. Da |tsint™!] CJ& fur t 0, gilt lim¢_o tsint™ =0.
c. Die Funktion t [simt™! hatin O keinen Grenzwert.
d. Die Dirichletfunktion » & besitzt in keinem einzigen Punkt der reellen

Gerade einen Grenzwert. [ 1]
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Abb 11

Einseitige Grenzwerte /
einer monotonen f.(a)

Funktion
LIEY) °

e /

= Einseitige Grenzwerte

Auf der reellen Geraden kann man noch unterscheiden, ob man sich einem
Punkt von links oder von rechts nahert. Fur eine auf einer Teilmenge D [CHI
definierten Funktion ¥ erklart man deshalb noch den linksseitigen Grenzwert

f-(@) Ll F(x) Chin(F|Dz)(x), Dz LDIn (==, a),
und den rechtsseitigen Grenzwert
f.(a) Clin £(x) Clim(f [D)(x), Dz [DIN (a ).

Man betrachtet fur die Grenzwertbildung im Punkt a also nur Argumente links
oder rechts des Punktes a. Andere fur diese Grenzwerte Ubliche Bezeichnungen
sind Ubrigens f(a—) und f(a+).

[I&a. Fdr die Wurzelfunktion gilt

1 1
lim x=Ilim x=0.
X -0 X

b. Fur die GauBRklammer [-]: R - R giltin jedem Punkt m CZ1

)I(i[x]=m—1 < [m] = m = )I(i[x].

Man sagt dazu auch, [-] ist in m rechtsseitig stetig.
c. Die Funktion t [Csiht™! besitzt in 0 weder einen links- noch einen
rechtsseitigen Grenzwert. [Tl

Bemerkung Der Grenzwert von f in a existiert genau dann, wenn beide
einseitigen Grenzwerte existieren und Ubereinstimmen:

)I(lir‘]if(x)zw I:)Elrlnmf(x)zwzl(l%f(x). —1

Einseitige Grenzwerte existieren insbesondere immer fir monotone Funktio-
nen, ohne jede Stetigkeitsannahme. Das macht diese besonders nitzlich.
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24 Satz Ist £: R - R monoton, so existieren in jedem Punkt a [CR die links-
und rechtsseitigen Grenzwerte von f. Genauer gilt im Falle einer monoton
steigenden Funktion

sup f=f_(a) Cf(a) CTi(a) = inf T,

(—,a) (a,)

sowie

inf f=F_(a) [(f{a) (Fl(@)=supf

(—=,a) (&)

im Falle einer monoton fallenden Funktion. [

[T Sei zum Beispiel ¥ monoton steigend. Dann ist ¥ auf (—oo,a) nach
oben durch f(a) beschréankt. Somit existiert

fm(@) CSup ¥ [E(a).
)

(&

Dazu existiert eine Folge (t,) mit t, [a und f(t,) T (a). Aus Monoto-
niegrinden konvergieren dann auch die Funktionswerte entlang jeder anderen,
linksseitig gegen a konvergierenden Folge gegen denselben Grenzwert. Also
existiert der linksseitige Grenzwert, und es gilt

f_(a) = fm(a) CI(a).
Entsprechend argumentiert man fir den rechtsseitigen Grenzwert. [

Bemerkung Eine monotone Funktion f: R - R ist stetig in a genau dann,
wenn f_(a) = f.(a). Andernfalls bezeichnet man

or(®) = |f.(a) - f(a)l

als die Sprunghdéhe von ¥ ina. [1

= Uneigentliche Grenzwerte

Fir Funktionen auf der reellen Geraden sind auch uneigentliche Grenzwerte
fur t » oo oder t — —oo definiert. Wir missen dazu nur Umgebungen von oo
und —oo wie zuvor 5 g erklaren, also

Us(e0) = Us(0) = (871, 0), >0
und

Us(—o0) = Us(—0) = (—o0, —=871), 3>0.
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So ist zum Beispiel co ein Haufungspunkt von D [CRl, wenn Ug(o0) flr
jedes & > 0 unendlich viele Punkte von D enthélt. Es gilt dann

i O =w.
wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass
F(Us(0) n D) CUH(W).
Mit anderen Worten,
|F(t) —w| <g, t [CUk(0) n D.
Und dies gilt genau dann, wenn fur jede Folge (t,) in D mit t, - co auch
r!if[}of(tn) =W.

Entsprechend sind uneigentliche Grenzwerte fur Funktionswerte erklart, indem
in ?? und (6) die Umgebungen von w entsprechend interpretiert werden.

.1 .1 .1 .1
a. lim—-= lim — =0, lim— = oo, lim — = —co,
tooo t t-—oo t troit troat

b. Fir jedes Polynom p mit p(t) =t" + an_1t" 1+ .. + a9 gilt
||
lim (O . ® Led, N gerade,
imp = oo, m p =
tooo to—co 'Z—Lo, N ungerade.
c. Fur eine konvergente reelle Folge a = (an) ist
lim an = ![Toél(t),

wenn wir a als eine Funktion N - R betrachten. [ 1]
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