Spezielle Funktionen

Spezielle Funktionen sind das Salz der Analysis. An erster Stelle stehen dabei
die Exponenzialfunktion und die trigonometrischen Funktionen, mit deren Hilfe
Wachstums- und Schwingungsvorgange beschrieben werden. Solche Vorgange
werden, entsprechend ihrer physikalischen Natur, durch Di Cerknzialgleichungen
modelliert.

Das einfachste und zugleich wichtigste Wachstumsgesetz ist

¢ = 0.

Bezeichnet ¢ irgendeine positive MessgroRRe, so bringt diese Gleichung zum
Ausdruck, dass die Veranderungsrate ¢ “proportional zu ¢ selbst ist — wobei
der Proportionalitatsfaktor hier der Einfachheit halber 1 ist.

Das einfachste Schwingungsgesetz wird beschrieben durch die Gleichung

¢= -

Bezeichnet ¢ die Auslenkung aus einer gewissen Ruhelage, so bringt sie zum
Ausdruck, dass die Riickstellkraft, also im Wesentlichen die Beschleunigung ¢ ™}
proportional zur Auslenkung ¢ wachst und in die entgegengesetzte Richtung
weist.

Ldsungen des Wachstumsgesetzes werden durch Exponenzialfunktionen,
Losungen des Schwingungsgesetzes durch trigonometrische Funktionen beschrie-
ben. Den allgemeinen Existenzsatz fur Losungen von Di Lerkénzialgleichungen
bendtigen wir hierfur nicht, es reicht die Theorie der Potenzreihen.
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9 — Spezielle Funktionen

9.1
Exponenzialfunktion

Wir suchen eine Lésung des Wachstumsgesetzes
o= .

Das heif3t, wir suchen eine reelle di Cerknzierbare Funktion ¢ auf einem mdoglichst
groRen Intervall I, so dass ¢ t) = Pp(t) furalle t CIilt.

Eine solche Losung kann allerdings nicht eindeutig sein. Denn ist ¢ eine
Lésung, so ist auch A fir jedes reelle A eine Lésung, die fur A= 1 und ¢ [O1
von ¢ verschiedenen ist. Eindeutig wird eine solche Losung erst, wenn man zum
Beispiel noch einen festen Wert zu einem festen Zeitpunkt vorgibt. Man spricht
dann von einem Anfangswertproblem.

Existenz- und Eindeutigkeitssatz Das Anfangswertproblem
¢=d,  PO)=1

besitzt die eindeutige analytische Losung

exp: R - R, exp(t)= —
o™

n

genannt Exponenzialfunktion. [

[T Existiert eine solche Losung ¢ auf einem Intervall 1 um den Nullpunkt,
so ist ¢ dort notwendigerweise unendlich oft di Lerenzierbar, und es gilt ¢ =
¢ fur alle n [T Insbesondere ist

$M©) =1, n
Das Lagrange-Restglied g 23 verschwindet auf jedem Intervall [—r ,r] CLldenn

rl’]

m_.O, n - oo,

(D gy 17 = Wiy

Somit ist ¢ analytisch und wird durch seine Taylorreihe dargestellt, mit

¢l
PO=TM = T T=ew.

n

Diese Funktion ist tatsachlich — wie wir bereits wissen - fur alle t erklart und
damit die eindeutige L6sung des Anfangswertproblems. (I

Genauso beweist man den etwas allgemeineren Fall.

Satz Das allgemeine Anfangswertproblem

=0, D) =do
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Exponenzialfunktion — 9.1

besitzt die eindeutige analytische Losung

d: R-R, o) =doexp(t). [

Aus der Reihendarstellung von exp kann man allerdings kaum auf die
wesentlichen Eigenschaften der Exponenzialfunktion schlieRen. Hierflr bendtigen
wir die

Funktionalgleichung der Exponenzialfunktion Fudr reelle s, t gilt
exp(s + t) = exp(s) exp(t). @
Insbesondere ist
exp(t) exp(—t) = 1 (2
und exp(t) >0 furallet [R1 [ 1

[ Als Funktion nur von t betrachtet erfillen beide Seiten von (1) die
Di Lerknzialgleichung ¢ ™= ¢ . Zum Beispiel ist

(exp(s) exp(t)) = exp(s) exp(t) = exp(s) exp(t).

AuRerdem haben sie denselben Wert bei t =0, namlich exp(s). Also » sind sie
gleich, es gilt also (1). Die zweite Gleichung folgt hieraus mit exp(t) exp(—t) =
exp(0) = 1. Das aber bedeutet, dass exp keine Nullstelle besitzt. Aus Stetigkeits-
grinden ist daher exp uberall positiv. [l

Satz Die Exponenzialfunktion ist streng monoton steigend mit
tIim exp(t) = oo, tIim exp(t) =0.
Insbesondere bildet exp die reelle Gerade bijektiv auf (0,00) ab. [

[ Aufgrund des letzten Satzes ist exp™uberall positiv und damit exp
streng monoton steigend. Aus der Reihendarstellung folgt

exp(t) [CIhHt - oo, 0 I oo.
Wieder mit (2) ist dann

i

Jim,exe(®) = fim exp (-0 =i 5 =

22.03.2018 — 13:50 9.3
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Abb 1

Exponenzialfunktion exp

= Die Funktion et

Bis jetzt ist noch nicht klar, was die Exponenzialfunktion mit Exponenziation
und der Eulerschen Zahl 515

L
e= . ol =exp(1)

zu tun hat. Das wollen wir jetzt klaren.
Lemma Fur n CZund m [CNgilt
exp(n/m) = e™™ C@Y™". [
[T FOr n [CQlist aufgrund der Funktionalgleichung
exp(n) = exp(l+.. +1) =exp(l)- exp(l) = e",

wobei die Punktchen fir insgesamt n Summanden respektive Faktoren stehen.
Also ist auch
1

exp(n) - en =€

—-n

exp(—n) =

FUr m [ gilt entsprechend exp(1/m)™ = exp(m/m) = e. Somit ist nach
Definition der m-ten Wurzel 713

exp(1/m) = e¥™.
Die n-te Potenz beider Seiten ergibt die allgemeine Behauptung. [l

Aus Stetigkeitsgrinden ist es sinnvoll, diese Identitat per definitionem auf
beliebige reelle Exponenten auszudehnen.

Definition Fur alle t [CRlist
et Cedp(t) = —. 1
n[():r"

Damit gilt also e5*t = eSe!, wie es sich fiir eine Exponenzialfunktion gehért.

9.4
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9.2
Logarithmusfunktion

Die Exponenzialfunktion ist streng monoton steigend, und ihre Ableitung
verschwindet nirgends. Sie besitzt somit eine Umkehrfunktion, die ebenfalls
streng monoton steigt und Uberall di Cerknzierbar ist. Dies ist die Logarithmus-
funktion.

Definiton und Satz Die Umkehrfunktion der Exponenzialfunktion ist der natir-
liche Logarithmus log: (0,) - R. Seine Ableitung ist

1
Iog?t) =-,
t
und es gilt die Funktionalgleichung
log(uv) = log(u) + log(v), u,v =>0.
Insbesondere gilt log(u™) = nlog(u) furalle n CZ1 [ 1

[ Aufgrund der Regel fur die Ableitung einer Umkehrfunktion ist
1 _ 1 _1
equs) s=log(t) exp(log(t))) t -

Und aufgrund der Funktionalgleichung fir exp ist

log ?t) =

exp(log(u) +log(v)) = exp(log(u)) exp(log(v))

=uv
= exp(log(uv)).

Also ist log(u) + log(v) = log(uv). Die letzte Behauptung folgt fur n CIImit
Induktion, und dann fur n =1L aus

0 = log(1) = log(uu™) = log(u) + log(u™),
also log(u™) = —log(u). [

Da Iog'?t) = 1/t auf (0,o) unendlich oft di [(fetenzierbar ist, ist es auch
der Logarithmus. Tatsachlich ist er sogar reell analytisch.

Satz Die Logarithmusfunktion ist reell analytisch auf (0,c) und besitzt die
Potenzreihenentwicklung

1 tn 2
logl+t)= (D"t —=t——+—0C2] |tj<1. [
I~ n 2 3
[T FOr jedes a > 0 gilt aufgrund der Funktionalgleichung
| I | .| [T11 1 1
log(a+h)=Ilog a 1+5 = log(a) + log 1+§

95
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Abb 2

Logarithmus- und
Exponenzialfunktion

Es genugt daher zu zeigen, dass log(1 +t) um O durch seine Taylorreihe dar-
gestellt wird. Dann existiert eine solche Darstellung auch um jeden anderen
Punkt a > 0.

Sei @(t) =log(1 +t). Dann ist ¢(0) =0 und

(n) — n—1(n_l)!

MM = (D" T W
also

eV _ D"

n! n
Somit hat die Taylorreihe T die im Satz angegebene Gestalt. Fur das Restglied
erhalten wir fur O CE1[Tldie Abschatzung
tn
n—1 n) -
RSP CTH [y = C21-0, n o

Die Tayloreihe stellt also dort die Logarithmusfunktion dar. FUr eine entspre-
chende Abschéatzung fur —1 <t < O bendtigen wir allerdings die Darstellung des
Restglieds in Integralform, welche wir spater nachholen ;. [l

Bemerkung Es gilt also insbesondere

@1)n—1 1 1 1
721—*+*—Zi... 1

log2 =
9 n 273

n 11

= Allgemeine Potenzen

FUr a > 0 und rationale Exponenten n/m vereinbaren wir

n/m 1/myn
a C@>"m

9.6
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wie zuvor fir die e-Funktion. Mit a = €'°92 folgt hieraus
an/m = e(n/myloga
Daher ist folgende Definition sinnvoll.
Definition und Satz Fir a>0 und t [CRlist
at mloga.
Die Funktion t [Cal ist stetig di Cerbnzierbar mit (at)™= atloga und
a**t = a‘at, a’t = (a%)", (ab)t = atbt
fur alle s,t [ Rlund a,b>0. [ 1
[ Alle Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition, zum Beispiel
@Y= (etl9a)= gtloga|gg g = atloga. [T

Betrachten wir nicht t, sondern a als Variable, so haben wir mit at zugleich
auch fur jedes reelle a die Potenz

t% %9t t=>o0,
erklart. FUr diese gilt

a  oat®
tcx [ eorlogt EEecxlogti —
(£ = (e°9%) © =t
Die Di [erknziationsregel fur ganzzahlige Exponenten g 4 gilt damit ebenso fir
beliebige reelle Exponenten.

=at%?!

9.7
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9.3
Sinus und Cosinus

Die Sinus- und Cosinusfunktion erhalten wir als spezielle Lodsungen der
Schwingungsgleichung ™= —¢.

Satz und Definition Das Anfangswertproblem

"=-d,  $(0)=0, ¢'(0)=1,

besitzt die eindeutige analytische, Sinusfunktion genannte Lésung
t2l‘l+1

- : 1 n
sin: R - R, sin(t) [ (-1) m

n [0

Ebenso besitzt das Anfangswertproblem

"=-d, 0 =1 ¢'(0)=0,

die eindeutige analytische, Cosinusfunktion genannte Losung

2n

® 1 )"
cos: R- R, cos(t) 1 (1 .
n Q1 (2I"I)!

[T Betrachte die erste Gleichung. Ist ¢ zweimal di Cerknzierbar und gilt
¢™= —@, so ist ¢ auch beliebig oft di [erenzierbar, und es gilt

$CD = (—1)"pD, n CI] 0 il
Aus den Anfangswerten folgt damit
eV =0, VO =(-n", n Ol

Das Restglied nach Lagrange verschwindet fir n - oo wie bei der Exponenzial-
funktion. Somit ist ¢ analytisch und wird durch seine Taylorreihe dargestellt,

—1 t2n+1
) =Todp(t) = nEO;—1)”m = sin(t).
Entsprechendes gilt fir die Cosinusfunktion. [l
Satz Das Anfangswertproblem
¢"=-¢, O =a ¢(0)=b
besitzt die eindeutige Lésung

$: R- R, ¢P(t) =acos(t)+bsin(t). 1

Im Folgenden geht es darum, die wesentlichen Eigenschaften dieser Funk-
tionen zu bestimmen. Die Potenzreihenentwicklungen sind dabei allerdings

9.8
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wenig hilfreich. So sieht man ihnen nicht im Geringsten an, dass sie periodi-
sche Funktionen definieren. Vielmehr stitzen wir uns im Folgenden auf die
Di Cerenzialgleichung.

Satz Fur alle s, t [Rlgilt
(i) sin(—t) = —sin(t), cos(—t) =cos(t),
(i) sint) = cos(t), cost) = —sin(t),
(i) sin?(t) +cos?(t) =1,
(iv) sin(s +t) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t),
(v) cos(s +t) =cos(s)cos(t) —sin(s)sin(t). [ 1

[T Die ersten zwei Behauptungen folgen unmittelbar aus der Potenzrei-
hendarstellung. Die ndchste Behauptung ergibt sich aus

(s? +c?)=2ss™ 4+ 2cct=2sc — 2¢s = 0,

wobei s = sin und ¢ = cos. Die Funktion s? + c2 ist somit konstant und gleich
ihrem Wert 1 bei 0. Die letzten beiden Gleichungen ergeben sich aus dem Ein-
deutigkeitssatz. Denn beide Seiten jeder Gleichung sind Losungen der Gleichung
¢™= —¢p mit denselben Anfangswerten bei 0. [N

Aussage (i) bedeutet, dass der Sinus eine ungerade, der Cosinus eine gerade
Funktion ist. Ihre Graphen sind demnach symmetrisch zum Ursprung respektive
zur Ordinatenachse.

= Die Zahl 1t

Wir kommen nun zur Zahl 11, einer der wichtigsten Zahlen der Mathematik.
Wir definieren sie als die erste positive Nullstelle der Sinusfunktion.
Im Folgenden sei immer s = sin und ¢ = cos.

Satz und Definition Es gibt eine eindeutig bestimmte reelle Zahl 1T > 0, so dass
sin(rt) =0
sowie sin(t) >0 fur0<t<m. [ 1
[T Aus Stetigkeitsgrunden gibt es wegen c¢(0) =1 ein & > 0, so dass
c(t)>0, 0 CHICal
Wegen st=c 1o ist s strikt wachsend auf [0, 3] s.15 und damit
s(t)>0, O0<t 3l ©)

Zu zeigen bleibt damit, dass s Uberhaupt eine positive Nullstelle besitzt. Dann
ist das Infimum aller positiven Nullstellen die kleinste positive Nullstelle von s.

9.9
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Angenommen, es ist s > 0 auf (0,o). Dann ist ¢ wegen c™= —s dort streng
fallend, und es gibt zwei Méglichkeiten: ¢ hat eine positive Nullstelle, oder eben
nicht. Im ersten Fall gibt es auch ein a mit c(a) < 0. Dann aber wére wegen der
Monotonie von ¢

st) = c(t) Ccga) <O, t Al

Also fallt s ab dem Punkt a mit nicht nachlassender Rate und muss daher doch
eine Nullstelle haben. Im anderen Fall aber ware s wegen s™= ¢ strikt wachsend,
und aus

ctt) = —s(t) =5(a) <0, t [a)

folgt analog wie zuvor, dass jetzt c eine Nullstelle rechts von a haben misste.
In beiden Fallen gelangen wir also zu einem Widerspruch. Also hat sin doch
eine positive Nullstelle, und wir sind fertig. [

Satz Die Cosinusfunktion bildet das Intervall [0,Tt] streng monoton fallend auf
[—1,1] ab, und es gilt

cos(1t/2) =0, sin(mt/2) = 1. 1
[T Aufgrund des letzten Satzes ist
ctt) = —sHt) <o, o<t<rr.

Also ist ¢ streng monoton fallend auf [0,7t]. Aus 10 ¢?(t) +s2(t) =1 furalle t
und s(7t) = 0 folgt weiter c2(1t) = 1. Da aber bereits ¢(0) = 1, muss c(11) = —1
gelten. Mit den Additionstheoremen des vorletzten Satzes 1o ist dann noch

0 =s(1t) = 2s(1t/2)c(11/2).
Wegen s(11/2) > 0 ist also und c(11/2) = 0 und weiter s(11/2) = 1. [l
Nun kénnen wir feststellen, dass sin und cos periodische Funktionen sind.

Satz  Sinus und Cosinus sind antiperiodisch mit der Periode 11 und daher peri-
odisch mit der Periode 21t. Das heil3t, es gilt

sin(t + 11) = —sin(t), sin(t + 211) = sin(t),
und dasselbe fiuir cos. Au3erdem gilt
sin(t + 11/2) = cos(t), cos(t +1/2) = —sin(t). 1

[T Dies folgt direkt aus den Additionstheoremen fur sin und cos 10 und
deren speziellen Werten bei 11/2 und 11. Zum Beispiel ist

sin(t + 11) = sin(t) cos(1t) + cos(t) sin(1t) = —sin(t). [l

9.10
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Abb 3 Sinus und Cosinus

sin

-1

Fur den Graphen der Sinusfunktion bedeutet dies zum Beispiel:
= Verschiebung um 21t fuhrt ihn in sich selbst Uber,
= Verschiebung um 11 und Spiegelung an der x-Achse ebenso,
= Verschiebung um —11/2 ergibt den Graphen der Cosinusfunktion.
Die Graphen dieser Funktionen sehen daher wie in Abbildung 3 aus.

= Der Schul-Sinus

Bis jetzt ist noch nicht klar, was dieser Sinus mit dem >Schul-Sinus< zu tun
hat. Um dies zu kléaren, sei

S [{Ix,y) : X2 +y? =1}
der Einheitskreis in der euklidischen Ebene, und
S =Sn{y [0}, S_=Sn{y [0}
dessen obere respektive untere Halfte.
Satz Die Abbildung
y: R R? t [y(t) = (cost,sint)
bildet [0, 1] bijektiv auf S, und [T, 21] bijektivauf S_ab. [ 1
[T Wegen s2(t) + c2(t) = 1 und s(t) CQJauf [0, 7] ist klar, dass
y: [0,1] - S..

Da der Cosinus dort streng monoton fallt 15, ist diese Abbildung injektiv. Und sie
ist surjektiv, denn zu jedem x [[#+1, 1] existiert ein t [J0O,1t] mit c(t) = x,

und dort ist
—1 —1
s(t)= 1—-c2(t)= 1—-x2=vy.

Die Behauptung zu y: [1t,2m] - S_ folgt analog. [l

9.11
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Abb 4 Die Abbildung y: t [(dost,sint)

0 L 21 y (1) y(0) =y(2m)

Aus den beiden letzten Satzen folgt, dass der Punkt y(t) eine Bahn gegen
den Uhrzeigersinn auf dem Einheitskreis S beschreibt, beginnend beim Punkt
Y (0) = (1,0) und periodisch mit Periode 2711. Sein Geschwindigkeitsvektor ist

y(t) = (—sint,cost),

und seine Absolutgeschwindigkeit ist konstant,
—k

M(t) = sin?t+cos?t = 1.

Die Lange der Bahn vom Punkt y(0) zum Punkt y(t) ist demnach t — dies
wird noch genauer im Kapitel tber Kurven erklart werden. Nimmt man diese
Lange t als das Bogenmall des zwischen den Punkten y(0), (0,0) und y(t)
eingeschlossenen Winkels, so erhalt man die geometrische Definition des Sinus
und Cosinus wie in Abbildung 5:

Gegenkathete Ankathete
_— ost =

sint = , =,
Hypotenuse Hypotenuse

wobei im Einheitskreis die Hypotenuse die Lange 1 hat.

Abb 5

Schul-Sinus und

Schul-Cosinus y(t) = (cost,sint)

y(0)

9.12



Tangens und Arcusfunktionen — 9.4

9.4
Tangens und Arcusfunktionen

Mit Sinus und Cosinus verbunden sind einige weitere trigonometrische
Funktionen. Wir erwdhnen noch den Tangens, die Ubrigen Ubergehen wir.

Definition und Satz Der Tangens ist auf {t [RI: cost # 0} definiert durch

sint

tant = .
cost

Er ist ungerade, Tt-periodisch und stetig di Lerknzierbar mit Ableitung
tant =1 +tan?t. [

[T Der Quotient einer geraden und einer ungeraden Funktion ist immer
ungerade. Ferner ist 13
sin(t+m) _ —sint _ sint
cos(t+1) —cost cost

tan(t + 1) = =tant.

Die stetige Di Lerknzierbarkeit folgt aus der Quotientenregel und

sin"tcost —sintcos™ cos?t+sin’t
tan™t = =

=1+tan?t,
cos2t cos2t

da cos auf dem Definitionsbereich von tan nirgends verschwindet. [T

Bemerkung Der Tangens ist naturlich ebenfalls reell analytisch. Wir beno-
tigen seine Taylorreihe jedoch nicht. [

Abb 6

Tangens

-1 —T/2 /2 T

9.13
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Abb 7

Hauptzweige des
Arcussinus und
Arcuscosinus mit Teilen

zweier Nebenzweige arccos

arcsin

s Arcusfunktionen

Die Umkehrfunktion der exp-Funktion ist die log-Funktion. Was sind die
Umkehrfunktionen von sin, cos und tan ?

Umkehrbarkeit setzt Injektivitat voraus. Eine periodische Funktion ist aber
geradezu die Antithese einer injektiven Funktion - sie wiederholt sich ja stan-
dig. Um die betre [edden Funktionen >umkehrbar zu machen<, muissen wir sie
daher auf geeignete Intervalle einschrénken. Hierfir gibt es zwar unendlich viele
Moglichkeiten, doch die Einschrankungen

SN n/2, /2y COS o, ny- tan "= /2, ns2)

sind die gebrauchlichsten. Diese Funktionen sind umkehrbar, ihre Umkehrfunk-
tionen werden Arcussinus, Arcuscosinus und Arcustangens genannt und mit
arcsin, arccos und arctan bezeichnet.

Satz  Die Funktionen
arcsin: [—1,1] - [-1t/2,1t/2], arccos: [—1,1] - [0,1]

sind auf [—1,1] stetig, auf (—1, 1) stetig di [erknzierbar, und es gilt

. 1 1
arcsintt = ¥—=——, arccos"t = —v——.
1—1t2 1—1t2

9.14
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Abb 8

Hauptzweig des
Arcustangens mit zwei
Nebenzweigen

Die Funktion arctan: R - (—1t/2,1/2) ist stetig di Lerknzierbar mit
1
arctant=——. [
1+t
[T Betrachte arctan. Die Funktion tan: (—1t/2,11/2) - R besitzt eine
strikt positive Ableitung und ist surjektiv. Sie ist daher umkehrbar, und die
Umkehrfunktion arctan ist auf R diCerknzierbar. Fir die Ableitung gilt mit
T = arctant und der Umkehrregel

1 1 1

arctan™t = = = )
tan™ 1+tan?t 1+1t2

Analog werden die Ubrigen Behauptungen bewiesen. [

Bemerkung Die hier definierten Arcusfunktionen werden als die Haupt-
zweige der jeweiligen Arcusfunktion bezeichnet. Schrankt man sin, cos, tan auf
andere geeignete Intervalle ein, so erhalt man entsprechende Nebenzweige dieser
Funktionen. [1

9.15
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9.5
Exp, Sin und Cos im Komplexen

Die Funktionen sin, cos und exp kdnnen kaum unterschiedlicher sein: sin
und cos sind periodisch, beschrankt und besitzen unendlich viele Nullstellen,
exp dagegen ist streng monoton, unbeschrankt, und ohne jede Nullstelle.

Tatsachlich handelt es sich um ein und dieselbe Funktion. Der Zusammen-
hang wird erkennbar, wenn wir diese auch fiir komplexe Argumente betrachten.
Da die Potenzreihenentwicklungen von exp, sin und cos fur komplexe Argu-
mente ebensogut wie fur reelle Argumente konvergieren, ist folgende Definition
gerechtfertigt.

Definition Fur z CClist

[d
expz [1 —
nIZEp'
sowie
1 Zz2n+1 1 z2n
sinz 1 (—1)"———, cosz [1 (—1)" .
o 2n+1)! o (2n)!

Die Theorie der Potenzreihen zeigt, dass diese Funktionen auch im Komple-
xen beliebig oft di [erknzierbar sind und man ihre Ableitungen durch gliedweises
Di [erknzieren erhalt. Zum Beispiel gilt

—
n I]:Kn - 1)! - n IZD:P!
Entsprechend gilt sin™= cos und cos™= —sin. Ausmultiplizieren liefert auRer-
dem die Funktionalgleichung

exp'z = =expz.

exp(z +w) = exp(z) exp(w), z,w [C]

Hieraus folgt beispielsweise, dass die Exponenzialfunktion auch im Komplexen
keine Nullstelle hat.

Momentan brauchen wir diese Resultate jedoch nicht. Uns genuigt folgende
grundlegende Identitat, wobei.

Eulersche Formel Fur alle z CClgilt
exp(iz) =cos(z) +isin(z). [

[T Da die exp-Reihe absolut konvergiert, kénnen wir sie beliebig umord-
nen gg. Mit i?" = (—1)" fur alle n [COlerhalten wir

9.16
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@)n B Iﬂz)Zn . (iz)2n+1 L1

exp(iZ)_nEDj N _nmj @n)!  @n+1)!
[ S L B R
o et T Y en v

cos(z) +isin(z). [l

Fur reelle Argumente t gilt natiirlich erst recht e’ = cost + isint. Setzen
wir Tt ein, so erhalten wir mit sinTt =0 und cos1t = —1 die berihmte

Eulersche Gleichung
e +1=0 [ 1

Viele Mathematiker halten sie fuir die schdnste Gleichung der Mathematik.
Sie verbindet ihre funf wichtigsten Zahlen,

0, 1, e T, i

auf gelegentlich mystisch anmutende Weise.
Identifizieren wir C mit R? und die komplexe Zahl et mit dem Punkt
(cost,sint), so lautet das Ergebnis von Satz 14 wie folgt.

Satz  Die Funktion
cis: R-C, t el

bildet [0, 211) bijektiv auf den Einheitskreis S = {z [CIL |z| = 1} ab und ist
periodisch mit der Periode 21t. [ 1

>cisc ist ein Akronym fur >cos+i sin«. Diese Abbildung wickelt also die
reelle Gerade gleichmafig mit der Periode 21 so um den Einheitskreis, dass
aufgrund der Additionstheoreme fur Sinus und Cosinus 19

cis(s +t) = cis(s) cis(t),
oder kurzer
ei(s+t) — eiseit

Es handelt sich also um einen Endomorphismus der additiven Gruppe (R, +) in
die multiplikative Gruppe (S, -).

Umgekehrt fiihrt die Funktionalgleichung fir e't zu den Additionstheore-
men flr sin und cos. Einerseits ist aufgrund der Eulerschen Gleichung 17

e/ G0 = cos(s + t) + i sin(s + t).

9.17
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Andererseits ist dies aufgrund der Funktionalgleichung fur exp 3 gleich
e'Selt = (coss + isins)(cost + isint)
= (cosscost —sinssint)

+i(sinscost +cosssint).

Ein Vergleich der Real- und Imaginéarteile ergibt dann die Additionstheoreme.
Ebenso leicht erhalt man die Formeln von Moivre,

(cost +isint)" = e'" = cosnt + isinnt,

aus denen mit den binomischen Formeln Identitaten fur sin nt und cos nt folgen.
SchlieBlich gilt
w_ et e e_it, sint=Ime't = et _.e_it
2 2i

Beginnt man das Studium der Speziellen Funktionen mit der exp-Funktion im
Komplexen, und insbesondere der cis-Funktion, so werden cos und sin mithilfe
dieser Formeln definiert. Auf diesem Weg fallen diese Funktionen allerdings
gewissermassen >»vom Himmel«. Der Zugang uUber die Schwingungsgleichung
illustriert dagegen das allgemeine Phdnomen, dass viele wichtige Funktionen
durch Di Cerenzialgleichungen definiert werden und ihre Eigenschaften sich auch
aus diesen ableiten lassen.

cost =Ree

9.6
Die Hyperbelfunktionen

Satz und Definition Es gibt jeweils genau eine auf der reellen Geraden zweimal
di Lerknzierbare Lésung der Di [erenzialgleichung ¢™= ¢ mit

$0)=0, ¢0)=1

respektive

¢0)=1, ¢(0)=0.
Diese werden Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus genannt und mit
sinh respektive cosh bezeichnet. Sie sind reell analytisch und besitzen die
Darstellung
et — e—t I:th+1

2 ngf2n+ 1
et+et  [gn

2 o f2n)!

sinht =

cosht =

9.18
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Abb 9

Sinus hyperbolicus und
Cosinus hyperbolicus
cosh

sinh

[ Man verifiziert sofort, dass die angegebenen Funktionen die Gleichung
¢"™= ¢ erfiullen und die geforderten Anfangswerte haben. Die Eindeutigkeit
dieser Losungen ergibt sich wie bei der Exponenzialfunktion. [T

Diese Funktionen sind natirlich ebenso in der ganzen komplexen Ebene
erklart. Wir beschranken uns hier aber auf die reellen Aspekte. Der Beweis des
folgenden Satzes ist als Ubung tiberlassen.

Satz Fur alle t [Rlgilt

(i) sinht=—isinit, cosht=cosit,

(i) sinh(—t) = —sinht, cosh(—t) =cosht,
(i) sinh®t—cosh®?t=1. [

Die Funktion sinh steigt streng monoton auf ganz R und bildet die reelle
Gerade bijektiv auf sich selbst ab. Die Funktion cosh féllt streng monoton auf
(—0,0] und wéachst streng monoton auf [0,o) und bildet beide Intervalle
bijektiv auf [1,c0) ab. Siehe Abbildung 9 fur ihre Graphen.

Der Tangens hyperbolicus wird analog zum >klassischen< Tangens gebildet:

Definition und Satz  Der Tangens hyperbolicus ist auf R definiert durch
sinht
cosht
und bildet die reelle Gerade streng monoton steigend und surjektiv auf
(—-1,1) ab. [1

tanht =

Aus dem Vorangehenden ergibt sich, dass sinh und tanh ohne Einschran-
kung umkehrbar sind, wéhrend bei cosh dessen Einschrankung auf [0, ) um-
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Abb 10

Tangens hyperbolicus 1

kehrbar ist. Deren Umkehrungen werden Areasinus hyperbolicus, Areatangens
hyperbolicus und Areacosinus hyperbolicus genannt und mit arsinh, artanh und
arcosh, respektive, bezeichnet.

Da die Hyperbelfunktionen durch die Exponenzialfunktion dargestellt wer-
den, kénnen diese Areafunktionen durch die Logarithmusfunktion dargestellt
werden:

Satz Fur arsinh: R - R, arcosh: [1,00) - [0,) und artanh: (—1,1) - R
gilt im Innern ihrer Definitionsbereiche

1 1
arsinht =log(t+ t2+1), arcosht =log(t+ t2—1)

sowie
1 1+t
artanht = - log ——. ]
2 1—-t
[T Betrachte
eS+es
t =coshs = — t 1

Dann ist t CTlund 2teS = 2 + 1, oder
e —2te’+1=0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fur e$ mit den beiden Lésung
eS=tx t2—-1.

Von diesen ist nur die Pluslésung groRRer oder gleich 1. Somit ist

—

s =arcosht =log(t+ t2—1).

Die beiden Ubrigen Identitaten erhélt man auf analoge Weise. [l

Zum Schluss listen wir noch samtliche Ableitungen auf. Die einzelnen Rech-
nungen sind eine einfache Ubung.
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23 Satz Im Innern der jeweiligen Definitionsbereiche gilt
sinh™ = cosht, cosh™t = sinht, tanh™t = 1 —tanh?t

sowie

1 1
arsinh™t = ¥—=—,  arcosht = ~¥——,
t2+1 t2—1

und
1

artanht=——. [
1—1t2
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