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Analysis 2 (SS 2019) — Blatt 14
Es gibt mehr Leute, die kapitulieren, als solche, die scheitern.

(Henry Ford)

Viel Erfolg bei der Scheinklausur!

Votieraufgaben

14.1. Gegeben sei die Funktion

f : R2 → R, f(x1, x2) :=

{
|x1x2|

1
4 exp

(
−|x1x2|

1
2

(
x21 + x22

)−1)
, (x1, x2) 6= (0, 0)

0, (x1, x2) = (0, 0)

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f im Punkt x0 = (0, 0) Gâteaux-differenzierbar ist und
berechnen Sie die entsprechende Gâteaux-Ableitung f ′s(0) = Df(0)[·] ∈ L

(
R2,R

)
.

(b) Zeigen Sie, dass f im Punkt x0 = (0, 0) nicht Fréchet-differenzierbar ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Folge h(n) := (h
(n)
1 , h

(n)
2 ), wobei

h
(n)
1 :=

cos(θn)

n
, h

(n)
2 :=

sin(θn)

n

und θn ∈ [0, π4 ] die Lösung der Gleichung

n2 sin(2θn) = 1

ist.

14.2. (a) Sei λ > 0 und die Funktion f : R3\{0} → R gegeben durch

f(x) := ‖x‖−1e−
√
λ‖x‖.

Zeigen Sie, dass f die Eigenwertgleichung in R3\{0} löst, d.h. es gilt

∆f(x) = λf(x), x ∈ R3\{0},

wobei ∆f(x) :=
3∑

k=1

∂2

∂x2k
f(x).

(b) Sei u : (0,∞)× Rn → R gegeben durch

u(t, x) := t−
n
2 e−

‖x‖2
4t , t ∈ (0,∞), x ∈ Rn.

Zeigen Sie, dass u die Wärmeleitungsgleichung löst, d.h. es gilt

∂tu(t, x) = ∆xu(t, x),

wobei ∆xu(t, x) :=
n∑
k=1

∂2

∂x2k
u(t, x).
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14.3. (a) Beweisen Sie die folgende Aussage:
Gilt für eine Funktion f ∈ C([0, 1],R) die Identität∫ 1

0
f(x)h(x)dx = 0

für beliebiges h ∈ C([0, 1],R), so ist f(x) = 0 für alle x ∈ [0, 1].

(b) Entwicklen Sie die Funktion

f(x, y) = x32 + 2x21 − x1x2 − x22 − 6x1 − 3x2 + 5

im Punkt (1,−2) in eine Taylorsumme bis zur Ordnung o(‖h‖2).
(c) Betrachten Sie die Abbildung

T : C[0, 1]→ R, T (v) :=

∫ 1

0
v(x)(1− v(x))(2− v(x)) dx.

Bestimmen Sie die (kritischen) Punkte v∗ ∈ C[0, 1], in welchen die Fréchet-Ableitung von
T verschwindet. Entwicklen Sie T in jedem dieser Punkte v∗ in eine Taylorsumme bis zur
Ordnung o(‖h‖2).

14.4. Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen folgender Abbildungen.

(a) f : (0,∞)× (0,∞)→ R2, f(x1, x2) =

(
x1x2√
x1
x2

)
(b) g : R2\{0} → R, g(x1, x2) = ln

(
x21 + x22

)
(c) h : (0,∞)× (0,∞)→ R, h = g ◦ f

(i) unter Verwendung, sowie

(ii) ohne Verwendung der Kettenregel

14.5. (a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung folgender Funktionen.

(i) f : R× (0,∞)→ R, f(x1, x2) := xx12 in (1, 1)>

(ii) g : (0,∞)× (0,∞)→ R, g(x1, x2) := x31x
2
2(1− x1 − x2) in

(
1
2 ,

1
3

)>
(iii) h : R× R\{0} × R→ R, h(x1, x2, x3) := x3 exp

(
x1
x2

)
in (0, 1, 1)>

(b) Approximieren Sie die Zahl λ := 0.991.01 mithilfe von Aufgabenteil (a) zunächst line-
ar und anschließend quadratisch. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem Ergebnis eines
Taschenrechners.
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