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Analysis 2 (SS 2019) — Blatt 7

Die Menschen, die den richtigen Weg gehen wollen, miissen auch von Irrwegen wissen.
(Aristoteles)

Aufgaben zur Abgabe am 23. Mai

7.1. Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz.

(i) /100$4+§;+1dx (ii) /01 (i— )daf (iii) /02lnlxdx (iv) /Ooosin(a:?)dx

Votieraufgaben

1
sinzx

7.2. Esseia<c<bund f:[a,c)U(c,b] = Rmit flj, . € Rla—¢e,c] und fljcicp € Rlc+¢,b]
fiir alle hinreichend kleinen € > 0. Zeigen Sie:

(a) Ist f die Einschrinkung einer Funktion f € R[a,b], so konvergiert das uneigentliche
Riemann-Integral von f und es gilt

/abf(a:) dz = /: f(x)da.

(b) Konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral von f, so konvergiert auch der Cauchy’sche
Hauptwert von f und es gilt

V.p./abf(x) dx:/abf(x) da.

7.3. (a) Sei f € C*([a,b]) und h = =2 fiir n € N. Definiere

xp:=a+kh, k€{0,...,n}, und §k::%,ke{l,...,n}.

Sei weiterhin fiir x € [xg_1, 2] der Ausdruck Pa(x) gegeben durch

(x — &) (x — z—1) (z2) + (x —zp)(x — 2p—1) (&) + (z — &) (@ — k) Fleei):

(1 — &) (2 — Tp—1) (§x — 21) &k — Th—1) (-1 — &) (Tp—1 — 21)

n Tk
Zeigen Sie, dass fiir I,,(f) := >. [ Py(x)dx folgende Fehlerabschétzung gilt:

k:1$k_1

b 5
(b-a) @)
/a J(@) da _I”(f)‘ = 180(2n)7 25, ‘f ' (”3)‘

1 2
/ e ¥ dx
0

bis auf einen absoluten Fehler kleiner als 1.6 - 1073.

(b) Berechnen Sie damit das Integral
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7.4. (a) Sei K € {R,C} und F : [0,00) — K" eine Funktion. Zeigen Sie das Cauchy-Kriterium:

JaekrVe>0TR>0Vas R F(2) — Al <& <= Ves03R.>0Vey>r | F(2) — F(y)l <e

o0
(b) Sei f:[0,00) — R eine monotone Funktion, so dass das uneigentliche Integral [ f(7)dr
0

konvergiert. Zeigen Sie f 0 (l)

T

c) Nutzen Sie das Cauchy-Kriterium um zu zeigen, dass in (b) sogar e, (L gilt.
€T

(d) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f : [0,00) — R an, welche auf jedem endlichen
oo

Intervall Riemann-integrierbar ist, fiir welche [ f(z) dz konvergiert, und welche fiir z — oo
0

nicht gegen Null konvergiert.

7.5. Sei f € CY(R). Angenommen, das uneigentliche Integral
+o0
[ i@ (¥
—00

konvergiert. Zeigen Sie, dass die Funktion f dann beschrinkt ist. Gilt auch die Umkehrung?
Kann also aus der Beschrinktheit von f die Konvergenz von (x) gefolgert werden?

7.6. Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale bzw. die Cauchy’schen Hauptwerte auf
Konvergenz.

(a)/olxadx, a€R (b)/looxadx, a€R (©) /100 S O

X

(d)/f'sjr;(:”)'dx (e)/ogsin <i) dz (f)/oweaxdx, aER
@vo [ pigt W[ o O [ {5

oo 1+ 22 2?2 — 3z +2 oo 14 a2
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