Klausur Analysis 3 am 30.03.22 — Lésungen WS 21/22

Aufgabe 1 (3 Punkte). a) Formulieren Sie das Lemma von Fatou.

b) Geben Sie ein Beispiel, dass in dessen Aussage auch die strikte Ungleichung
auftreten kann.

¢) Geben Sie ein Beispiel, wo die Aussage des Lemmas fiir nicht nicht-negative
Funktionen nicht gilt.

Losung.

a) Lemma von Fatou: Sei (f,)nen eine p-fast iiberall konvergente Folge nicht-
negativer Funktionen in M™(u) und sei

f=u nlgglo frn <u 00.

Dann ist f pu-summierbar und es gilt

/ fdu < liminf/ frndp.
Rn n—oo Rn

b) Man nehme z.BH p=A1und fpn := X[n,nt1)- Dann f,, =, f =0 und

n+1
/fdAlzo, /fndAlz/ dr=1, 0<1.
R R n

c) Man nehme z.B. = Ay und f,, := —X[pn,n+41)- Dann f, —, f =0 und

n+1
/fdAlzo, /fnd/\lz/ (—-1)dz = -1, 0> —L.
R R n

Aufgabe 2 (4 Punkte). Verifizieren Sie den Satz von Stokes

/dw:/w
I oI

fiir das Standardquadrat I = [0,1]? und w = f dz + g dy, indem Sie beide Seiten
unabhéngig voneinander direkt berechnen. Dabei sind f,¢g : R%? — R stetig
differenzierbar.

Losung. Linke Seite: Es ist

dw=df Ade +dgAdy = (fadz + f, dy) Adz + (g, dz + g, dy) A dy
= (gs — fy)dz Ady

IWeitere Beispiele sind f,, := nx[owﬂ und fn = %X[o,ny Analog erhilt man jeweils ein

Beispiel fiir Teil ¢), indem man mit —1 multipliziert.
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und somit, dank Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

zdw=4{41%—ﬂ)®ﬁy=A%me—mawﬁm—A%ﬂ%D—f@ﬁDM
1

:/<me—maw+f@m—f@J»&.

0

Rechte Seite: Der Rand OI wird (orientierungserhaltend) parametrisiert durch
die vier Teilstiicke v1,72,73,7v4 : [0,1] — R? mit

'Vl(t) = (t,O), '72(t) = (Lt), 73(t) = (1 —t, 1), 74(t) = (07 1- t)7
Vi(t) = (130)7 ’Yé(t) - (07 1)a Vé(t) - (*170)7 sz/l(t) = (Oa 71)'

Somit ist

4 4 1
ﬂ;w=g;/}ﬁM+g@»=;;A (F3(6)) dz(24(5)) + gl (6)) dy(~(1))) dt

=/JU@ﬂ%1+g@0%0+fﬂJ%0+gﬂJ%1+fﬂ—tU-FD
0

+g(1—t,1)-04 f(0,1—1t)-0+g(0,1 —t)-(—1))dt

=A(ﬂt®+g@ﬂ—g&l—ﬂ—fﬂ—thﬂt

1
::A<MLw—ym¢y+ﬂam—f@J»m.

(Dabei wurde an geeigneter Stelle ¢ ~~ 1 — ¢ substituiert.) Insgesamt sieht man,
dass linke Seite und rechte Seite iibereinstimmen.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Beweisen Sie die Greensche Formel

/M3(Vg°vf+gAf)dV:/ of

— dA.
OM3 g(‘)n

Losung. Das Vektorfeld F : M — R3? sei definiert durch F := g - Vf. Dann
ist

O.F; = 0;(g-0if) = 0ig-0if +9- 0} f
und folglich

3 3 3
divF =Y 0,F;=> (9ig-0if)+g-»_ 0;f =VgeVf+g-Af.

i=1 i=1 i=1

Aus dem Satz von GauB, angewandt auf F', folgt nun
/(VQOVf—i—g-Af)dV: diVFdV:/ FendA= g-VfendA
M oM oM

of
= - —dA.
/6M g on

M
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Aufgabe 4 (3 Punkte). Bestimmen sie die duflere Ableitung der Differential-
form

a) y?dx +sin(ry)dy im R2,
b) zydr +yzdy +zxdz im R3,

c) 22yzdy Adz + zy?2dz Ade + ayz?de Ady  im R3.

Lésung. Seien

a = y? dz + sin(zy) dy,
B =zydxr + yzdy + zx dz,
v = 2?yzdy Adz + zy’2dz Ade 4+ zy2® doz A dy.

Unter Verwendung von df = ). f, dz; und den Rechenregeln fiir duflere Ab-
leitung und Dachprodukt berechnen wir

da = 2ydy A dz + ycos(zy) da A dy = (y cos(zy) — 2y) dz A dy,

df =xzdy Adx +ydz Ady + zdx A dz,

dy =2xyzde Ady Adz 4+ 2zyzdy Adz Adx + 2xyzdz Adae Ady
= 6zyzdx Ady Adz.

Aufgabe 5 (3 Punkte). Sei T': R™ — R"™ lipschitzstetig. Zeigen Sie, dass das
Bild einer Lebesgue-Nullmenge unter 7" wieder eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Lésung. E[Dass T : R™ — R” lipschitzstetig ist, bedeutet, dass ein L > 0
existiert mit

Yo,y e R": || T(x) = T(y)|| < Lz = yll.

Sei N eine A,-Nullmenge, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert eine Uberdeckung mit
Intervallen (Ix)xen von N, sodass

i)\n(jk) <E.

k=1

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien die I Wdrfeﬂ d.h. alle Kanten
haben die gleiche Linge ¢. (Ansonsten zerschneide und ergénze man die I,
auf geeignete Weise.) Dann ist das Volumen A, (1) = ¢} und der Durchmesser
diam(I) = y/nfy. Wegen der Lipschitzstetigkeit von T ist nun

diam(T(I;)) = sup ||T(x) —T(y)||<L- sup ||z —y| =L-diam(Iy).
z,yely z,ycly

2Vorab: diese Aufgabe war etwas gemein — da wurden wir alle gepéschelt. Deswegen ist die
Korrektur auch gnidig ausgefallen.

3Man benétigt hier Wiirfel und nicht beliebige Quader, damit man Volumen und Durch-
messer gegeneinander abschétzen kann. Ansonsten funktioniert der Beweis nicht!
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Auflerdem ist T'(I) sicherlich in einem Wﬁrfeﬂ Ji. der Kantenléinge
%o i= 2diam(T(I}))
enthalten. Es folgﬂ
A () = ()™ < 2" L™ diam(I;,)" = 2" L"/n" 02 = (2Lv/n)" M (I1).

Insgesamt ist

k=1 k=1
D Al Jk) <D QLY A (Ik) < (2Ly/n)"e.
k=1 k=1

Dies wird durch geeignete Wahl von ¢ beliebig klein. Somit ist T'(NN) eine A,-
Nullmenge.

Aufgabe 6 (4 Punkte). Gegeben ist die skalare Funktion
f:R* =R, flu,v,w)=e""sin(2u + 4w).

a) Zeigen Sie, dass durch f(u,v,w) = 0 in einer Umgebung von (0,0, 0) diffe-
renzierbare Funktionen

u=pv,w), w=1(u,v)
mit ¢(0,0) = 0 und (0,0) = 0 definiert werden.
b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen ¢, (0,0) und ¢,,(0,0).

Loésung.
a) EIPartielles Ableiten der stetig differenzierbaren Funktion f liefert
fu = vwe™? sin(2u 4 4w) 4 26" cos(2u + 4dw),
fw = wve™ sin(2u + 4w) + 4e""" cos(2u + 4w)

und damit f,(0,0,0) = 2 sowie f,(0,0,0) = 4. Auflerdem ist f(0,0,0) =

0. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt nun, dass die Gleichung

fu,v,w) =0 in einer Umgebung von (0,0,0) durch Funktionen
u=g(,w), w=1v(u,v)

auflosbar ist. Fiir diese gilt insbesondere ¢(0,0) = 0 und (0,0) = 0.

4T(Iy) ist selbst nicht zwingend ein Quader. Falls aber doch nur mit {J, T'(Ix) als
Uberdeckung von T'(N) gearbeitet wurde, gab es keinen Punktabzug.

5 Auch wenn auf die Wiirfel verzichtet wurde, gab es fiir eine (moralisch richtige) Relation
der Form A(Jg) ~ L™ A(Iy) keinen Punktabzug.

SErneut wurde hier gepdschelt — und diesmal, wie zum Ausgleich, wurde die Aufgabe
dadurch einfacher. Tatséchlich ist die Gleichung f(u,v,w) = 0 lokal um (0,0,0) ndmlich
dquivalent zu 2u 4 4w = 0. Damit sind (v, w) = —2w und Y (u,v) = f%w, Das Ableiten ist
dann einfach.
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b) Weiterhin gilt
fo = uwe"™ sin(2u + 4w)

und damit insbesondere f,(0,0,0) = 0. Die partiellen Ableitungen von ¢
berechnen sich nun durch

__A(0,0,0) 0
901)(0’0) - fu(o 0 0) 5 - 07
_ fw(O 0 0) 4 _
0w (0,0) = F000 - 2° 2.

Aufgabe 7 (5 Punkte). Gegeben ist
[ R2=R% f(z,y) = (z(1 - y),2y).
a) Bestimmen Sie die Jacobische von f.
b) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen f ein lokaler Diffeomorphismus ist.

c¢) Bestimmen Sie die Umkehrabbildung (z,y) = f~*(u, v) dort, wo sie definiert
ist. Das heifit, 16sen Sie

nach z,y auf.

d) Zeigen Sie, dass f den Streifen S = (0, 00) x (0, 1) diffeomorph auf den ersten
Quadranten @ = (0,00) x (0,00) abbildet.

Loésung.

a) Die Jacobimatrix von f ist

Df = (1 S’ ‘f) .
b) Die C'-Funktion f ist in einem Punkt (x,y) genau dann ein lokaler Diffeo-
morphismus, wenn D f(x,y) invertierbar ist. Wegen
det Df =(1—ylz+ay==x
ist dies genau dann der Fall, wenn x # 0 ist.
c) Istu=2a(1—-y) =2 — 2y und v = xy, so folgt

v

v
T=uTY, Y= T ure

unter der Voraussetzung, dass x # 0 ist.
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d) Sei (x,y) € S. Dann sind z,y,1 —y > 0 und damit auch (1 —y) > 0 und
xy > 0. Es folgt f(x,y) € Q.

Ist umgekehrt (u,v) € @, d-h. u,v > 0, so sind auch u+v > 0 und % > 0.

Weiter ist v < u + v und deshalb 2= < 1. Somit ist f~'(u,v) € S.

Insgesamt folgt, dass f : S — @ wohldefiniert und bijektiv ist. Wegen b)
ist f in jedem Punkt von S ein lokaler Diffeomorphismus. Da jede lokale
Umbkehrabbildung mit f~' iibereinstimmen muss, folgt, dass f~! auch C*

ist. Somit ist f : S — @ ein Diffeomorphismus.

Aufgabe 8 (4 Punkte). Sein > 3, A € L(R™) symmetrisch und v ein Eigenvek-
tor von A. Zeigen Sie, dass es mindestens zwei zu v orthogonale Eigenvektoren
von A gibt, die kritische Punkte der Funktion

f(z) = (Az, z)
unter den Nebenbedingungen
<I7I> = 17 </U7x> :O

sind.

Losung. Die Lagrange-Funktion zu f(z) = (Az,z) und den Nebenbedingun-
gen (x,x) =1, (v,z) =0 ist

F(z,\) = (Az,x) — i ({z,x) — 1) — Ao (v, ).
Abgeleitet nach x erhalten wir die Bedingung
Vo F =24z — 2\12 — Apv = 0, (+)

die ein kritischer Punkt « erfiillen muss.

Sei Av = pw fiir ein u € R. Aufgrund der orthogonalen Diagonalisierbarkeit
symmetrischer Matrizen kann v zu einer Orthonormalbasis (v, v’,v”,...) von R™
erginzt werden, die aus Eigenvektoren von A besteht. Insbesondere existieren
zwei Vektoren v, v” mit

A,U/ — ‘LL/U/ AUN — I,LN’UH IJ// /J/H c R
welche Lange 1 haben und orthogonal zu v sind. Diese erfiillen mit Ay = g’

bzw. A1 = p/ und A2 = 0. Somit sind diese tatsichlich kritische Punkte von f
unter den obigen Nebenbedingungenm

7 Alternativ kann man argumentieren, dass die Nebenbedingung kompakt ist und f deshalb
ein Maximum und ein Minimum annimt. Da die Nebenbedingung keinen Rand hat und f
nicht konstant ist, erhélt man somit zwei verschiedene kritische Punkte von f. Man kann
dann zeigen, dass dies tatsichlich Eigenvektoren von A sind.
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Fazit. Die Klausur ist insgesamt gut ausgefallen. Ich bin stolz auf euch. Aber
so sehr ihr es euch auch wiinscht, das Dachprodukt ist nicht kommutativ.
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