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Grundlagen

Das grundlegende Handwerkszeug des Mathematikers ist die Aussagenlogik,
und zu den grundlegenden Begri [ed der modernen Mathematik gehdren die
Begri Ce_dler Menge und der Abbildung.

Grundlagenfragen sind allerdings immer auch schwierige Fragen. Sie setzen
eine tiefe Kenntnis der Materie voraus, um ihre Bedeutung und ihren Reiz zu
erschliel3en. Fur einen Neuling sind sie dagegen ein trockenes, wenig appetitanre-
gendes Brot.

Wir werden die Aussagenlogik sowie die Begri Le_dler Menge und der Abbil-
dung daher nur in einem >naiven< Sinn kurz ansprechen. Wir verzichten auf eine
mathematisch préazise Formulierung, da Aufwand und Ertrag flr unsere Zwecke
in keinem vernunftigen Verhéltnis stehen. Im Wesentlichen geht es darum, sich
auf einen Sprachgebrauch fur alles Weitere zu verstandigen.

1.1
Aussagenlogik

Das Gebaude der Mathematik wird mit den Regeln der Aussagenlogik errich-
tet. Dessen Bausteine sind Aussagen im Sinne von Aristoteles, denen genau einer
von zwei moglichen Wahrheitswerten zukommt.

Aristotelischer Aussagebegri [_IEine Aussage ist entweder wahr oder falsch —
tertium non datur 1.

Es gibt in der Mathematik also kein vielleicht — solche Aussagen werden gar
nicht erst zugelassen.

! Ein Drittes gibt es nicht.
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1 — Grundlagen

z Beispiele Aristotelische Aussagen sind:

a. Eine Woche hat sieben Tage.
b. 2 ist eine Primzahl. ?
c. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
d. Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge. 2

Keine Aussagen im Sinne der Mathematik sind dagegen:
e. Wie spat ist es?
f. Ho [entlich ist die Vorlesung bald zu Ende.
g. Das logische Bild der Tatsachen ist der Gedanke.* /

Dabei ist unerheblich, ob der Wahrheitswert einer Aussage tatsachlich be-
kannt ist. So ist Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge sicher wahr oder falsch,
nur wissen wir dies im Jahr 2018 nicht.

= Logische Verknupfungen

Aus Aussagen lassen sich durch logische Verkntpfungen neue Aussagen
bilden. Das Ergebnis einer solchen Verkntpfung legt man in einer Wahrheitstafel
fest. So wird die Verkniipfung zweier Aussagen p und q ° durch und und oder,
in Symbolen p ™ g respektive p _ q, durch folgende Wahrheitstafel definiert.
Dabei stehe 1 fiir wahr und o fir falsch 6.

P g P~a p_q

11 1 1
10 0 1
01 0 1
00 0 0

Das logische und entspricht dem allgemeinen Sprachgebrauch: p ™ q ist
dann und nur dann wahr, wenn sowohl p als auch q wahr sind.

Beim logischen oder ist zu beachten, dass es einschlieBend gemeintist: p__q
ist wahr, wenn p oder g oder beide wahr sind. Das umgangssprachliche oder ist
dagegen meist ausschlieRend gemeint. Es regnet oder ich gehe spazieren meint
Ublicherweise Entweder es regnet, oder ich gehe spazieren.

2 Eine naturliche Zahl heiRt prim, wenn sie genau zwei Teiler besitzt, namlich 1 und sich selbst.
Somit ist 2 eine Primzahl, nicht aber 1.

3 Ein Primzahlzwilling liegt vor, wenn p und p 2 prim sind. Zum Beispiel sind 5 und 7 oder 11
und 13 Primzahlzwillinge.

4 Punkt 3 im Tractatus logico-philosophicus von Ludwig Wittgenstein.

5 p und q stehen hier also fiir irgendwelche Aussagen. Ebenso gut kénnte man A und B schreiben,
oder und , oder beliebige andere Symbole.

6 Dies soll jetzt keine Diskriminierung der O darstellen.
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1.1 — Aussagenlogik

2z Beispiele Folgende Aussagen sind wahr:
a. 0<1 und 2 istirrational.
b. 0<1 oder _2 istirrational.
c. 0<1 oder 2 istrational. 7

Die Negation einer Aussage p durch nicht, symbolisch :zp, andert den
jeweiligen Wahrheitswert in sein Gegenteil:

P p

1

In konkreten Fallen kann die korrekte Verneinung einer Aussage allerdings
durchaus Schwierigkeiten bereiten.

z Beispiele a. Esgilt nicht lim¢sq sint 0.
b. Esist nicht so, dass, wenn es heute schneit, morgen die Sonne scheint. ~

Wichtig sind auch die logischen Verknupfungen zweier Aussagen p und q
durch wenn-dann und genau-dann-wenn, in Symbolen p ¥ q und p $q:

p pYqg p$q

0

o o r k
O Rr O P
B Rk o R
» O Ok

Das logische genau-dann-wenn folgt dabei wiederum der Umgangssprache:
p $ q ist wahr, wenn p und q denselben Wahrheitsgehalt haben. Andernfalls ist
sie falsch.

Ungewohnt erscheint anfangs dagegen das logische wenn-dann: die Ver-
knupfung p ¥ q ist wahr, wenn entweder p und g wahr sind, oder wenn p
falsch ist. In letzterem Fall spielt der Wahrheitsgehalt von g keine Rolle. Egal was
ich aus einer falschen Aussage p folgere, die logische Verknitpfung als Ganzes
wird als wahr gewertet 7.

z Beispiel Die Aussage
Xx>01x 1>=0
7 Ex falso quodlibet — Aus Falschem folgt alles Beliebige.

09.02.2022 — 15:04 1.3



1 — Grundlagen

ist immer wahr. Denn wenn x > 0 gilt, so giltauch x 1> 0. Ist dagegen x O,
so ist die wenn-dann-Verknupfung nach dieser Konvention ebenfalls wahr, denn
Uber diesen Fall wollen wir gar keine Aussage machen. 7/

Bemerkung Es gibt insgesamt 2* 16 verschiedene Méglichkeiten, das
Ergebnis einer logischen Verkniipfung zweier Aussagen durch eine Wahrheitstafel
festzulegen. Es gibt also genau 16 verschiedene binéare logische Funktionen. Diese
kénnen alle durch ~, _ und : dargestellt werden. Tatsachlich reicht sogar eine
einzige Funktion, entweder die nicht-und oder nand-Funktion

pug :a - p™q;
oder die nicht-oder oder nor-Funktion
ptg ‘& -z p_q:
Diese spielen daher beim Aufbau logischer Schaltkreise eine grof3e Rolle.

Mit diesen Verknupfungen lassen sich sehr komplexe Ausdriicke bilden. Um
dabei Klammern zu sparen, legt man fest, dass - vor _ ;"™ vor ¥ vor $ bindet.
So wird

p_:tq Ip

vereinfacht zu

p_:-q ¥ p:

= Tautologien

Ein mathematisches Geb&ude wird errichtet, indem man aus gewissen Grund-
annahmen - den Axiomen - und bereits bewiesenen Aussagen durch korrekte
logische Schlusse neue Aussagen gewinnt. Jeder einzelne logische Schluss von
einer Aussage p auf eine Aussage q stellt dabei sicher, dass g immer dann wahr
ist, wenn p wabhr ist. Ist p dagegen falsch, so interessiert g nicht weiter. Somit
ist die Aussageverknipfung p ¥ g immer wahr. Dies nennt man eine Tautologie.

Definition Eine Tautologie ist eine Aussage, die immer wabhr ist. Eine Kontradik-
tion oder ein Widerspruch ist eine Aussage, die immer falsch ist.

z Beispiele a. Die einfachste Tautologieist p__ :-p.
b. Die einfachste Kontradiktion ist p ™ zp.
c. x>01"x 1=0 istimmerwahr, also eine Tautologie. 7

Ist p ¥ g immer wahr, so schreibt man

pPDa;

1.4



1.1 — Aussagenlogik

gelesen p impliziert g oder aus p folgt q. Genau genommen ist dies eine
Metaaussage, also eine Aussage Uber eine Aussage. Mit p ) g sagen wir aus, dass
die Verknupfung p ¥ g immer wahr ist.

z Beispiel x>0 ) x 1>=0. 7
Entsprechend steht
paq;

gelesen p aquivalent q, fur die Aussage, dass p $ q immer wahr ist. In diesem
Fall nehmen p und g immer denselben Wahrheitswert an und stellen somit
dieselbe logische Funktion dar. Die folgende Aquivalenz ist zum Beispiel sehr
nutzlich.

Notiz p?'qg a :p_q. —

fitth  Beweis Dies verifizieren wir noch einmal anhand einer Wahrheitstafel:

Pg p p'q :Ip_q

o o P, Pk
O »r O B
m L O O
P P O P
P R O R

Auf dieselbe Weise verifiziert man eine Fiille weiterer logischer Aquivalenzen.
Hier sind die wichtigsten betre Cendd ~™ und __.

Logische Aquivalenzen Es gelten die Distributivgesetze

pPtg _r &a p_r ~q_r;

p_qg ~r a p~r _ q”ir;
die Verschmelzungsgesetze
P~Mg _p apa p_q”.p;
die Regeln von de Morgan
2 p™a a :p_:-q;
I p_gd a p”:q;
sowie die Regel von der doppelten Negation
I Ip a p:

Eine - respektive _-Verknupfung wird also verneint, indem die einzelnen
Aussagen verneint und die Verknupfungen ™ und __ vertauscht werden. Nach
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1 — Grundlagen

diesem Schema zu verfahren ist oft einfacher als zu versuchen, eine Aussage
inhaltlich zu verneinen.

2 Beispiele a. Esist nicht so, dass, wenn es heute schneit, morgen die Sonne
scheint ist gleichbedeutend mit Es schneit heute, und morgen scheint die Sonne:

2snow T sun & I -snow__sun & snow”™ Zsun:

b. Es stimmt nicht, dass es regnet oder ich spazieren gehe ist gleichbedeu-
tend mit Es regnet nicht, und ich gehe nicht spazieren:

Ir_s a -r”N:s: /

= Beweistechniken

Die nachsten Regeln bilden die Grundlage wichtiger Beweistechniken.
Abtrennungs- und Syllogismusregel
P~ pYag > q
und
p'g”™~qlfr D>Yplir: —

fitth  Beweis Um die Gultigkeit der ersten Implikation zu beweisen, missen
wir nur den Fall betrachten, wo die linke Seite wahr ist. In diesem sind also p
und p ¥ g wahr. Das aber ist nur mdglich, wenn auch g wabhr ist. Also ist auch
q wahr.

Entsprechend argumentiert man bei der zweiten Implikation. Aber naturlich

Diese Regeln beschreiben die Technik des direkten Beweises. Die Abtren-
nungsregel besagt: Gilt p, und folgt g aus p, so gilt auch q. Die Syllogismusregel
besagt: Folgt g aus p, und folgt r aus q, so folgt auch r aus p. Dies entspricht
dem Alltagsgebrauch und soll nicht weiter illustriert werden.

Kontrapositionsregel
pY'g a :-q? -p:

fitth  Beweis Dies kénnen wir bereits mit den vorhandenen Mitteln formal
beweisen, ohne Ruckgri Calif eine Wahrheitstafel. Zweimalige Anwendung der

1.6



1.1 — Aussagenlogik

Notiz ;1 und der Regel von der doppelten Negation ergibt
prg a :p_q
a -:q_:p
a -qlt :-p:
Die Kontrapositionsregel bildet die Grundlage des indirekten Beweises. Statt

q aus p zu folgern, zeigt man, dass die Verneinung von q zur Verneinung von p
fahrt.

2 Beispiel eines indirekten Beweises Ist das Quadrat einer naturlichen Zahl n
gerade, so ist auch n selbst gerade.

Der Beweis erfolgt indirekt. Wir negieren die Folgerung und nehmen an, dass
n nicht gerade ist. Dann ist n ungerade und damit von der Form

n 2m 1
mit einer natdirlichen Zahl m £ 0. Dann aber ist auch
n 2m 12 4m? 4m 1 4m?> m 1 4k 1

mit der natiirlichen Zahl k m? m £ 0. Also ist n? ebenfalls ungerade. Dies
ist die Negation der Voraussetzung, und der indirekte Beweis ist abgeschlossen.
Damit ist auch die urspriingliche Aussage bewiesen. 7

Widerspruchsregel
pa tp!® gn:q:
fitth  Beweis Mit der Notiz ; gilt

p! g”:g ap_qt:g ap

Dies ist die Grundlage des Widerspruchsbeweises, oder reductio ad absurdum.
Um eine Aussage p zu beweisen, nehmen wir an, dass sie nicht gilt, also -p wahr
ist. Kébnnen wir daraus einen Widerspruch g /™ = g ableiten, so folgt, dass p wahr
ist.

2 Beispiel eines Widerspruchsbeweises pi ist keine rationale Zahl.
. P~ . . .
Wir nehmen an, 2 ist rational. Dann ist also
p_
2 r=s

mit natdrlichen Zahlen r und s 0. Wir kdnnen annehmen, dass r und s nicht
beide gerade sind, denn andernfalls dividieren wir r und s so lange durch 2, bis
dieser Zustand erreicht ist.

1.7



1 — Grundlagen

Aus p§ r=s folgt nun durch Quadrieren
252 r2:

Also ist r? gerade. Dann ist auch r selbst gerade s, also r 2t mit einer anderen
natiirlichen Zahl t. Also gilt 2s2 r2 2t 2 4t2, oder

s?  2t%

Also ist s ebenfalls gerade 5.

Somit sind r und s beide gerade, im Widerspruch zur Annahme, dass r
und s nicht beide gerade sind. Damit haben wir also die Annahme, dass 2
rational ist, zu einem Widerspruch gefthrt. 7

Aquivalenzregel

p$sg a pl'q ~qlp:

Die Aquivalenz zweier Aussagen ist also gleichbedeutend damit, dass jede
der Aussagen aus der jeweils anderen folgt. Salopp gesagt: >um p $ g zu zeigen,
muss man beide Richtungen zeigen«.

2z Beispiel Das Quadrat einer nattrlichen Zahl n ist gerade genau dann, wenn
n gerade ist.

Den T -Teil haben wir oben gezeigts. Der -Teil besteht darin zu zeigen,
dass das Quadrat einer geraden natirlichen Zahl ebenfalls gerade ist. Dies ist
aber eine leichte Ubung. 7

= Bemerkung zum mathematischen Sprachgebrauch

Gilt p ) g, so nennt man p hinreichend fur g, und g notwendig fur p.

Denn immer wenn p gilt, so gilt auch g. Somit >reicht p aus, damit auch q
gilt«. Gilt dagegen q nicht, so gilt aufgrund der Kontrapositionsregel auch p
nicht. Somit muss >q notwendigerweise gelten, damit auch p gilt<.

Gilt p & g, so ist p hinreichend und notwendig fur g. Und natdrlich gilt
dies auch umgekehrt.

2 Beispiel
X=>4 ) x>2:

Und tatsachlich ist x > 4 hinreichend dafir, dass auch x > 2. Allerdings ist es
nicht notwendig. Und umgekehrt ist x > 2 notwendig daftr, dass auch x > 4 gilt.
Allerdings ist es nicht hinreichend. 7
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1.2 — Mengen

1.2
Mengen

Der Begri [Cdér Menge wurde am Ende des 19. Jahrhunderts von Georg Cantor
wie folgt eingefuhrt.

Definition (Cantor 1895) Eine Menge ist eine Zusammenfassung M von be-
stimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

»>So stelle ich mir eine Menge auch vor¢, wiirde man wohl sagen. Tatséchlich
ist dies aber alles andere als eine prazise Definition. Was ist denn ein >bestimmtes
Objekts, und aus welchen Objekten besteht unsere >Anschauung«< insgesamt?

Es dauerte auch nicht lange, bis die Widerspruchlichkeit dieser Definition
erkannt wurde. Bertrand Russell entdeckte um 1901 ein besonders einfaches
Beispiel. Bildet man die Menge M aller Mengen X, die sich nicht selbst enthalten
— in Symbolen

M fX: X Xg

—so lasst sich nicht entscheiden, ob M sich selbst enthalt oder nicht. Nimmt man
an, dass M 2 M, so folgt hieraus M M. Nimmt man dagegen an, dass M M,
so folgt hieraus wiederum M 2 M g.14.

Ein analoges, nicht-mathematisches Beispiel ist das Paradoxon des Barbiers
eines Dorfes, der alle Manner im Dorf rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Auch
hier kann man nicht entscheiden, ob der Barbier sich selbst rasiert oder nicht.

Mathematisch ist dieser Zustand naturlich nicht haltbar und fuhrte zur
Entwicklung der axiomatischen Mengenlehre von Zermelo, Fraenkel und anderen.
Hier lassen sich nicht mehr véllig beliebige Objekte zu Mengen zusammenfassen.
Insbesondere ist die Russellsche Konstruktion keine Menge mehr, und die Frage,
ob M zu M gehoért, kann nicht mehr gestellt werden.

Wir werden uns aber nicht mit der axiomatischen Mengenlehre beschéftigen
— so wie es auch die meisten Mathematiker halten. Alle Mengen, die wir im naiven
Sinne bilden, sind Mengen auch im axiomatischen Sinn, und das soll uns gentigen.

Fir unseren Gebrauch ist eine Menge bestimmt durch die in ihr enthaltenen
Elemente. Ist M eine Menge, so ist ein beliebiges Objekt m — wieder so ein
unbestimmter Begri C=kentweder Element von M, geschrieben

m2M;
oder nicht Element von M, geschrieben

m M:

1.9
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Es ist also
m M a :-m2M:

Insbesondere enthélt eine Menge jedes ihrer Elemente nur einmal, und auf deren
Reihenfolge kommt es nicht an. Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben
Elemente enthalten.

Es gibt auch eine Menge ohne Elemente, die sogenannte leere Menge

s Tog:

Fur jedes beliebige Objekt m giltalso m 3.

Notiz Es gibt nur eine leere Menge.

fitth Beweis Seien 31 und 3, zwei leere Mengen. Dann ist jedes Element,
das in ;1 enthalten ist, auch in ;, enthalten. Das Umgekehrte gilt ebenfalls.

Enthélt eine Menge nur endlich viele Elemente, so kénnen wir sie — zumindest
im Prinzip — durch Aufzéhlung aller ihrer Elemente angeben:

fH, i, |, f, eg; fo, ;Eg:

Bei der Aufzéhlung ist es erlaubt, Elemente einer Menge mehrfach zu nennen,
auch wenn sie nur einmal enthalten sind. Dies ist eine praktische Konvention.

2 Beispiele
E2f°; ;Eg; fo, &g, =
f1;2;3g f3;2;19;
f1;1;1g f1l;1g flg:

Ist die Elementzahl nicht mehr endlich, so helfen gelegentlich Pinktchen,
die ein >und so weiter< andeuten. So bezeichnet

N f1;2;3;..9

die Menge der natirlichen Zahlen . Streng genommen ist die Notation >.. < zwar
immer mehrdeutig und daher nicht exakt. Man verwendet die Punktchen als
bequeme Abkirzung aber immer dann, wenn dieses >und so weiter< wirklich
o [Cendsichtlich ist und nur mit viel bésem Willen falsch interpretiert werden
kann ...

8 Es ist reine Definitionssache, ob die nattirlichen Zahlen bei 0 oder 1 beginnen. Das naive Zahlen
beginnt naturlicherweise bei 1.
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1.2 — Mengen

Schlielich werden Mengen durch Eigenschaften ihrer Elemente charak-
terisiert — und dies ist auch die einzige Moglichkeit, nicht-endliche Mengen
anzugeben. So bezeichnet

P fn2N:nistprimg ¥2;3;5;7;11;..g
die Menge aller Primzahlen. Allgemein schreibt man
M fm:Amg

fur die Menge M aller Objekte m, die bei Einsetzen in eine Aussageform A °
eine wahre Aussage ergeben. Will man hierbei nur die Elemente einer bestimmten
Grundmenge X betrachten, so schreibt man auch kiirzer 10

M fm2X:Amg:
Dies ist gleichbedeutend mit M fm:-m2 X"~~A m g.
z= Beispiele a. Steht P n fur die Aussageform >n ist eine Primzahls, so ist
P fn2N:P ng ¥2;3;5;7;11;..9:
b. Die Lésungsmenge der Gleichung z* 1 im Komplexen ist
fz2cCc:z* 19 f1; 1;i; ig: 7

Fur wichtige Mengen haben sich Standardbezeichnungen eingebirgert. So
bezeichnen N, Z, Q, R, C die Mengen der naturlichen, ganzen, rationalen,
reellen und komplexen Zahlen, die wir spater kennen lernen werden.

= Teilmengen
Eine Menge N ist Teilmenge einer Menge M, geschrieben
N M;

wenn jedes Element von N auch in M enthalten ist. Dies schliel3t auch die
Gleichheit der beiden Mengen ein, und es gilt

N Ma N M~™~M N:
Liegt eine echte Inklusion vor, so schreibt man ausdricklich N M. Es gilt also

N MaN M~2N M:

9 Eine Aussageform enthélt eine oder mehrere Variablen und geht erst durch Einsetzen konkreter
Objekte in eine aristotelische Aussage Uber.
10 Mit = wird die linke Seite durch die rechte Seite definiert. Analog wird _ verwendet.
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z Beispiele a. FuUr jede beliebige Menge M gilt
: M; M M:
b. Insbesondere ist ; s

c. f1;2;3g N, aber f1;2;3g~ P. 1!
d P N Z Q R C. 7

Bemerkungen a. Konsequenter wére die Schreibweise N M fur die
Teilmengenbeziehung einschlie8lich der Gleichheit, und N M fir die echte
Teilmengenbeziehung - analog zum Gebrauch von  und < fur reelle Zahlen.
Die hier verwendete Notation ist aber allgemeiner Brauch. Auch Mathematiker
sind nicht immer konsequent!

b. Esgilt N M, wenn

X2N I x2M

immer wabhr ist. Die Definition der logischen Verkntpfung ¥ entspricht somit
der Teilmengenbeziehung

= Mengenoperationen

Aus Mengen koénnen durch unterschiedliche Operationen neue Mengen
gebildet werden. Die wichtigsten sind Vereinigung, Durchschnitt und Di [erknz
zweier Mengen, definiert als

A[L[B"fm: m2A_m2Bg;
A\XB “fm: m2A~m2Bg;
A B7"fm: m2A~m Bg:
Man nennt A B auch das relative Komplement von B in A.
2 Beispiele a.
fH,i,lg[fe,I,fg fH,i, I, f eg;
fH,i,lg\ fe, I, fg flg;
fH,i,lg fe,I,fg fH, ig:
b. Fur eine beliebige Menge M gilt immer
ML: M, M\:; 3;
M : M; > M 3

Insbesondere gilt ; 3 - 7/
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Abb 1 Vereinigung, Durchschnitt und Di Lerenz von Mengen

ALB A\B A B

Abbildung 1 zeigt sogenannte Venn-Diagramme, in denen Mengen und deren
Beziehung zueinander durch Bereiche in der Zeichenebene dargestellt werden.
Diese sind als Veranschaulichung und zur Verifizierung sehr nutzlich, ersetzen
aber keinen Beweis, wenn es um Mengenidentitéaten geht. Ein solcher Beweis wird
meistens mit einer Mengentafel wie im Beweis des nachsten Satzes gefuhrt.

Oft betrachtet man Teilmengen einer festen Grundmenge X. Die Di [erenz
einer Teilmenge M X zur Grundmenge bezeichnet man als das Komplement
von M beziglich X, geschrieben

CxtM™X M fm:m2X"~m Mg:

Ist X aus dem Kontext bekannt und sind keine Missverstandnisse zu beflirchten,
so schreibt man auch kirzer

ME " fm2X:m Mg:

Far diese Mengenoperationen gelten eine Fllle von Rechenregeln, von denen
wir die wichtigsten notieren.

Rechenregeln fur Mengenoperationen Fur beliebige Mengen A;B;C gelten
die Distributivgesetze

A\B [C A[C \ B[C;
ALB \C A\C [ B\C;

das Verschmelzungsgesetz

1~ bezeichnet die Negation von , sowie die Negation von 2 bezeichnet.

Abb 2 M

Komplement einer
Teilmenge A A M A

1.13
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A\B [A A ALB\A;

sowie fur Teilmengen einer gemeinsamen Grundmenge X die Regeln von
de Morgan

A\B ¢ A°[BS ALB°® A°\BS%
und das Doppelkomplementgesetz
A S A T

fitth  Beweis Jede dieser Identitdten beweist man mit einer Mengentafel. Ein
beliebiges Objekt m ist in einer Menge entweder enthalten oder nicht. Schreiben
wir daflur wieder 1 respektive 0, so ergibt sich zum Beispiel das erste Verschmel-
zungsgesetz aus folgender Mengentafel:

AB A\B A\B [A A[B A[B\A

11 1 1 1 1
10 0 1 1 1
01 0 0 1 0
0 0 0] 0 0 0

Bemerkung Die Analogie der Rechenregeln fir logische und mengentheore-
tischen Operationen ist natirlich kein Zufall. Mengentafeln und Wahrheitstafeln
sind aquivalent, wenn man die Mengensymbole M und M¢ als Lésungsmengen
der Aussagen m 2 M und m M interpretiert und \, [, ¢ durch »~, _, :
ersetzt.

= Potenzmenge

Ist M eine beliebige Menge, so bezeichnet man die Menge aller ihrer Teilmen-
gen als die Potenzmenge von M, geschrieben P M . Eine Menge, deren Elemente
selbst Mengen sind, wird auch als Mengensystem bezeichnet.

2 Beispiel
P fsg;
P fog f3;fO0gg;
P f0;1g f;;f0g;flg;f0;1gg:

Es gilt immer

M2P M ; 2P M; M\ P M 3
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Die Elemente von M sind also als solche nicht in P M enthalten, sondern nur
>verpackt< in Form von Ein-Element-Mengen:

m2M D> fmg2?P M :

2 Noch ein Beispiel

P s fzo;
PP Pf;g f3;f500;
PPP; PFf;;f;099 f3;f;9;ffFzg0;f:;F5000:

Stellt man sich die leere Menge ; als Sack vor, der nichts enthélt, so ist f; g ein
Sack, der einen leeren Sack enthélt, und ff ; gg ein Sack, der einen Sack enthélt,
der einen leeren Sack enthélt. Dies sind drei sehr unterschiedliche Dinge! 7

s Kartesisches Produkt

Sind A und B zwei beliebige Mengen, so ist deren kartesisches Produkt die
Menge aller geordneten Paare, die sich aus Elementen von A an erster Position
und Elementen von B an zweiter Position bilden lassen. In Symbolen:

A B fab :a2A; b2Bg:

Hierbei ist ein geordnetes Paar a;b eindeutig durch seine beiden Komponenten
a und b und deren Reihenfolge festgelegt ist 2. Ein Paar ist also etwas wesentlich
anderes als eine Menge mit zwei Elementen. Fir a b ist

fa;bg fb;ag; a;b b;a :

Ist eine der beteiligten Mengen leer, so ist das kartesische Produkt vereinba-
rungsgeman ebenfalls leer. FUr jede Menge M gilt also

M 3 : M 5.

z Beispiele a. Mit A f°2; gund B f9;Eg ist
A B fo°;<€; ;°; ;Eg;
B A fo°;°9 E°;E g

Insbesondereist A B B A.
b. Fur eine nichtleere Menge A ist

A2~"A A fuv :uv2Ag: 7/

12 wir begniigen uns mit einer naiven Definition eines geordneten Paares. Denn was ist genau eine
erste und zweite Position? Eine mengentheoretische Definition wére Ubrigens a;b ~ fa; fa; bgg.

1.15
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Graphisch kann man das kartesische Produkt A B durch ein Rechteck
darstellen, dessen Seiten die Mengen A und B reprasentieren. Jeder Punkt des
Rechtecks stellt dann ein Koordinatenpaar a;b mita2 A und b 2 B dar.

Analog werden Produkte aus mehr als zwei Mengen definiert. So ist

A27"A A A~ fab;c :abc2Ag

die Menge aller Tripel a;b;c mit Komponenten in A. Allgemein ist, fur jede
natdrliche Zahl n £1,

A" 7 f aj;ap;..;an :ap..;an 2 Ag
die Menge aller n-Tupel mit Komponenten in A.

z Beispiele a. Der dreidimensionale Raum unserer Anschauung wird be-
schrieben durch die Menge aller geordneten Tripel reeller Zahlen,

RR R R R fXxy;z :xy;z2Rg:

b. Der n-dimensionale reelle Vektorraum R" besteht aus allen n-Tupeln
reeller Zahlen,

R" f X1;..;Xn : X1;..;%n 2 Rg: /

1.3
Relationen

Elemente einer Menge M kénnen auf vielfaltige Weise miteinander in Be-
ziehung gebracht werden. Beispielsweise kbnnen zwei Teilmengen einer festen
Menge mindestens ein Element gemeinsam haben, oder zwei natiirliche Zahlen
kdnnen einen gemeinsamen Teiler haben. Um solche Beziehungen aber ohne
Bezug auf eine semantische Interpretation zu beschreiben, betrachtet man jede
Teilmenge des kartesischen Produktes M M als eine Relation in der Menge M.

Definition Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge R M M. Man
schreibt

aRb :a ab 2R
und sagt, a und b stehen in Relation R zueinander.
Folgende Eigenschaften von Relationen werden fiir uns von Bedeutung sein.

Definition Eine Relation R M M heil3t

1.16
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- reflexiv, falls aRa,
- symmetrisch, falls aRb ) bRa,
— antisymmetrisch, falls aRb~bRa ) a b,
- transitiv, falls aRb”~bRc ) aRc,
- total, falls aRb _ bRa,
far alle a;b;c 2 M gilt.

Beispiele geben wir gleich, wenn wir die fiir uns besonders wichtigen Aquiva-
lenz- und Ordnungsrelationen betrachten.

= Aquivalenzrelationen

Definition Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, symmetrische und transiti-
ve Relation und wird im Allgemeinen mit  bezeichnet.

Fur eine Aquivalenzrelation  auf M gilt also
a a; a b ) b a; a b~b ¢ ) a c:
Gilt a b, so heiRen a und b aquivalent, und die Menge
a “fbh2M:b ag
aller zu a aquivalenten Elemente heiRRt die Aquivalenzklasse von a.

z Beispiele a. Die Gleichheitsrelation ist auf jeder Menge M eine Aquiva-
lenzrelation. lhre Aquivalenzklassen sind samtlich Ein-Punkt-Mengen:

a fag; a2 M:
b. Sei p2 N mit p £ 2. Dann definiert
n pm & pjn m &a pteiltn m

eine Aquivalenzrelation auf der Menge Z der ganzen Zahlen g.5. lhre Aquiva-
lenzklassen sind die Restklassen bezuglich Division durch p, von denen es p
verschiedene gibt:

n fn kp:k2Zg:
c. Auf N N definiert
n;m p;dg & ng mp

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse n;m besteht aus allen Repré-
sentanten derselben rationalen Zahl n=m.

1.17
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d. Inder euklidischen Ebene R R mit den Elementen x;y definiert
X1;¥Y1 X2;¥2 & X1 X2

eine Aquivalenzrelation. Ihre Aquivalenzklassen bestehen aus Punkten mit der-
selben x-Koordinate, sind also die senkrecht stehenden Geraden. 7

Charakteristisch fiir eine Aquivalenzrelation ist, dass ihre Aquivalenzklassen
die Grundmenge in disjunkte Mengen zerlegen.

Satz Ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, so bildet die Restklas-
senmenge von M modulo , 18

M= “fa :a2Mg;

eine Zerlegung von M. Das heiR’t, die Vereinigung aller Aquivalenzklassen
ist M, und zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt.

Es gilt also
L

M a und a\b = T b:
az2M

Somit gehort jedes Element von M zu genau einer Aquivalenzklasse in M=

tith  Beweis Aufgrund der Reflexivitat einer Aquivalenzrelation ist a2 a
fur alle a 2 M und deshalb

LC
M a M:

azM

Also sind diese beiden Mengen gleich.
Angenommen, esist a \ b ;. Somitgibteseinc2 a \ b ,und
hierfurgilt ¢ aundc b.Alsoistauch a b aufgrund der Symmetrie und

Transitivitat von . Daraus aber folgt, dass a b . iiiii
Die Projektion von M auf M= st die Abbildung
cMYTM=; a, a;

die jedem Element a die Klasse aller zu a aquivalenten Elemente zuordnet.

13 Erinnerung: Eine Menge enthalt ein Element nur einmal, auch wenn es mehrmals notiert wird.
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= Ordnungsrelationen

Definition Eine Ordnungsrelation ist eine reflexive, antisymmetrische und tran-
sitive Relation und wird mit bezeichnet, falls nichts anderes vereinbart
wird. Ist die Relation auerdem total, so spricht man von einer totalen Ord-
nungsrelation.

Far eine Ordnungsrelation  auf M gilt also
a a; a b~™b adb g a b~b c)a ¢

fur alle a;b;c 2 M. Fur eine totale Ordnung gilt auBerdem a b _ b a
fur beliebige a;b 2 M. Ist die Ordnung nicht total, so gibt es mindestens zwei
Elemente, die nicht in Relation stehen.

z Beispiele a. Die Gleichheitsrelation ist eine Ordnungsrelation. Sie ist aber
nicht total, wenn M mehr als ein Element enthalt.
b. Die Ubliche -Relation auf N ist eine totale Ordnungsrelation.
c. Dasselbe gilt fur auf Z, Q und R.
d. Auf der Potenzmenge einer beliebigen Menge M definiert die Teilmen-
genbeziehung eine Ordnung. Diese ist allerdings nicht total, wenn M mehr als
ein Element enthalt.

e. Auf N definiert die Teiler-Relation n j m :& n teilt m eine nicht-totale
Ordnung. 7

Far eine Ordnungsrelation  erklart man auRerdem
a<b a a b~™a b:
Weiter vereinbart man a£b :a b aunda=>b:a b<a.

Trichotomiesatz Ist  eine totale Ordnung auf M, so gilt fur je zwei Elemen-
te a;b 2 M immer eine und nur eine der drei Relationen

a<b; a b; a>b:

Ist umgekehrt < eine transitive Relation auf M, so dass fur je zwei beliebi-
ge Elemente diese Trichotomie gilt, so definiert
a b aa<b_a b

eine totale Ordnung auf M.

fitth  Beweis der ersten Aussage Gilt a < b, so ist per definitionem a b.
Auch kann nicht a > b gelten, denn andernfalls gilt dannauch a b”~a &£b und
damit wiederum a b. Gilt dagegen a b, so kann ebenfalls per definitionem

1.19
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weder a <b noch a > b gelten. Und fir a > b argumentiert man entsprechend.
Somit gilt immer genau eine der drei Aussagen.
Beweis der zweiten Aussage: Fur jedes Elementvon M giltwegen a a auch
a a.Alsoist reflexiv.Gilta b ™~ b a, so gilt mit dem Distributivgesetz ;
auch
a<b_a b ™ b<a_b a
a a<b”™b<a _ a b
a a b;
da a<b ™ b <a aufgrund der Trichotomie ein Widerspruch ist. Also ist
antisymmetrisch. Und da < transitiv ist, ist auch  transitiv. SchlieRlich folgt
aus der Trichotomie, p & p__p und dem Assoziativgesetz »
a<b _a b _ a=>b
a a<b_a b _ a b_a=b
a a b _ akb:

Also ist  total. iiiii
2z Beispiel Ist eine totale Ordnung auf M, so wird auf M M durch
a;b c;d :a a<c _a c¢c”™b d

eine totale Ordnung definiert, genannt lexikographische Ordnung g.04. 7

1.4
Abbildungen

Mengen kann man aufeinander abbilden. Der Begri [C_dér Abbildung ist von
ebenso fundamentaler und weitreichender Bedeutung wie der Begri C_dér Menge.
Auch hier werden wir uns mit einer naiven Definition begnlgen.

Naive Definition Seien M und N zwei beliebige Mengen. Eine Abbildung oder
Funktion f von M nach N ist eine Vorschrift, die jedem Element a 2 M
genau ein Element b 2 N zuordnet. In Symbolen:

f:- MIN; a,b fa: —

Diese Definition ist »naiv¢, da wir an eine anschauliche Bedeutung der Be-
gri CedVorschrift« und >zuordnenc< appellieren, ohne diese zu préazisieren. Sie ist
sogar eher irrefuhrend, da sie suggeriert, dass jede Abbildung in Gestalt einer
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Abb 3 Funktion und Nicht-Funktion

Formel daherkommt. Dem ist aber nicht so! Sehr viele wichtige mathematische
Funktionen sind nur implizit definiert, ohne einen expliziten formelmafigen
Ausdruck. Man kann sogar beweisen, dass es fiur sie solche Formeln nicht gibt.
Dies gilt zum Beispiel fur die Lésungen der meisten Di Cerenzialgleichungen.

z Beispiele a. Die aus der Schule vertraute lineare Funktion mit Steigung
m 2 R und Ordinatenabschnitt b 2 R kann man schreiben als

" RITR; t, t mt b:

b. Die klassische quadratische Funktion ist

P: RIR, X,px x*=

c. Die Funktion
Z:NIEN[LFfOg; n, ” n cardfp2P:p ng

liefert fur jede naturliche Zahl n die Anzahl der Primzahlen n. Diese kann
nicht durch eine einfache Formel angegeben werden. 7/

Im Falle endlicher Mengen M und N ist eine Funktion f: M ¥ N im Prinzip
immer durch ein Pfeildiagramm wie in Abbildung 3 angebbar. Die Punkte bezeich-
nen die Elemente der Mengen M und N, und die Pfeile deren Zuordnung durch
die Abbildung f. Eine Funktion liegt genau dann vor, wenn von jedem Punkt der
Menge M genau ein Pfeil ausgeht. Andererseits durfen Punkte in N von keinem,
einem, oder mehreren Pfeilen getro [ed werden. Es diirfen sogar alle Punkte aus
M auf denselben Punkt in N abgebildet werden.

Nun etwas Terminologie. Mit der etwas schwerféllig erscheinenden Notation

f: MIN; a,b fa

werden alle Bestandteile notiert, die eine Funktion ausmachen: f ist der Name der
Funktion, M ihr Definitionsbereich und N ihr Wertebereich. Jeden Punkt a 2 M
bildet f auf den Funktionswert b f a 2 N ab, den man auch den Bildpunkt
von a unter f nennt. Der Punkt a selbst heil3t Urbild von b unter f.

1.21
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Einem Punkt a 2 M ist immer genau ein Bildpunkt b 2 N zugeordnet. Ein
Punkt b 2 N kann aber mehrere Urbilder haben - siehe Abbildung 3.

Es ist Ublich, den einfachen Pfeil ¥ zwischen Definitions- und Wertebereich
zu setzen, und den abgeschlossenen Pfeil , zwischen deren Elemente, um diese
verschiedenen Ebenen zu unterscheiden.

Naturlich verwendet man auch kiirzere Schreibweisen. Wird der Name einer
Funktion nicht bendtigt, so schreibt man auch ktrzer

RIR, x,x%

Ist auch der Definitionsbereich im gegebenen Kontext unwesentlich oder bekannt,

so schreibt man schlicht x , x2. Ist andererseits die >Abbildungsvorschriftc nicht

von Belang, so schreibt man f: M ¥ N fur irgendeine Abildung von M nach N.
Das Bild von M unter einer Abbildung f: M ¥ N ist die Menge

fM “ffa :a2Mg N

aller Bildpunkte unter f. Dies ist etwas wesentlich anderes als der Wertebereich.
Wahrend dieser meist leicht festgelegt werden kann, ist das genaue Bild einer
Menge unter einer Funktion gelegentlich schwer zu bestimmen.

Mit den Bezeichnungen des vorangehenden Beispiels 1o ist
8
<fbg; m O

“R; m O

R
und
pR fx2R: x£O0g:
Da es unendlich viele Primzahlen gibt, ist aullerdem

” N 10;1;2;..9 N [fOg:

= Graph
Jede Funktion f: M ¥ N bestimmt eindeutig ihren Graph
f " fab 2M N:a2M~”~b f a 2Ng:

Dies ist also eine Teilmenge von M N, bestehend aus allen Paaren der Form
a;f a mit a2 M. Jedes Element a 2 M tritt also genau einmal als erste
Komponente auf.

Umgekehrt bestimmt ein Graph  f einer Funktion eindeutig die zugrunde
liegende Funktion f. Denn zu jedem a 2 M existiert genau ein b 2 N, so dass
a;b 2 f ,unddieses b ist der eindeutige Bildpunkt von a unter f. Aufgrund
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Abb 4 Graphen der Funktionen p und * aus Beispiel 10

dieses eindeutigen Zusammenhangs kann man den Begri [Cdér Funktion auf den
Begri Cdér Relation zurickfuhren.

Mengentheoretische Definition Eine Abbildung f: M ¥ N ist eine Relation in
M N, indereszu jedem a2 M genau ein b 2 N gibt, so dass afb gilt. —

Diese Definition vermeidet Begri Le Wie >Vorschrift« und >zuordnen< und
damit die Assoziation von >Funktion< mit >Formel, ist daftir aber weniger an-
schaulich.

In jedem Fall ist eine Funktion ein Objekt, das aus einem Definitionsbereich,
einem Wertebereich und einer funktionalen Relation zwischen beiden besteht.
Diese drei Bestandteile gehdren genannt, wenn sie nicht aus dem Kontext bekannt
sind oder fir die jeweilige Betrachtung keine Rolle spielen. Zwei Funktionen sind
gleich dann nur dann, wenn sie in allen diesen Aspekten gleich sind. Das heif3t,

f: MIN; g: Uty
sind gleich dann und nur dann, wenn M U und NV und
f a ga,; az2M U:

Die Wahl des Wertebereiches wird allerdings erst dann bedeutsam, wenn dieser
mit einer zusatzlichen Struktur wie zum Beispiel einer Topologie versehen ist.

2z Beispiel Es besteht ein grof3er Unterschied zwischen den Funktionen
p: 1:1 'R, t,t%
und
g: 0;1L 'R; t,t%

Wie wir noch sehen werden, ist die Funktion q ist auf ihrem Bild umkehrbar, die
Funktion p dagegen nichti4. 7/
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s Standardfunktionen

Leere Abbildung: Zundchst bemerken wir, dass es keine Abbildung einer
nichtleeren Menge M in die leere Menge gibt. Denn einem Punkt a 2 M kann
kein Bildpunkt zugeordnet werden. Es gibt aber umgekehrt immer genau eine
Abbildung der leeren Menge in eine beliebige nichtleere Menge N, die leere
Abbildung

e: 3 I N:

Diese wird uns allerdings kaum beschaftigen . ..
Identitat: Die Abbildung

idy: MIM; a, a

heif’t die Identitat auf M. Ist der Definitionsbereich klar, schreibt man auch id.
Inklusion: Ist A M, so heil3t

i: AIM; a,a

die Inklusionsabbildung oder Einbettung von A in M. Esisti idy genau dann,
wenn A M.
Charakteristische Funktion: Ist A M, so heil3t

8
<1 firaZ2A;

A: M1 f0;1q; AQa -
-0 fur a2z AS;

die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion von A auf M.

= Tupel, Folgen, Operationen

Wir erwédhnen noch einige Funktionen spezieller Art, die unter anderen
Namen bekannt sind. Hierbei sei X eine beliebige nichtleere Menge.

Tupel: Fur jede naturliche Zahl n £ 1 sei Ay 7 f1;2;..;ng die Menge der
ersten n naturlichen Zahlen. Eine Funktion

f: Apb I X
wird vollstandig beschrieben durch ihre n Funktionswerte
xk f k; 1 k n:
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Diese werden bequemer in Form eines n-Tupels Xj;..;Xn angegeben. Der Funk-
tionswert f k ist dann die k-te Koordinate oder Komponente xx des Tupels.
Insbesondere ist ein 2-Tupel ein geordnetes Paar. 4

n-Tupel sind also eine Kurznotation fur Funktionen auf A,. Dementspre-
chend sind zwei solche Tupel gleich, wenn alle entsprechenden Komponenten
gleich sind:

X1; .7 Xn Yii-Yn & Xk Y 1 k n

Die Menge aller n-Tupel mit Komponenten in X ist das n-fache kartesische
Produkt der Menge X,

X" F X1 Xn : X1 %Xn 2 XQ:
Am haufigsten wird uns der n-dimensionale reelle Raum
R"  f X1;..;Xn : X1;..;%n 2 Rg

begegnen.
Folgen: Entsprechend wird eine Funktion f: N ¥ X vollstandig beschrieben
durch ihre Funktionswerte

Xk ~f k; k 1;2;..:
Man spricht von einer Folge in X, und schreibt sie in der Form
X1;X2; .. Xk kEL Xk -

Folgen werden wir genauer in Kapitel 4 studieren.
Operation: Eine Funktion

?: X XIX

ordnet jedem Paar a;b 2 X X ein neues Elementc ? a;b 2 X zu. Dies

kann man als eine binare Operation oder innere Verknupfung auf X au [@sken.

Die Ubliche Schreibweise hierfur ist
c a?h:

Eine bindre Operation ? auf X heif3t kommutativ, falls
a?b b?a; a;b 2 X:

Sie heil3t assoziativ, falls

a? b?c a?b ?c; a;b;c 2 X:

14 Dies ist allerdings kein Ersatz fiir unsere naive Definition des Paares! Denn der mengentheore-

tische Begri [C_der Funktion basiert auf dem Begri [_des kartesischen Produktes, und dieses wiederum
haben wir mit dem Begri [Cdés geordneten Paares erklart.
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1 — Grundlagen

2z Beispiel Zwei aus fruher Kindheit vertraute bindre Operationen sind die
Addition und die Multiplikation nattrlicher Zahlen. Beide sind assoziativ und
kommutativ. 7

= Komposition

Zwei Abbildungen kénnen verknUpft oder hintereinander ausgefiihrt werden,
wenn der Wertebereich des ersten Abbildung im Definitionsbereich der zweiten
Abbildung enthalten ist. Wir betrachten also zwei Abbildungen f: M I N und
g: N ¥ O, wofur man auch anschaulicher

M-TN-%O
schreibt. Dann ist die Komposition von f mit g definiert als die Abbildung

g f:M?"0O; a, g f a gfa

Gelesen wird dies g nach f oder g kringel f. Die Komposition operiert immer
von rechts nach links: zuerst wird f angewandt, danach g, so wie ja auch f
zuerst auf das rechts stehende Argument a angewandt wird.

Die Komposition ist immer assoziativ. Ist also die Verknipfung dreier Abb-
bildungen Uberhaupt definiert, also

M-TNS 0P
so ist immer
h g f h g f:

Daher kann man die Klammern auch ganz weglassen. Dagegen ist die Kompositi-
on im Allgemeinen nicht kommutativ, und f g verschiedenvon g f, wie man
sich leicht anhand eines Beispiels Uiberlegt.

z Beispiel Bezeichnet F M den Raum aller Abbildungen von M ¥ M, so
definiert die Komposition

T FM FM TFM; gf .9 f

eine Operationauf F M . 7

1.26
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1.4 — Abbildungen

Abb 5 Injektion, Surjektion, Bijektion

injektiv, nicht surjektiv surjektiv, nicht injektiv bijektiv

= Injektion, Surjektion, Bijektion

Es folgen die drei wichtigsten mengentheoretischen Eigenschaften, die eine
Abbildung aufweisen kann.

Definition Eine Abbildung f: M I N heil3t
— injektiv, wenn jeder Punkt in N hdchstens ein Urbild besitzt,
— surjektiv, wenn jeder Punkt in N mindestens ein Urbild besitzt,
— bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Eine Abbildung f: M ¥ N ist somit surjektiv, wenn f M N. Man sagt
dann auch, f bildet M auf N ab. Sie ist injektiv, wenn keine zwei Urbilder in M
dasselbe Bild haben. Mit anderen Worten, fur alle a;b 2 M gilt

fa fb D> a b:
Sie ist bijektiv, wenn jeder Punkt in N genau ein Urbild besitzt.

Satz Eine Abbildung f: M T N ist bijektiv genau dann, wenn es eine Abbil-
dung *: N ¥ M gibt, so dass

 f idwm; f = id\:
In diesem Fall ist * eindeutig bestimmt.

fitth  Beweis )  Ist f bijektiv, so gibtes zu jedem b 2 N genauein a2 M
mit f a b. Wir kdnnen dadurch eine Abbildung * : N ¥ M definieren, welche
die gewunschten Eigenschaften besitzt. So ist zum Beispiel

> fa b a; a2M;
also = f idy.

1.27
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1 — Grundlagen

Abb 6 Abbildung und Umkehrabbildung

( Furjedes b2 N giltwegen f ~ idy
b idy b f = b f~b

Also ist T surjektiv. Gilt andererseits f a; f a, fiur zwei Elemente in M, so
folgt mit = f idm

a1 i ax i ao ap:

Also ist f auch injektiv. Somit ist f bijektiv.
Bleibt noch die Eindeutigkeit von * zu zeigen.Ist : N ¥ M eine weitere

Abbildung mit den Eigenschaften f idy undf idn , so folgt
idn f
P
idy ~
Also ist 7, und es gibt nur eine solche Abbildung. iiiii

= Umkehrabbildung

Eine bijektive Abbildung f: M T N ist also umkehrbar 13, und wir kon-
nen ihre Umkehrabbildung definieren als die eindeutig bestimmte Abbildung
f 1: N ¥ M !5 mit der Eigenschaft, dass

f1f idy; f f71 idy:
Das folgende Lemma ist als Aufgabe Uberlassen 430

Lemma Die Komposition umkehrbarer Abbildungen ist umkehrbar, und es
gilt

g f 1 f 1 g l: ~
15 Gelesen >f inversc und nicht zu verwechseln mit dem Kehrwert reeller Zahlen!
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1.4 — Abbildungen

14 2z Beispiele a. Die Abbildung
p: RIR, t_ pt t?

ist nicht umkehrbar, da sie nicht injektiv ist. Soist p 1 p1 1.
b. Die Abbildung

g: 01 'R; t,qt t?

ist bijektiv auf ihr Bild 0;1 und damit umkehrbar. Ihre Umkehrfunktion ist

die Quadratwurzelfunktion. 7/
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1 — Grundlagen

Aufgaben

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
a p¥Yg”n™:gqg ) :-p

b. ;27?5 .

c. fog fOg fOg.

d N M a M®7 N°

e. Furf: AYBgiltf A B.

f. Es gibt keine Abbildung in die leere Menge.

g. Eine Abbildung f: A T B ist injektiv genau dann, wenn sie umkehrbar ist.
h. Die Umkehrabbildung von f besteht aus den Kehrwerten von f.

In der Bibliothek des Grafen Dracula gibt es keine zwei Bucher, deren Inhalt aus gleich
vielen Wortern besteht. AuRerdem ist die Anzahl der Bicher gréRer als die Anzahl der
Worter jedes einzelnen Buches. Diese Aussagen genugen, um den Inhalt mindestens
eines Buches aus Draculas Bibliothek genau zu beschreiben. Was steht in dem Buch?

Beweisen sie die Abtrennungsregel 3 mit einer Wahrheitstafel.
Wie lauten die Assoziativ- und Kommutativgesetze fur ~ und __?
Vereinfachen sie die folgenden Ausdricke. a p™N:Ip _Qq b. p_:zp ™Nq

Definieren sie das umgangssprachliche entweder-oder durch eine Wahrheitstafel und
stellen sie es durch logische Ausdricke mit z;”;_ dar.

Die folgende Wahrheitstafel umfasst mogliche Alternativen zur Definition der wenn-
dann-Verknupfung:

pPa pY¥gpdgp%g p>qg
11 1 1 1 1
10 0 0 0 0
01 1 1 0 0
00 1 0 1 0

Diskutieren sie die logische Bedeutung jeder dieser Verkntipfungen, und warum diese
keine gute Wahl einer Definition von p ¥ g waren.

Seien p und g Aussagen, von denen wir nur wissen, dass p ¥ q gilt. Was kdnnen wir
dann uUber folgende Ausdriicke aussagen?

a =gl :p b. -p?¥ :xqg c. gt :p d :-p!gqg.

Man zeige -z p'q a p”~:q.

Die logische Verknupfung nicht-und, englisch nand, wird definiert durch
puq & = p™Ng:

a. Stellen sie die Wahrheitstafel fur u auf. b. Zeigen sie
Ip &a pup:

c. Stellen sie ™ und __ ausschlieBlich durch u dar.
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1 — Aufgaben

Vereinfachen Sie za”™:b”~:c _ -a”™b”™:c _ za”™b”™c _ an™:zb”™:zc _ a™b”c
Disjunktive Normalform Sei  eine logische Funktion von drei Aussagen a;b;c.

a. Wieviele solcher logischen Funktionen gibt es?

b. Zeigen Sie, dass es genau 8 verschiedene solche Funktionen 1;..; g gibt, die bei
genau einer Wahrheitsbelegung von a;b;c den Wert 1 annehmen und sonst O.

c. Stellen Sie diese Funktionen durch ~ und : dar.

d. Stellen Sie jede andere logische Funktion , die mindestens zweimal den Wert 1
annimmt, durch _-Verknupfungen von 1;..; g dar. Man nennt dies die disjunktive
Normalform von

Verifizieren sie die folgenden Aussagen uUber Teilmengen A;B einer Menge M.
a. A B® a B A" bh. A B a B® A°.

Erlautern sie das Russellsche Paradoxon: Bildet man
M fX: X Xg

sofuhrt M2M zuM M,und M M fuhrtzu M 2 M.
Beweisen sie die Distributivgesetze,

A\B [C A[LC\NB[LC;

ALB \C A\C [ B\C;

und die Regeln von de Morgan,
A\B ¢ A°[BS ALB ¢ A°\B%

Beweisen sie die folgenden Identitaten fir Mengen.

a. A1 Ao \ By B> Al\B]_ Az\Bz

b. A1 Az Bir B2 A1 A2 B2 L ArL Br B2

Seien A und B beliebige Mengen. Diskutieren sie alle Falle, indenen A B B A.

Sei A eine beliebige Aussageform. Dann gilt
m2; D> Am:

Die leere Menge besitzt somit jede Eigenschaft.

Beschreiben sie geometrisch das kartesische Produkt a. zweier Intervalle,
b. zweier Geraden, c. eines Intervalls und einer Kreislinie,
d. zweier Kreislinien, e. einer Geraden und einer Kreislinie.

Man zeige: A B s a A :$_B =

Zeigen sie, dass

a b a %?bZQ

p

auf R eine Aquivalenzrelation definiert. Gilt p§ 3?

Zwei Relationen R auf X und S auf Y induzieren auf X Y eine Relation R S durch
s; u R S t;v :a sRt ™ uSv:

Man zeige: Sind R und S Aquivalenzrelationen, so auch R S.
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1 — Grundlagen

Sei  eine kommutative Operation und  eine Aquivalenzrelation auf X. Gilt
a b > a c¢c b g a;b;c 2 X;

so ist
a b ~a b

eine wohldefinierte, kommutative Operation auf X=

Sei  eine totale Ordnung auf X. Dann wird auf X X eine totale Ordnung durch
a;b c;d :&a a<c_a c”™b d

definiert, genannt lexikographische Ordnung.

Auf Zsei n pm:@apteiltn m.
a. p ist eine Aquivalenzrelation.
b. Fur deren Aquivalenzklassen n , sind die Operationen

np mp n mypg; np mp nmpp

wohldefiniert.
c. Damitwird Z, fO;..; p 1,9 zueinem Ring, dem Restklassenring modulo p.

Eine Abbildung f: M I N st
a. injektiv genau dann, wenn es eine Abbildung g: N ¥ M gibt,sodass g f idw,
b. surjektiv genau dann, wenn es eine Abbildung h: N ¥ M gibt, sodass f h idy.

Seien A und B beliebige Teilmengen einer nichtleeren Grundmenge M. Stellen sie die
Indikatorfunktionen von A®, A B, A\B und A B durch die Indikatorfunktionen
von A und B dar.

Fur zwei Abbildungen f: M ¥ N und g: N ¥ O gilt Folgendes. Sind respektive ist
f und g injektiv, so ist g f injektiv,

g f injektiv, so ist f injektiv,

g f injektiv und f surjektiv, so ist g injektiv.

f und g surjektiv, soist g f surjektiv,

g f surjektiv, so ist g surjektiv,

g f surjektivund g injektiv, so ist f surjektiv.

o a0 o0

Sei f: M T M irgendeine Abbildung. Gilt f g g f fur jede Abbildung g: M ¥ M,
soist f idy.

Seien f: M ¥ N und g: N ! O bijektive Abbildungen. Dannistauch g f: M ¥ O
bijektiv, und

1 fl 1.

g f 9

Sei F M;X der Raum aller Abbildungen f: M ¥ X. Eine Operation auf X induziert
auf F M;X eine Operation

o F M; X FMX TFM;X; f,g . f g
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1 — Aufgaben

durch die punktweise Definition
f ga fa ga; a2M:

Zeigen sie: ist kommutativ respektive assoziativ auf F M; X genau dann, wenn
kommutativ respektive assoziativ auf X ist. — Ublicherweise schreibt man fiir diese
induzierte Operation wieder  statt

Eine Abbildung f: M ¥ N induziert Mengenabbildungen 6
f:PM "PN; fA “"ffm 2N: m2Ag
und
fl. PN YPM; f1B fm2M:fm 2Bg:

Man nennt f A das Bild von A und f * B das Urbild von B. Zeigen sie:
a. Fur A M und B N gilt

flfA A fflB B
b. Fur A;;A2 M und B3;B, N gilt
f1B[B, f'B [f!By;
fALILA: f A1 [fA:
c. Mit denselben Bezeichnungen gilt
f1Bi\B, f 1Bs \f!B;;
fAINA f A1 \f Ax:
d. Geben sie ein Beispiel, wo
f A1\NA2 f A1 \f Ax:
e. Fur B N gilt
flee flB¢
f. Giltfur A M auch entsprechend f A© f A ¢?

Fur eine Abbildung f: M ¥ N sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) f istinjektiv.

iy f1fA A fur jede Teilmenge A M.

(III) f Al\Az f A1 \f Az far alle A1 A2 M.
Sei g: M ¥ M eine konstante Abbildung. Fir welche Abbildungen f: M ¥ M gilt dann
f g g f?
In einem Zoologiebuch aus Gallusien heif3t es: »Jede ungebrochselte Kalupe ist dorig,
und jede foberante Kalupe ist dorig. In Gallusien gibt es sowohl dorige wie undorige

16 streng genommen sollten die Mengenabbildungen mit einem anderen Symbol bezeichnet wer-
den, wie zum Beispiel f , um sie von f, und f ! von der Umkehrfunktion zu unterscheiden. Im
Allgemeinen ist aber aus dem Kontext klar, welche Abbildung gemeint ist.
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1 — Grundlagen

Kalupen«. — Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Aussagen, die nicht ableitbar
sind, sind dabei als falsch zu bewerten. Das Pré&fix un- ist gleichbedeutend mit der logi-
schen Negation.

a.

b.
C.
d

Es gibt gebrochselte Kalupen.

Es gibt sowohl gebrochselte wie ungebrochselte Kalupen.
Alle undorigen Kalupen sind gebrochselt.

Einige gebrochselte Kalupen sind unfoberant.
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Reelle Zahlen

Die reellen Zahlen bilden das Fundament der gesamten Analysis. Es ist daher
sinnvoll, sich zunéchst Klarheit Uber dieses Fundament zu verscha [Cenl.

Der konstruktive — und historisch korrekte — Zugang beginnt bei den natur-
lichen Zahlen und fuhrt Gber die Konstruktion der ganzen und der rationalen
Zahlen zu den reellen Zahlen. Jedes Mal ist ein neues Zahlensystem auf dem
vorangehenden aufzubauen, und es sind die gewuinschten Eigenschaften nachzu-
weisen. Man erhélt so ein tief gegriindetes Fundament, doch ist die sorgfaltige
Ausfuhrung langwierig, um nicht zu sagen langweilig. Auch tragt es unmittelbar
wenig zum Verstandnis der eigentlichen Analysis bei.

Der axiomatische — und hier beschriebene — Zugang zu den reellen Zahlen
ist direkter. Er besteht darin, mdglichst wenige Postulate — die sogenannten
Axiome - zu formulieren, die den Ausgangspunkt fir alle weiteren Schlisse
bilden. Diese Axiome werden nicht weiter hinterfragt. Sie mdgen evident sein,
wenn man sie auf eine bestimmte Vorstellung von den reellen Zahlen bezieht.
Doch mathematisch gesehen ist dies unerheblich. Diese Axiome machen keine
Aussage, was die reellen Zahlen sind. Sie legen nur fest, welche Eigenschaften
sie haben. Und nur diese Eigenschaften sind fur alles Folgende relevant. — Ziel
dieses Kapitels ist die folgende

Charakterisierung der reellen Zahlen Die reellen Zahlen bilden einen vollstéan-
digen angeordneten Kdrper, der mit R bezeichnet wird.

Im Einzelnen geht es um folgende Eigenschaften:
(i) Die reellen Zahlen bilden einen Kérper.
(ii) Dieser Korper besitzt eine Ordnungsstruktur.
(iii) Und er ist — in einem noch zu definierenden Sinn - vollstandig.
Wir brauchen nur eine Bezeichnung fiir diesen Kérper, weil auRerdem gilt:
(iv) Es gibt im Wesentlichen nur einen Kérper mit diesen Eigenschaften.
Darum wird es in den ndchsten Abschnitten gehen.

2.1
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2.1
Die Korperaxiome

Zunachst einmal bilden die reellen Zahlen einen Kérper. Das ist eine Menge,
in der zwei Operationen erklért sind, die Ublicherweise als Addition und Multipli-
kation bezeichnet werden und die den folgenden Kérperaxiomen genugen.

1 Korperaxiome Eine Menge K mit zwei Operationen und , genannt Addition
und Multiplikation, heit Kérper, wenn in ihm die folgenden Axiome gelten:

die Axiome der Addition:
(a-1) Die Addition ist assoziativ und kommutativ,
(a-2) Es gibt ein Element n 2 K, genannt neutrales Element der Addition, so
dass x n x faralle x 2 K,
(a-3) Zu jedem Element x 2 K existiert ein Element X 2 K, genannt das additiv
Inverse zu x, sodass x X n,
die Axiome der Multiplikation:
(m-1) Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ,
(m-2) Es gibtein Element e 2 K, e n, genannt neutrales Element der Multipli-
kation, sodass x e x fur alle x 2 K,
(m-3) Zu jedem Element x 2 K mit x n existiert ein Element x° 2 K, genannt
das multiplikativ Inverse zu x, so dass x x° e,
und das Distributivgesetz:
(d) Faralle x;y;z2Kgilt x y z Xy X Z .

Genauer ist ein Kdrper ein Tripel K; ; , bestehend aus einer Menge K
mit zwei Operationen und mit den oben genannten Eigenschaften. Ist aber
klar, welche Operationen gemeint sind, spricht man einfach vom Koérper K.

Um Klammern zu sparen, vereinbart man, dass Punktoperationen starker
binden als Strichoperationen. Auch lasst man den Punkt fur die Multpiplikation
meist weg. Das Distributivgesetz lautet dann beispielsweise x y z Xy Xz.

2 z Beispiele fur Korper a. Der kleinste Korper ist F,  fn; eg mit den Opera-
tionen
‘ ne ‘ ne
e en e

Interpretieren wir n als 0 und e als 1, so entspricht dies genau den Ublichen
Rechenregeln mit der einzigen Ausnahme, dass hier

1 1 O:
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21 — Die KOrperaxiome

b. Die Menge Q der rationalen Zahlen mit der Ublichen Addition und
Multiplikation bildet einen Kdrper mit neutralen Elementen n O und e 1.
c. Die Menge C der komplexen Zahlen bildet einen Korper - siehe Kapitel 4.
d. Eine rationale Funktion mit rationalen Koe [ Ziehten ist gegeben durch
einen Ausdruck der Gestalt
ame . aiX ao,
ann .. b]_X bo '
mit ap;..;am;bo;..;bn 2 Q und b, 0. Die Menge M dieser Funktionen mit der
ublichen Addition und Multiplikation bildet einen Kérper. 7

m;n £ 0O;

Aus den Axiomen folgt, dass die neutralen und die inversen Elemente ein-
deutig sind. Dies muss also nicht explizit gefordert werden.

Satz In einem Kérper sind die neutralen und inversen Elemente eindeutig
bestimmt.

fitth  Sei A ein weiteres neutrales Element der Addition. Dann gilt (a-2) sowohl
fir n als auch fur . Zusammen mit (a-1) ergibt sich hieraus

A A n n A n
also i n. Damit ist die Eindeutigkeit des neutralen Elementes gezeigt.

Ist X neben X ein weiteres additiv Inverses zu X, so folgtaus x X n und
X X n sowie (a-1)

X X n X X X X X X X n x

Satz In einem Koérper K besitzt jede Gleichung
(i) a x b dieeindeutige Losung x a b,
(i) ax b mita O die eindeutige Losung x a’b. ~

fiith (i)  Wegen
a a b a a b n b b

ist x a b eine Losung der Gleichung a x b. Ist X eine weitere Losung
dieser Gleichung, so folgt nach Addition von a, dass

a a X a b
Auf der linken Seite steht aber
a a X a a X n X X

Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elementesistalso X a b x.— Fur (ii)

09.02.2022 — 15:04 2.3
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= Rechenregeln

Es folgen einige elementare Rechenregeln, die wir von den rationalen Zahlen
aus der Schule kennen, die aber tatsichlich in jedem beliebigen Korper gelten.

Rechenregeln fur Kérper In einem Kdrper K gilt:

Xl

(M) X,

(i) n x n,

(i) € x X,

(iv) xX%% x fur x n,

VM xy nD>YXx n_y n. —

fitth (i)  Aus

X X X X n

folgt, dass x das additive Inverse zu X ist. Also ist X  X.
(i) Esistn n n,und mitdem Distributivgesetz

n X n n X NX nNnX

Addition des additiv Inversen von n x auf beiden Seiten ergibt n n x.
(iii)  Mit (ii) ist
n nx e e X exXx ex X ex

Also ist e x das additiv Inverse zu x, also X.
(iv)  Analog zu (i).
(v) Seixy n.lIstx n,sosind wir fertig. Ist x n, so kdnnen wir die

Gleichung mit x° multiplizieren, und mit (ii) folgt y n x° n. iiii

Bis jetzt haben wir sehr abstrakt Uber Korper gesprochen, um deren ele-
mentare Eigenschaften ohne jede vorgefasste Vorstellung von Zahlen und deren
Arithmetik aus den Axiomen abzuleiten. Im Folgenden beschaftigen wir uns
allerdings vor allem mit den reellen Zahlen. Daher identifizieren wir nun

n 0; X X;
1
e 1; x° x 1 =
X
Regel (i) wird damit zu X X, und Regel (iii) zu 1 x X. Beides

zusammen ergibt die bekannte Regel
1 1 1 1

Dies ist also kein Mysterium, sondern Konsequenz der Axiome.
Wegen (v) ist ferner ein Produkt nur dann 0, wenn wenigstens ein Faktor O
ist. Man sagt, ein Korper ist nullteilerfrei.
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Ferner vereinbart man die Schreibweisen

X y7x y x Y
und
- - 1

= “Xx=y T xy
y

Dies fuhrt zu den Ublichen

xy:

2 Regeln des Bruchrechnens Es gilt zum Beispiel

a ¢ ad bc
B a T, falls bd 0:

Denn aus den Axiomen folgt
ab! cd?! bd ab 'bd cd bd
ab bd cd 'db ad bc:

Somitistab ' cd ! ad bc bd 1, und dasistdie Behauptung. 7

2.2
Die Anordnungsaxiome

Reelle Zahlen kann man nicht nur addieren und multiplizieren, man kann sie
auch hinsichtlich ihrer Grof3e vergleichen. Sie bilden eine total geordnete Menge.
— Die folgende Definition entspricht der Charakterisierung einer totalen Ordnung
im Trichotomiesatz 1 g.

Definition Eine total geordnete Menge ist eine Menge M mit einer Relation,
Ublicherweise mit < bezeichnet, mit folgenden Eigenschaften:
(i) Trichotomie: FuUr je zwei Elemente a;b 2 M gilt genau eine der Aussagen

a<b; a b; b <a:
(i) Transitivitat: Fur a;b;c 2 M gilt
a<b”™~b<c ) a<c:

Genauer ist eine total geordnete Menge ein Paar M; < , bestehend aus einer
Menge M und einer totalen Ordnung < auf ihr. Ist klar, welche Ordnung gemeint
sind, spricht man einfach von der total geordneten Menge M.

z Beispiele a. Die Mengen N, Z, Q mit dem Ublichen < sind total geordnet.
b. Die Potenzmenge einer Menge mit mindestens zwei Elementen ist bezig-
lich nicht total geordnet. 7
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Eine totale Ordnung eines Koérpers ist allerdings nur interessant, wenn sie
sich mit den Kdrperoperationen vertragt. Dies fordern die folgenden Axiome.

Anordnungsaxiome  Ein Kérper K heif3t angeordnet, wenn er durch eine Rela-
tion < total geordnet wird, so dass fir alle a;b;c 2 K gilt:
(0o-1) a<b ) a c<b c,
(0-2) 0<a”™~0<b ) O<ab.

Ein angeordneter Korper ist also genauer ein Quadrupel K; ; ;< aus ei-
nem Kdrper K mit Addition , Multiplikation und totaler Ordnung <. Sind alle
diese Bestandteile aus dem Kontext klar, sprichen wir einfach vom angeordneten
Korper K.

2 Beispiel a. Der Korper F,  f0;1g 2 kann nicht angeordnet werden. Denn
ware 0 < 1, so wéare wegen (0-1) auch

1 0 1<1 1 0O

ein Widerspruch. Dasselbe geschieht mit der Annahme 1 < 0.

b. Der Kdrper Q mit der Ublichen Ordnung ist angeordnet.

c. Im Karper M der rationalen Funktionen mit rationalen Koe [ziehten »
wird eine totale Ordnung definiert, wenn man Funktionen mit asby,, > 0 als
positiv definiert 5.15.

d. Der Kdrper C kann nicht angeordnet werden 4.14. 7

Noch etwas Notation und Terminologie. Man definiert
a b aa<b_a b

sowie a > b und a £ b in o [edsichtlicher Weise. Ein Element a 2 K heif3t

— positiv, falls a >0,

— nichtnegativ, falls a £0,

— nichtpositiv, falls a 0, und

— negativ, falls a < 0.
Dies durfte nicht weiter Uberraschen.

Es folgen einige Rechenregeln fur Ungleichungen in angeordneten Kérpern,

die fur die reellen Zahlen ebenfalls wohlvertraut sind.

2.6
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Rechenregeln In einem angeordneten Korper K gilt:
(i) a>b a a b=>=0 a a< b,

(i) a=>b~c>0 ) ac>bc,

(iii) a=b~c<0 ) ac<bc,

(iva 0 D) a®>"aa=>0,

(v) a=0 ) a l=>0,

(vi) 1>0. —

fitth (i)  Addition von b mit (0-1) ergibt
a>b ) a b>b b O
Addition von a mit (o-1) ergibt dann
a b>0) b> a:

Die umgekehrten Implikationen erhéalt man analog.
(i) Mit(i)ista b=>0.Mitc >0 und (0-2) folgt

a bc ac bc=>=0

und damit ac > bc.

@iii) Mitc<O0ist c >0 wegen (i) und somit ac > bc mit (ii). Noch-
malige Anwendung von (i) liefert die Behauptung.

(iv) Ista 0, soistentweder a >0 oder a <0. Im ersten Fall folgt

a? aa>0a O
mit (ii). Dasselbe erhélt man im zweiten Fall mit (iii).
(vy Wwarea=>0unda ! O0,sowérewegen (iiijauchaa ! 1 0,cein
Widerspruch.
(vi) Diesfolgtaus (ivymita 1und1 1 1. iiiii

Wir missen also 1 > 0 nicht als Axiom fordern. Dies ist vielmehr bereits
eine logische Folge der Axiome.

= Betrag

Definition In einem angeordneten Korper K ist der Betrag jaj eines Elementes
definiert durch

8
< a furakQ;

jaj -

a fira<ao:

2.7
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Abb 1

Graph der Betragsfunktion jtj

Der Betrag ist also eine Funktion
jj: KYK; a, jaj:

Far ihn gelten die folgenden Rechenregeln.

Rechenregeln fur den Betrag In einem angeordneten Korper gilt:

() jaj j aj&O,
(i) jagj 0 &a a O,
(iii) jaj£a k£ jaj,
(iv) jabj jajjbj,
(v jaj ca ¢ a c. —
fitth (i) FUOr a>=0 ist a <0 und somit
jaj a a Jj a=>o0:
Fir a<O0 ist a=> 0 und deshalb
jaj a j a=>0:

Undfiara Oistjoj O j Oj.

(i)  Per definitionem gilt jOj O.Istandererseits a 0,soistauch a

und damit jaj 0.
(iii) Fur aZ£0 ist

jaj aZ£O0E a jaj;
und fur a O ist

jaj akOka jaj:

0,

(iv) Dies zeigt man ebenso mit den entsprechenden Fallunterscheidungen.

(v)  Mit (iii) folgt aus jaj c¢ sowohla c alsoauch ¢
c a c:

Umgekehrt folgt hieraus a c und a c,alsoauch jaj c. iiiii

2.8
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Bemerkung Aussage (v) wird oft angewendet in Form

jx aj<" a a "<x<a

Die Bezeichnung fur den folgenden Satz wird sich erst im Kontext der

komplexen Zahlen erklaren 4 2. Dort existiert eine dhnliche Betragsfunktion, auch
wenn C nicht angeordnet ist.

Dreiecksungleichung In einem angeordneten Kérper gilt
ja bj jaj jbj
sowie
jaj jbj ja bj: T
fith Aus jaj a jajund jbj b jbj folgt
jaj jbj a b jaj jbj;
mit (v) somit ja bj jaj jbj. Hieraus folgt weiter
jal ja b bj ja bj jbj
und damit
jaj jbj ja bj:
Vertauschen wir a und b, so erhalten wir
jbj jaj jb aj ja bj:

Da einer der beiden linken Seiten gleich jaj jbj sein muss, folgt auch die

2.3
Das Vollstandigkeitsaxiom

Bisher haben wir tber die reellen Zahlen nichts gesagt, was nicht auch fir
die rationalen Zahlen gilt — sowohl Q als auch R sind angeordnete Korper. Die
rationalen Zahlen haben aber den groRRen Nachteil, dass es von ihnen >nicht genug
gibt«. So gibt es, wie wir gesehen haben 1 6, keine Wurzel aus 2. Man sagt auch,
sie sind »nicht vollstandige.

Die Vollstandigkeit eines angeordneten Koérpers definieren wir durch die
Existenz des Supremums und Infimums nichtleerer beschrankter Teilmengen.
Diese Begri [e3ind in jeder total geordneten Menge erklart.

2.9
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Dazu ist es bequem, die <-Notation zu erweitern. FUr Teilmengen A;B und
Elemente b einer total geordneten Menge erkléaren wir

A<b :&a a<b firallea2A,
A<B :&a a<b furallea2 Aundb 2 B.

Entsprechend sind A ¢ und A B erklart.

Definition Sei M eine total geordnete Menge. Eine Teilmenge A M heif3t nach
oben beschrankt, wenn es ein b 2 M gibt, so dass A b. Jedes solche b 2 M
heil3t eine obere Schranke von A.

Gibt es unter allen oberen Schranken einer Menge eine kleinste, so nennt
man sie das Supremum dieser Menge. Die genaue Definition ist folgende. Dabei
steht  fur nicht kleiner gleich.

Definition Sei M eine total geordnete Menge und A M. Gilt A b, aber
A fir jedes 2 M mit < b, so heil3t b die kleinste obere Schranke
oder das Supremum von A und wird mit sup A bezeichnet.

Das Supremum von A ist also eine obere Schranke von A, die nicht mehr
verbessert werden kann. Fur jede obere Schranke b von A gilt somit

A supA b;

und fir jedes 2 M mit < supA existiertein x2 A mit <x.
Ein Supremum muss nicht existieren. Wenn es aber existiert, so ist es ein-
deutig a-18 . Es wird aber nicht verlangt, dass dieses selbst zur Menge gehort.
Analog werden nach unten beschrankt und untere Schranke von A definiert.
Existiert eine groéfRte untere Schranke, so wird sie Infimum von A genannt und
mit inf A bezeichnet. Fir jede untere Schranke a von A gilt dann

a infA A;
und fur jedes 2 M mit > infA existiertein x 2 A mit x <

z Beispiele a. Die leere Menge ist in jeder total geordneten Menge nach oben
und unten beschrankt.
b. Jedes abgeschlossene Intervall — siehe Abschnitt 6 —

ab “"fx2R:a x bg; a b;
ist nach oben und unten beschrankt, und es ist
a inf a;b ; b sup a;b :

In diesem Fall gehéren Supremum und Infimum also ebenfalls zu a;b .
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c. Fir jedes o [ene Intervalle
ab "fx2R:a<x<bg; a<b;

giltebenfalls a inf a;b und b sup a;b .In diesem Fall gehtren diese aber
nicht zu dem Intervall a;b . 7

Mit dem Begri Cdes Supremums formulieren wir nun das

Vollstandigkeitsaxiom Ein angeordneter Korper K heif3t vollstandig, wenn
jede nicht leere, nach oben beschrankte Teilmenge von K ein Supremum
besitzt.

Die Bedeutung dieses Axioms illustrieren wir im nachsten Abschnitt. Damit
haben wir nun alle Axiome versammelt, die wir fur die Beschreibung der reellen
Zahlen bendétigen.

Charakterisierung der reellen Zahlen Die reellen Zahlen bilden einen vollstan-
digen, angeordneten Kérper, der mit R bezeichnet wird.

In Abschnitt 3.3 skizzieren wir noch, dass alle vollstdéndigen, angeordneten
Koérper zueinander isomorph, also gleichgestaltig sind und somit miteinander
identifiziert werden kdnnen. Daher ist es gerechtfertigt, von einem solchen Kérper
zu sprechen und ihn mit einem einzigen Symbol, R, zu bezeichnen.

2.4
Wurzeln

Eine erste Folgerung aus dem Vollstandigkeitsaxiom ist die Existenz einer
Wurzel zu jeder positiven reellen Zahl. Die reellen Zahlen leisten also das, was
die rationalen Zahlen nicht leisten. Gleichzeitig ergibt sich daraus, dass das
Vollstandigkeitsaxiom in Q nicht gilt.

Satz und Definition Zu jeder reellen Zahl a > 0 existiert genau eine reelle
Zahl w >0 mit w2 a. Diese wird mit a bezeichnet und Quadratwurzel
oder kurz Wurzel von a genannt. Fur diese reelle Zahl gilt also

2 anw=>0;

p_
w aaw
fitth  FUr reelle Zahlen u >0 und v > 0 gilt 519
u<v a u?<vZ (1)

Zwei verschiedene positive reelle Zahlen kdnnen daher nicht Wurzel derselben
Zahl a > 0 sein. Dies zeigt die Eindeutigkeit der Wurzel.

211
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Um ihre Existenz zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass

s
1 1
- P=; a=>o0;
a a

denn die Quadrate beider Seiten ergeben 1=a. Die Wurzel von 1=a ergibt sich
also aus der Wurzel von a. Daher kdnnen wir uns im Folgenden auf den Fall
a £ 1 beschranken.

Sei also a £ 1. Betrachte die Menge

A7 X2R:XEO0NX? a :

Diese Menge ist nicht leer, dennwegen 0 1 12 a gilt 1 2 A. Sie ist auch
beschrankt, denn fiir a £ 1 ist x> a a?, folglich auch x a wegen (1) und
damit A a. Also existiert aufgrund des Vollstandigkeitsaxioms die reelle Zahl

W  SupA:
Zu zeigen ist, dass w?  a.
Dazu betrachten wir die reelle Zahl
w? a
w a’
Eine kurze Rechnung ergibt

v W

)

2 2 2
w a w a
vZ w? 2w 5
w a w a
> w2 a w2 a?
a w a 2w >
w a w a
w2 an ) ) o
a ——— W a 2W w  a w a
w a

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer vereinfacht sich zu a2 a. Wir

erhalten also
2
. a‘ a
vZ a w? ac mit ¢ ———&O 3)
w a
Ware nun w? a = 0, so folgt mit (2) und (3)

vV <w; a vZ

Damit aber wére v eine bessere obere Schranke von A als dessen Supremum w,
ein Widerspruch. Ware andererseits w? a <0, so folgt

V>W: vZ a:

Damit wére v 2 A und w keine obere Schranke von A, ebenfalls ein Widerspruch.
Bleibt nur w2 a 0, also w2 a, womit auch die Existenz der Wurzel aus a

2.12
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Bemerkung Auf exakt dieselbe Weise kann man im angeordneten Koérper
Q fur die Menge

W r2Q:rkE0~r?<2

argumentieren. Hatte diese Menge ein Supremum in Q, so ware dies eine rationale
Wurzel von 2. Da es eine solche aber nicht gibt, besitzt diese Menge in Q kein
Supremum. Somit gilt dort auch Vollstandigkeitsaxiom nicht.

2.5
Die erweiterte Zahlengerade

Ist eine nichtleere Teilmenge A der reellen Zahlen nach oben beschrénkt, so
existiert deren Supremum als ein Element in R. Daflir schreibt man auch gerne

SUpA < 1:
Ist dagegen A nach oben unbeschrankt, so schreibt man dafiir auch
SUupA 1:

Analoges gilt fur infA> 1 und infA 1.

Auch in vielen anderen Situationen sind die Symbole 1 und 1 nutzlich.

Um deren Verwendung zu regeln, tre Ced wir folgende Vereinbarung.
Definition Unter der erweiterten Zahlengerade versteht man die Menge
R™RLf 1;1g
zusammen mit der Vereinbarung, dass 1 <x< 1 furalle x2 R.

Das Rechnen mit den Symbolen 1. und 1 ist dagegen nur in einigen Fallen
sinnvoll erklarbar s ¢ . Es ist nicht mdglich, R zu einem Koérper zu machen.

Die Definition des Supremums sup A einer Menge A beinhaltet, dass dieses
von unten durch Elemente in A beliebig gut approximiert werden kann. Der
folgende Satz formuliert diese Eigenschaft gleichermaf3en fur beschrankte und
unbeschrankte Mengen. Vereinbaren wir auerdem

sup; 7 1; inf; 74;

so gilt er sogar fur die leere Menge.

2.13
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Abb 2
X SUpA

Zum Approximationssatz

Approximationssatz Sei A eine beliebige Teilmenge von R. Dann existiert
zu jeder reellen Zahl < supA ein x 2 A mit

<X SUpPA,
und zu jeder reellen Zahl > inf A existiert ein x 2 A mit
infA x< : 7

fitth - Wir betrachten das Supremum. Fir A 3 ist nichts zu zeigen, da es
keine reelle Zahl < supA 1 gibt. Sei also A ; und < supA eine
beliebige reelle Zahl. Ist supA < 1, so muss es aufgrund der Definition des
Supremums ein x 2 A mit <x supA.Istdagegen supA 1, soist A nach

oben unbeschrankt, und es muss erst recht ein x 2 A mit < x geben. iiiii

Istalso A R eine beliebige Teilmenge, so wird jede reelle Zahl unterhalb
von sup A durch ein Element in A Ubertro Ced. Man kann also sup A innerhalb
von A beliebig gut approximieren — daher der Name Approximationssatz. Spater
werden wir zeigen, dass es sogar Folgen von Punkten in A gibt, die gegen das
Supremum konvergieren. — Dasselbe gilt entsprechend fur das Infimum.

2.6
Intervalle

Die wichtigsten Teilmengen der reellen Zahlen sind die Intervalle.

Definition Ein Intervall ist eine Teilmenge der reellen Zahlen, die mit je zwei
Punkten ! auch alle dazwischen liegenden Punkte enthalt.

z Beispiele a. Die leere Menge ; ist ein Intervall, denn die Voraussetzung,
zwei Punkte in ihr zu finden, ist schon nicht erfillt.
b. Ebenso ist jede 1-Punkt-Menge fag ein Intervall.
c. Enthalt ein Intervall 1 wenigstens zwei Punkte u < v, so enthélt es auch
jede reelle Zahl a mitu a v. 7

L punkt meint hier also Zahl. Das ist eine tbliche Redeweise.
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Abb 3 Verschiedene Intervalle
1a b;c fdg e f
. ——C)- ——————— (3 O——C)-
a b c d e f
Far ein Intervall | s definieren wir
a infl; b supl

als dessen linken respektive rechten Endpunkt. Diese Punkte gehéren zur erwei-
terten Zahlengerade R, die Falle

a 1; b 1

sind also zugelassen. Ebenso kann a b sein. Ist a < b, so folgt aus dem
Approximationssatz g und der Definition des Intervalls, dass auch die Menge
fx 2 R:a<x<bg zu | gehort. Intervalle mit denselben Endpunkten unterschei-
den sich daher nur darin, welche Endpunkte dazu gehdren und welche nicht.

Definition Ein nichtleeres Intervall | heif3t links abgeschlossen, falls es seinen
linken Endpunkt enthéalt, andernfalls heif3t es links o [en. Entsprechend sind
rechts abgeschlossen und rechts o [en erkléart. Schlielich heif3t ein Intervall
nichtentartet, wenn es mehr als einen Punkt enthalt. —

Es gibt somit vier Arten von Intervallen: das o [ede Intervall
a;b “fx2R:a<x<bg; 1 a b 1;
mit der Vereinbarung a;a s ; das abgeschlossene Intervall
ab "fx2R:a x bg; 1l<a b<1;
mit der Vereinbarung a;a fag; und die halbo [eden Intervalle

a;b “fx2R:a<x bg; 1 a b<1;
a;b “fx2R:a x<bg; l1<a b 1:

Dabei sind die Symbole 1 und 1 genau dann zugelassen, wenn das betre [efde
Intervallende o [ed ist. Daher sind alle diese Intervalle Teilmengen von R und
enthalten weder 1 noch 1.
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= Beispiel a. Das leere Intervall ; ist sowohl o [edl wie abgeschlossen. 2
b. Jede Ein-Punkt-Menge fag R ist ein abgeschlossenes Intervall.
c. R 1;1 istein oLlCedes Intervall.
d. R 7R f0g ist kein Intervall.
e. Jedes von 1;1 verschiedene unbeschrankte Intervall ist von einem
der vier Formen

a;l ; a;l ; 1:b ; 1:b ; ab2R: /
Die Lange eines nichtleeren Intervalls | ist definiert als
jlj “supl infl:
Dies wird vereinbarungsgemafl 1 genau dann, wenn | unbeschrankt ist.

2 a. Ein Intervall I ist nichtentartet genau dann, wenn jlj > 0.
b. Esistjajaj O,undfur a<b gilt

jabj jabj b a
c. Mit der Vereinbarungen von Abschnitt 5 ist

j d;cj c 1 c 1 1; c2R: /

2,0 [enk und >abgeschlossenc schlieRen sich also nicht gegenseitig aus, im Gegensatz zum umgangs-
sprachlichen Gebrauch.
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Aufgaben

Welche Aussagen sind wahr?

a. Die reellen Zahlen sind vollstandig, weil es mehr reelle als rationale Zahlen gibt.
b. In einer beschrankten Menge A R existiert immer ein Element a infA.

c. Ein abgeschlossenes Intervall ist beschrankt.

d. Aus ab ab folgt b 0.

e. Es gibt kein leeres Intervall.

f. In Q besitzt keine Teilmenge ein Supremum.

g R ist ein vollstandiger Korper.

In einem Korper gilt Xy xy.
Warum hat in einem Korper n kein multiplikativ Inverses?

Auf der Menge F3 fo;e;sg seien die Operationen und  durch die Tafeln

O e s O e s
S (0] O 0O

e s o e O e s
o e S O s e

definiert. Damit wird F3 ein Korper.

Auf der Menge F, fo;e;s;tg seien die Operationen und  durch die Tafeln

oe st oe st
o oe st o O 00O
e e ot s e oe st
S s t oe S os t e
t t seo t otes

definiert. Damit wird F4 ein Korper.

Die Menge

Qp§ ~a bpﬁ:a;bZQ

bildet einen Kdrper mit den Operationen

aprGEc dpﬁ”ac bdpi;

a bpi O c dpi ~ ac 2bd ad bc p?:
Die neutralen Elemente sind n 0 Opf unde 1 Opf, und das multiplikativ
Inverse eines Elementes ungleich n ist
P- a b P-

az 2b2 a2 2p2
Der Nenner verschwindet nicht, da pé nicht rational ist 1 5. — Hier gibt es also drei
verschiedene Additionen: inQ, EinQ 2 ,und als Notation fiir die Elemente
von Q 2 .Erstin R sind diese drei Operationen identisch.
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Der Restklassenring Z, a.1.25 bildet einen Kérper genau dann, wenn p prim ist. Somit
ist Zy Fa.
Ist R mit den beiden Operationen a b~ a b und a b~ ab=2 ein Kdrper?
Sei K ein angeordneter Kérperund 1 1 _ c. Zeigen sie:
a. O<il<c.
b. Ista<b,soista< a b=c<b.
Zujedem t2 a;b mit a<b gibtesgenauein 2 0;1 ,sodasst 1 a b.
Aus b >0, d >0 und a=b < c=d folgt
a_a ¢ _c,

< < .
b b d d
Sei K ein Kérper und a 2 K. Untersuchen sie die Abbildung

a: KITIK; a X X a
auf Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat.

Hat ein Kérper nur endlich viele Elemente, so kann er nicht angeordnet werden.

Existieren in einem Kérper zwei Elemente a und b mit a2 b? 1, so kann er nicht
angeordnet werden. Geben Sie entsprechende Beispiele fur die Kérper F3 5.4, F4 a5
und C in Kapitel 4.

Eine Teilmenge P eines Korpers K heil3t Positivbereich, wenn gilt:
(p-1) Fur jedes a 2 K gilt genau eine der drei Aussagen a2P,a 0, aZ2P.
(p-2) Mit a;b2P istaucha b2P und ab2P.

Man zeige: Ist P K ein Positivbereich, so wird K durch

a<b a b a2P

ein angeordneter Kdrper. Ist K ein angeordneter Kérper, so ist P 7~ fa2 K:a > 0g ein
Positivbereich.

Man zeige, dass es in R nur einen Positivbereich P 415 gibt.
Sei 2R Q positivmit 22 Q, und setze
Q “fa b :a;b20Qag:

a. Q mit der von den reellen Zahlen geerbten Addition und Multiplikation bildet
einen Korper, genauer einen Unterkdrper von R.
b. In diesem Koérper gibt es zwei Positivbereiche 15,

P, fa b :a b =>0g; P."fa b :a b =>0g:

c. Q ist nicht vollstandig.
Zeigen sie die Eindeutigkeit des Supremums einer beschrankten Teilmenge von R.

Fur zwei Elemente a > 0 und b > 0 eines angeordneten Korpers gilt
a<b a a’><b%

p__
Furalle x 2R gilt x2  jxj.
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Fur jedes x 2 R gilt x supft2R:t <xg.
Seien A und B beliebige Teilmengen von R. Gilt A B, so folgt supA infB.

Sei V. R beschrankt und W V nicht leer. Dann gilt infV  infW supW supV.

Fur beliebige Teilmengen A;B von R sei

ATf a:a2Ag;
A B 7"fa b:a2A; b2Bg:

Sind A und B nichtleer und beschréankt, so gilt

sup A infA;
sup A B SUpA supB:

Gilt Letzteres auch fur die Multiplikation?

S
Seien Mj1;Mpz;.. nichtleere Teilmengen von R und M ng1 Mn . Dann gilt

supM  sup supMp :
nkl

Essei M R nicht leer und infM > 0. Dann ist die Menge
M ~fl=x: x 2 Mg

nach oben beschrankt ist, und es gilt supM  1=infM.

Seien U und V nichtleere Mengen und f: U V I R. Dann gilt

sup supf u;v sup supf u;v ;

u2u va2v v2V u2U

aber
sup inff u;v inf supf u;v :
u2U va2v v2V u2u

Geben Sie ein Beispiel, wo die strikte Ungleichung eintritt.
Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel Fur a;b £ 0 gilt

P— a b
b
a 2

Cauchyungleichung  Fur reelle Zahlen a;b und " > 0 gilt

2ab  "a® b%="
b
Fur reelle Zahlen a;b 0 gilt % a /£ 2: Wann gilt Gleichheit?

Beweisen sie fiur reelle Zahlen a;b die Identitaten
a b ja Dbj.
R
Was gilt fur maxfa;bg minfa;bg?

a b ja bj,

max fa; bg
2

min fa; bg

Far a;b;c 2 R gilt
ja bj ja bjAjaj jbj

2.19

53



54

33

34

35

36

37

38

39

40

2 — Reelle Zahlen

und
jaj jbj jcj ja b cjAja bj jb cj jc aj

Wann gilt Gleichheit?

Sei I R ein o [edes Intervall. Welche Gestalt hat dann R 1?

Sei A R eine beliebige Teilmenge. Dann gilt fur jedes s 2 R mit infA <s <supA
AN s;1 s AN\ 1:s s

Eine reelle, nicht rationale Zahl wird irrational genannt — was nicht mit unverninftig zu

Ubersetzen ist. Zeigen sie: Sind a;b;c;d rational mit ad bc 0, und ist x irrational
mit cx d 0, soistauch

, - ax b
cx d
irrational.

Zeigen sie, dass die Wurzelfunktion das Intervall 0; 1 bijektiv auf sich selbst abbildet
und streng monoton steigt:

pP— P—
0 a<b ) a< b:
Seien r O rational und z irrational. Zeigen sie, dass auch r z und rz irrational
sind.

In R sei eine Operation  erklart durch
a b7a b ab

mit einem festen 0.
a. Die Operation ist kommutativ, assoziativ und besitzt ein neutrales Element.
b. Welche Elemente besitzen ein inverses Element?
Intervallschachtelung Sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge 1, ng1 nichtleerer
abgeschlossener Intervalle in K heil3t Intervallschachtelung, wenn
(i) In In 1 furalle n £1,und
(i) zu jedem " =0 ein I, existiert mit jlyj <™.
Dann ist K vollstdndig genau dann, wenn zu jeder Intervallschachtelung I, ng1 genau

ein a 2 K existiert mit

AN
In fag:
n&kl

Dedekindsche Schnitte  Sei K ein angeordneter Korper. Ein Paar A;B nichtleerer
Teilmengen von K heif3t dedekindscher Schnitt, falls

A<B; AL[B K; A\B 3;:
Ein Element ¢ 2 K heif3t Schnittzahl eines solchen Schnittes A;B , falls
A c B:

Dann ist K vollstdndig genau dann, wenn jeder Dedekindsche Schnitt eine Schnittzahl
besitzt.

2.20



Naturliche, ganze
und
rationale Zahlen

Die Existenz der reellen Zahlen setzen wir von nun an voraus. Jetzt geht es
darum, unter diesen die naturlichen, die ganzen, und die rationalen Zahlen zu
identifizieren.

Die naturlichen Zahlen sind uns von frihester Kindheit durch das Zahlen
von Objekten vertraut:

1
5
3~

N RR

1
1 1 1 1

und so weiter ...: von einer naturlichen Zahl gelangen wir zur nachsten, indem
wir 1 addieren, ad infinitum. Auch wissen wir, dass

1<2<3<.. ;

in Ubereinstimmung mit den Anordnungsaxiomen. Dies gilt Gbrigens in jedem
angeordneten Korper, denn wir brauchen ja nur die Information, dass 0 < 1.
Daraus ergibt sich, dass jeder angeordnete Kdrper seine eigene >Version< der
nattrlichen Zahlen enthalt.

Die additiv Inversen zu den naturlichen Zahlen zuztglich der Null ergeben
den Ring der ganzen Zahlen. Die Briiche aus allen ganzen Zahlen ergeben dann
den Kdrper der rationalen Zahlen.

3.1
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3.1
Naturliche Zahlen

Um das >und so weiter< der Konstruktion der natirlichen Zahlen mathema-
tisch zu préazisieren, fuhren wir folgenden Begri Cein.

Definition Eine Teilmenge J von R heif3t induktiv, wenn gilt:
(in1) 12J.
(in-2) Istm2J,soistauchm 12J. —

Man kann auch 0 2 J statt 1 2 J fordern und damit die naturlichen
Zahlen bei 0 beginnen lassen. Dies ist allein eine Frage der Konvention und
mathematisch unerheblich.

2z Beispiele a. Die Mengen R ist induktiv.
b. Das Intervall 1;1 istinduktiv.
c. Die Menge M der rationalen Funktionen 7, ist induktiv.
d. Die Menge P aller Primzahlen ist nicht induktiv. 7/

Der Durchschnitt zweier und sogar beliebig vieler induktiver Mengen ist
wieder eine induktive Menge, denn in jeder dieser Mengen sind die Bedingun-
gen (in-1) und (in-2) erfillt. Die kleinste solche Menge erhalt man, indem man
die Schnittmenge aller induktiven Teilmengen der reellen Zahlen bildet. Dies
charakterisiert die natuirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen.

Definition Die Menge N der nattrlichen Zahlen ist der Durchschnitt aller induk-
tiven Teilmengen von R.

Bezeichnet J die Familie aller induktiven Teilmengen von R, so schreibt
man hierfir auch
AN
N 3
323
Die Menge N enthélt also genau diejenigen Elemente von R, die in jeder indukti-
ven Teilmenge von R enthalten sind.

Induktionssatz Ist | eine induktive Teilmenge von N, soist I N.

fitth  Nach Voraussetzung ist I N. Andererseits ist | 2 J und damit auch
N I.Alsogiltl N. iiii
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3.1 — Naturliche Zahlen

= Vollstandige Induktion

Der Induktionssatz bildet die Grundlage der vollstandigen Induktion, die
ebenfalls zu den fundamentalen Beweistechniken der Mathematik z&hlt. Die
einfachste und am haufigsten gebrauchte Form ist das folgende

Induktionsprinzip Sei A n eine Aussageform, fur die gilt:

(1) A1 istwahr.

(2) Ist A n wahr fur irgendein n 2 N, soistauch A n 1 wabhr.
Dannist A n furalle n2 N wahr. —

fitth  Beweis Sei
N “~“"fn2N: A n istwahrg:

Dann ist 1 2 N wegen (1), und gilt n 2 N, so giltauch n 1 2 N wegen (2).
Also ist N eine induktive Teilmenge von N. Aufgrund des Induktionssatzes ; ist
somit N N. iiiii

Um eine Aussage A n fur alle naturlichen Zahlen n mithilfe der vollstandi-

gen Induktion zu beweisen, ist also Folgendes zu tun.
(1) Induktionsanfang: Zeige, dass A 1 wahr ist.
(2) Induktionsschritt: Nehme an, dass A n fur ein beliebiges n £ 1 wabhr ist.

Folgere daraus, dass auch A n 1 wahr ist.

Dann ist die Aussage A n fir alle n 2 N bewiesen.

Das Induktionsprinzip bereitet erfahrungsgemaf anfangs Schwierigkeiten,
hat es doch den Anschein, als wiirde man sich nach dem Munchhausenprinzip
am eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen. Denn im Induktionsschritt nimmt
man ja an, dass A n wahr ist — also genau das, was man eigentlich erst noch
beweisen will ... .

Dem ist jedoch nicht so. Der Induktionsschritt geht nur von der Hypothese
aus, dass A n wabhr ist, und leitet daraus ab, dass auch A n 1 wahr ist.
Das ist etwas vollig anderes als die Behauptung, dass A n wahr ist. Diese
Argumentation wird auch erst durch den Induktionsanfang vollstandig. Er ist
zwar oft trivial, aber trotzdem unentbehrlich. Ohne ihn wére nichts bewiesen.

Eine gerne gebrauchte Metapher fiur die vollstandige Induktion ist das Er-
klimmen einer Leiter. Weil3 man, wie man die erste Sprosse einer Leiter erklimmt,
und weill man weiter, wie man von einer beliebigen Sprosse zur néchsten gelangt,
so kann man jede noch so hohe Leiter erklimmen ... zumindest ein Mathematiker
kann das.

Die vollstandige Induktion versteht man am Besten anhand von Beispielen.
Daher zunachst zwei einfache Beispiele.

09.02.2022 — 15:04 3.3
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Satz Fur alle n £1 qilt

nn 1 _
1 2 .. n ?:
fitth Induktionsanfang: Fir n 1 reduziert sich die Behauptung auf
L L2
5
ist also richtig. — Induktionsschluss: Fur ein beliebiges n £ 1 setzen wir jetzt

voraus, dass die behauptete Gleichung gilt. Dann erhalten wir fur die >nachste
Sprosse der Leiter<

1 2 ... n n 1 1 2 .. n n 1
nn 1
n 1
2

n2 n 2n 2

2
n 1 n 2

2

Also gilt die behauptete Gleichung auch fur n 1, und wir sind fertig. iiiii
Bernoullische Ungleichung  Fur alle reellen Zahlen x £ 1 und n 2 N gilt
1 x"E1 nx T
fitth  Induktionsanfang: Fur n 1 ist
1 x! 1 x 1 1x

Dies gilt sogar fur alle reellen x, und auch fiur n 0. — Induktionsschluss: Fur
ein beliebiges n £ 1 machen wir die Induktionsannahme, dass

1 x"E1 nx xE 1:
Betrachte dann
1 x"1 1 x 1 x™

Nunist 1 x £ 0 fur x £ 1 - hier brauchen wir erst diese Annahme - und

deshalb weiter mit der Induktionsannahme
1 x1 x"E1 x 1 nx 1 X nx nx%

Nun ist aber nx? £ 0. Daher folgt insgesamt

1 x"1E£1 x nx 1 n 1x

3.4



3.1 — Naturliche Zahlen

Es folgen einige elementare Tatsachen Uber die naturlichen Zahlen, die wir
naturlich beweisen mussen.

Rechenregeln Fur alle n;m 2 N gilt:
(i) nE1,

i) n mM2N, nm2N,

@iy n 1_n 12N,

(iv m<n > n m2N,

M m<n m 1 )>n m 1.

fith (i) Die Menge fn 2 N:n £ 19 ist eine induktive Teilmenge von N.

Aufgrund des Induktionssatzes ; ist sie gleich N.
(i) Fixiere m 2 N und betrachte die Aussage

An :n m2N:

la: Esqgilt Al ,damitm2Nauchm 12N.—Is: Gilt An ,h soistalso
n m2N.Dannistauch n m 1 n 1 m2 N unddamit An 1
wahr. Somit gilt A n fur alle n 2 N. Da m 2 N beliebig war, ist die Aussage fur
alle n;m 2 N bewiesen. — Die zweite Behauptung wird analog bewiesen.

(ili)  Betrachte

An:n 1 n 12N:

la: A 1 isto[edsichtlichwahr.—Is: Ist A n wahr, soist n 2 N. Damit ist
aberauch A n 1 wahr.
(iv) Betrachte hierzu die Aussage

An :n m2N firallem2Nmitm<n:

la: A 1 istwahr, denn wegen (i) gibt es kein m 2 N, fur das wir die Behauptung
prufen miussen. — Is: Es gelte A n . Zu zeigen ist

An 1 : n 1 m2N fiurallem2Nmitm<n 1:

Fur m 1 ist dies richtig. Ist dagegen 1 < m <n 1,soistm 1 <n
eine natdrliche Zahl wegen (iii), und nach Induktionsannahme ist dann auch
n m 1 2 N.Dasistaberaquivalentmit n 1 m2N.

(v) Seim<n m 1.Dannistn m 1.Aus(iv)folgtabern m2N
und damit n m £ 1 wegen (i). Alsoist n m 1, oder n m 1 wie

Die letzte Aussage bedeutet, dass es zwischen m und m 1 keine weitere
naturliche Zahl gibt. Gilt also beispielsweise n < A fur eine Menge A N, so gilt
auchn 1 A gs.
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In manchen Féllen ist es erforderlich, die Induktion nicht bei 1, sondern
spéter zu beginnen. Der Beweis des folgenden Satzes ist als Ubung iberlassen 4., .

Modifiziertes Induktionsprinzip Sei A n eine Aussageform, fur die gilt:
(i) A ng istwahr flr ein ng 2 N.
(ii) Ist A n wabhr fur irgendein n £ ng, soistauch A n 1 wabhr.
Dann ist A n flr alle nattrlichen Zahlen n £ ng wahr.

2z Beispiel Es gilt
2" £ n?; n 3:
Furn 1 und n 2 verifiziert man dies direkt, und fur n 3 ist die Aussage
o [ensichtlich falsch. Fir n £ 4 fuhrt man einen Induktionsbeweis. 7
= Satz vom Minimum

Die nattrlichen Zahlen sind in R nach unten beschrankt. Jede nichtleere
Teilmenge A N besitzt deshalb ein Infimum innerhalb der reellen Zahlen. Im
Fall nattrlicher Zahlen ist dieses Infimum sogar ein Element von A selbst. Man
spricht von einem minimalen Element, an dem das Infimum angenommen wird.

Satz vom Minimum Jede nichtleere Teilmenge A N besitzt ein minimales
Element. Das heil3t, es existiertein m2 A mitm A. —

fith  Wegen 1 N ist A nach unten beschrankt. Da A nicht leer ist, existiert
somit die reelle Zahl m infA. Zu zeigen ist, dass m 2 A.

Da m 1 keine untere Schranke von A ist, existiert aufgrund des Approxi-
mationssatzes ;g ein n 2 A mit

m n<m 1:

Waéare m < n, so folgt mit demselben Satz die Existenz eines weiteren 0 2 A mit
m o<n<m 1.

Wegen o<n und n;o2 A N waéare dann n o eine natirliche Zahl 4 mit
n o<m 1 o m 1 m 1;

was unmdglich ist. Also muss m n gelten, und dies ist das gesuchte minimale

Element in A. iiiii

Korollar Es gibt keine uninteressanten naturlichen Zahlen.

fitth  Angenommen, die Menge U  fn 2 N: n ist uninteressantg ist nicht
leer. Dann besitzt U ein minimales Element m, die kleinste uninteressante
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= Das Archimedische Prinzip

Bis hierher haben wir das Vollsténdigskeitsaxiom nicht benétigt. Alles in
diesem Abschnitt Gesagte gilt somit in jedem angeordneten Kdrper. Somit gibt es
in jedem angeordneten Korper K eine Teilmenge N, die als kleinste induktive
Teilmenge definiert ist und die wir uns als eine Version der natirlichen Zahlen in
K vorstellen kénnen. Ebenso gilt dort der Satz vom Minimum.

DadieFolge 1<2<3< >immer weiter waichst¢, scheint die Menge N
in R unbeschrankt zu sein. Doch auch diese scheinbar o Cedsichtliche Tatsache
erfordert einen Beweis. Und wie sich herausstellt, erfordert dieser die Existenz
eines Supremums, also das Vollstandigkeitsaxiom.

Prinzip des Archimedes Die Menge der naturlichen Zahlen ist in den reellen
Zahlen nach oben unbeschréankt.

fitth  Ware N beschrankt, so existierte b supN in R,7.Zub 1<b
existiert dann aufgrund des Approximationssatzes ;g ein n 2 N mit

b 1<n b:

Aberdannistb<n 1,undwegen n 12N ist b doch keine obere Schranke

Aus dem Prinzip des Archimedes ergeben sich zwei wichtige Folgerungen.

Korollar  Zu jeder reellen Zahl " > 0 existiert ein n 2 N mit

O<£<":
n

Zu zwei positiven reellen Zahlen x und h existiert genau ein n 2 N mit

n 1h x<nh:

fitth  Sei " > 0. Aufgrund des Prinzips des Archimedes gibt es ein n 2 N mit
n > 1=". Fir dieses n gilt dann die erste Behauptung.

Aus demselben Grund ist die Menge fm 2 N : x=h < mg nicht leer, besitzt
also wegen des Satzes vom Minimum g ein minimales Element n. Fir dieses gilt

n 1 §<n'
h .

Multiplikation mit h > 0 ergibt die Behauptung. Die Eindeutigkeit von n folgt

Satz vom Maximum Jede nichtleere, beschrankte Teilmenge A N besitzt
ein maximales Element. Das heil3t, es existiertein m2 A mit A m. —
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fitth ~ Aufgrund der Beschrénktheit von A und des Archimedischen Prinzips 7
besitzt A eine obere Schranke b in N. Es ist also A <b. Dann ist die Menge

b A7fb a:a2Ag

ebenfalls eine Teilmenge von N 4 und besitzt daher ein minimales Element ¢.
Dieses hat notwendigerweise die Form b m mit m 2 A. Es gilt dann

b m b A

Der Beweis des archimedischen Prinzips stutzt sich auf die Existenz eines Su-
premums 27, also auf die Vollstandigkeit der reellen Zahlen. Man kénnte meinen,
dass dies nur der Bequemlichkeit geschuldet ist, denn Vollsténdigkeit von R und
Unbeschranktheit von N haben auf den ersten Blick wenig miteinander zu tun.
Dem ist aber nicht so. Es gibt angeordnete Kdrper, in denen das archimedische
Prinzip nicht gilt, wie das folgende Beispiel zeigt.

2z Beispiel Im Kdrper M der rationalen Funktionen mit rationalen Koe [zieh-
ten 22 spielen die konstanten Funktionen n=1 die Rolle der naturlichen Zahlen,
und es gilt

n X
- < —; n2 N:
1 1

Somit ist N in M beschrankt. 7

Das archimedische Prinzip ist somit unabhéngig von den Anordnungsaxio-
men und nicht aus diesen ableitbar. Andererseits gibt es angeordnete Kdrper,
in denen das archimedische Prinzip, nicht aber das Vollstandigkeitsaxiom gilt —
zum Beispiel Q. Daher ist folgende Definition sinnvoll.

Definition Ein angeordneter Korper heil3t archimedisch angeordnet, wenn N in
ihm unbeschrankt ist. —

z Beispiel Q und R sind archimedisch angeordnete Kérper, M nicht. 7

= Rekursion

Auf dem Prinzip der vollstandigen Induktion beruht auch das Prinzip der
rekursiven Definition. Zunachst einige Beispiele.
Die Fakultat n! einer naturlichen Zahl n ist rekursiv definiert durch

1! 71, n' n n 11 n k& ?2:



3.1 — Naturliche Zahlen

Der Wert von n! wird also fir n > 1 durch den Wertvon n 1 ! erklart. Nach
endlich vielen Schritte ist n! auf 1! zurtckgefuhrt:

2 21 21,
31 32! 321,

nt nn 1 . 211
AuRerdem definiert man 0! ™ 1. Die Rekursionsformel gilt damit sogar ab n  O:
ol 71; nN~"n n 11 n £ 1:

Die Potenzen a" eines Elementes a eines beliebigen Kérpers K sind rekursiv
definiert durch

a® 1; a” “aa" ! nE1
Mit Induktion beweist man die Ublichen Potenzgesetze 5.11

nom nm

a : an m nm

a'a a' n;m £ O:

Die allgemeine Summe von n Elementen aj; ..; an in einem beliebigen Kérper
schreibt man als

X
ak a; az . an.
k1
Deren rekursive Definition ist
ax T 0; ax ax an; n £ 1:
k 1 kK 1 k1
Entsprechend erklart man das allgemeine Produkt
h'd
ak ajiag--an.

k 1

Da in einem Kdrper Addition und Multiplikation assoziativ und kommutativ sind,
sind Klammern entbehrlich und die Reihenfolge unerheblich. Dies spielt erst eine
Rolle bei Reihen, also unendlichen Summen.

2 Beispiele Es gilt

3.9
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3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

Als Summationsindex kann man dbrigens jedes Symbol verwenden. Ebenso
kann man umnummerieren. So ist beispielsweise

X X X <
Ak a;j a a 1-
k 1 i1l 1 10

Allgemeiner erklart man

8

x X _Sam .. ap, m n
ak ak -

kK m m k n - O; m = n:

Entsprechendes gilt fur Produkte.

Rechenregeln fur Summen In einem Koérper gilt

X X X X X

ak bk ak bk ) a bk abk
k 1 k 1 k 1 k 1 k 1

sowie

X X X X X

ai b akb akby;
k 1 1 k 11 1 1 kn

11 m

wobei sich die Doppelsumme Uber alle méglichen Kombinationen der
Indizes kund I mitl Kk nund1l | m erstreckt und damit nm
Summanden umfasst.

fitth - Wir zeigen nur die letzte Behauptung mit Induktion Gber n. Fir n 1
reduziert sich die Aussage auf die korrekte Gleichung

X X
ai bk a1 by:
k 1 k 1

Fir n 1 anstelle von n haben wir

™t X X X X X X
a b ax an 1 by ag b an 1 b
K 1 1 K 1 1 K 1 1 1

Ist die Gleichung wahr fur n und alle m £ 1, so folgt

nd X X X X
ak b| akb| akb| akb|:

k 1 I 1 1 kn kn1
11 m 11 m
Also gilt sie auch fir n 1 und alle m £ 1. iiiii
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Entsprechend werden andere Satze auf allgemeine Summen und Produkte

verallgemeinert. Beispielsweise lautet die allgemeine Dreiecksungleichung
X x
ak Jakl:
k1 k 1

Mit diesen Rechenregeln lassen sich viele Summen und Produkte ohne expliziten
Ruckgri Cauf die vollstandige Induktion bestimmen. Ein Beispiel ist die

Geometrische Summe  FUr jedes reelle g und alle n £ 0 gilt
191 qg .. g 1 g%
Fir g 1 giltalso
X 1 gt

k
q
ko 1 q

fith  Far n O ist die Gleichungg korrekt. Sei also n £ 1. Dann ist

X X X 0 X »d
1 q q q
k 0 k 0 k 0 k1 k 0

Die beiden mittleren Terme annullieren sich, denn

™l K1 X «
q g
k 0 k 1
Somit erhalten wir

1 X k 1 n 1.
q q q -
k O

= Allgemeine Rekursion

Das Rekursionsprinzip mag auf den ersten Blick einleuchten, so wie auch
das Induktionsprinzip. Dennoch bedarf es eines Beweises, dass durch rekursive
Definitionen tatsachlich Folgen! in eindeutiger Weise definiert werden. Dies
leistet der folgende Satz, der durch Induktion bewiesen wird und beim ersten
Lesen Ubergangen werden kann.

Rekursionssatz Sei X eine beliebige Menge, und fir jedes n 2 N sei
n: X"I1X
! Folgen werden im (ibernachsten Kapitel behandelt.
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eine beliebige Abbildung. Dann existiert zu jedem a 2 X eine eindeutige
Folge fn ng1 in X mit

f1 4 fn1 n T fn ngkl

Das bedeutet, dass mit dem Startwert f; 7 a sukzessive die Werte

f,7 4
f3 ™ o fy; 1
fao1 ™ nfyfa

eindeutig erklart sind. Die Abbildung |, definiert den nachsten Wert f, ; als
Funktion der ersten n Werte fq;..;f,.

Unsere bisherigen Beispielen sind allerdings viel einfacher gebaut. Alle
Funktionen , sind identisch und haben nur ein Argument.

2 Beispiel Die Fibonacchifolge
foner  1;,1;2;3;5;8;13;21; ..
ist rekursiv erklart durch
fi. b 1 fn1 fn fn1; NE2:
Die Rekursionsvorschriften sind

1 fr fg
n f1;..;fn fo 1 fn; n k2,

und die Fibonacchifolge resultiert aus den Startwert f; 1. 7/

3.2
Ganze und rationale Zahlen

Definition und Satz
Z7fm n:n;m2Ng
heil3t Menge der ganzen Zahlen. Fur diese gilt
Z fn:n2Ng[fog[N f..; 2; 1;0;1;2;..9:

fth Sei G f..; 2; 1;0;1;2;..9. Danngilt G Z, denn jedes Element von
G kann als Di Cerknz zweier nattrlicher Zahlen geschrieben werden.
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Umauch Z G zuzeigen,seim n2Z.Istm n,soistm n 02G.
Ist m>n,soistm n 2 N G. Ist aber m < n, so ist mit demselben
Argument m n 2 N unddamit m n ebenfalls Element von G. Da damit

Satz In der Menge Z gelten alle Axiome eines angeordneten Korpers mit
Ausnahme der Existenz eines multiplikativen Inversen. Insbesondere ist die
Gleichung

m X n

in Z immer eindeutig lésbar, und zwar mit x n m.

Man sagt, die ganzen Zahlen bilden einen Ring mit Eins. Der Beweis dieses
Satzes ist Routine.

Die Satze vom Minimum g und Maximum g gelten in Z entsprechend. Der
einzige Unterschied ist, dass Teilmengen von Z a priori nicht nach unten be-
schrankt sind. Der folgende Satz wird auf die entsprechenden Satze fir naturliche
Zahlen zuruckgefuhrt 514 .

Satz vom Minimum & Maximum In Z besitzt jede nach unten beschrankte
Menge ein Minimum und jede nach oben beschrénkte Menge ein Maxi-

mum.
z Beispiel Die Funktion
cRY1Z x, x "maxfn2Z:n xg

weist jeder reellen Zahl x die grof3te ganze Zahl m  x zu und wird als Gaul3-
klammer bezeichnet. Andere Bezeichnungen sind Abrundungs- oder Ganzzahl-
Funktion. Zum Beispiel ist

3; 4:
Der Graph dieser Funktion ist in Abbildung 1 dargestellt. 7

Definition und Satz Die Menge

n
~ —:n2Z™"m2N
Q m

heildt Menge der rationalen Zahlen. Mit der von R induzierten totalen Ord-
nung bildet Q einen archimedisch angeordneten Kérper. In ihm ist auch die
Gleichung

mx n; m O;

. . L . n
immer eindeutig l6sbar, und zwar mit x g

3.13
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Abb 1

Graph der

GaulRklammer

1 *——o0
e——o
1 X
*——9
o0
o0

Auch der Beweis dieses Satzes ist Routine. Es ist im Wesentlichen nur zu
zeigen, dass alle Operationen nicht aus Q herausfihren.

Bemerkung Die totale Ordnung von Q lasst sich auf die naturliche Ord-

nung von Z zurlckfihren, in dem man

n.»p a ng<mp

m q
definiert. Diese Definition héangt nicht von der Wahl der Darstellung einer rationa-
len Zahl ab, solange man verlangt, dass die Nenner positiv sind. FUr verschiedene
Darstellungen derselben rationalen Zahl gilt ja

n p .

Die rationalen Zahlen bilden eine echte Teilmenge der reellen Zahlen. Sie

liegen aber dicht in R.

Satz  Zu zwei beliebigen reellen Zahlen a < b existiert immer eine rationale
Zahlr mita<r<b. —

fith Sei a<b.Dannist b a > 0, und es existiert g eine natirliche Zahl
m 2 N mit

1
0<—<b a
m

Dies ist &quivalent mit 1 <bm am oder am 1 < bm. FUr die nach dem Satz
vom Minimum 13 existierende ganze Zahl
n “minfk2Z: k>amg
giltdann am<n am 1 <bm. Division durch m > 0 ergibt
a< n <bhb:
m

Die rationale Zahl r n=m hat also die gewiinschte Eigenschaft. iiiii
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3.3 — Eindeutigkeit der reellen Zahlen

3.3
Eindeutigkeit der reellen Zahlen

Nachdem Q als dichte Teilmenge von R definiert ist, kbnnen wir noch kurz
die Eindeutigkeit der reellen Zahlen ansprechen. Es ist durchaus moéglich, ganz
unterschiedliche Modelle der reellen Zahlen zu konstruieren — also total geordnete
Mengen mit zwei Operationen, in denen samtliche geforderten Axiome gelten.
Diese verschiedenen Modelle sind jedoch alle von derselben Gestalt — man kann
sie mitsamt ihren Strukturen eins-zu-eins aufeinander abbilden. Mathematisch
gesprochen sind sie isomorph.

Im Fall der reellen Zahlen bedeutet dies Folgendes.

Isomorphiesatz Sind R; ; ;< und K;E; ; zwei vollstandige ange-
ordnete Korper, so existiert eine bijektive Abbildung : R ¥ K derart,
dass

X Yy X E y;
Xy S y
und
X<y a X y

fur alle x;y 2 R qilt.

Es spielt also zum Beispiel keine Rolle, ob ich zwei Operanden zuerst in R
addiere und das Ergebnis mit  abbilde, oder ob ich zuerst die Operanden mit
abbilde und danach in K addiere.

fitth  Beweisskizze FUr jede Abbildung  mit den geforderten Eigenschaften
gilt beispielsweise

X X 0 x E O

fur alle x 2 R. Also ist notwendigerweise 0 0, das neutrale Element der
Addition in K. Analogist 1 1 das neutrale Element der Multiplikation in K.
Daher definieren wir

0 70; 171

Damit ist aber  auch schon fur alle nattrlichen Zahlen festgelegt, wie beispiels-
weise

2 1 1 1€ 1 1E1 2

3.15
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Mithilfe der Koérperoperationen ist damit  auch fur die ganzen und rationalen
Zahlen eindeutig festgelegt. Und mithilfe der Vollstandigkeit dann auch fur alle

3.4
Abzahlbarkeit und Machtigkeit

Gibt es mehr rationale Zahlen als naturliche Zahlen? Gibt es mehr reelle
Zahlen als rationale Zahlen? Und gibt es Mengen, die >noch gréRer« sind als die
Menge der reellen Zahlen? Um diese Fragen zu beantworten, definieren wir zuerst,
wann wir zwei Mengen als >gleich gro3< ansehen wollen.

Definition  Zwei nichtleere Mengen A und B heifl3en gleichmachtig, geschrieben
A B, wenn sie bijektiv aufeinander abgebildet werden kdnnen.

Diese Definition entspricht der intuitiven Vorstellung. Kénnen wir die Ele-
mente zweier Mengen paarweise zuordnen, ohne dass am Ende ein Element tbrig
bleibt, so betrachten wir diese Mengen als gleich gro3. Dazu mussen wir die
Mengen nicht einmal abz&hlen oder auf andere Weise ihre Grof3e quantifizieren.

O [ensichtlich definiert  eine Aquivalenzrelation, deren Klassen aus gleich-
machtigen Mengen bestehen.

2 a. Die Mengen fH,i,I,f,egund f ; ; ; ; g sind gleichméachtig.
b. Die Mengen N und 2N  f2n:n 2 Ng sind gleichméchtig, eine Bijektion
ist zum Beispiel n , 2n.

c. Ebenso sind N und Z gleichméchtig, eine Bijektion ist beispielsweise

8
<n=2; n gerade;

= 1 n =2; nungerade:

NTZ n

Diese nummeriert Z als Folge 0;1; 1;2; 2;3; 3;.. durch. 7
Als Standardmengen fur endliche Mengen definieren wir
Ao 3
An TAn 1 [fng T1;..;ng; n k&£ 1:

Die Mengen A, sind tatséchlich nicht gleichméachtig und von N verschieden, wie
die beiden folgenden Satze zeigen.

Satz Esgilt Am An genau dann, wenn m n.

3.16
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fith ¢ Ist m n, so sind die beiden Mengen gleich, also erst recht
gleichméchtig.

D) Seiumgekehrt A;,  An,wobeiwir 1 m n annehmen dirfen. Wir
argumentieren induktiv beztuglich n. Fur n 1 ist m n, und die Behauptung
ist wahr. Ist n > 1, so existiert nach Annahme zwischen beiden Mengen eine
Bijektion. Dann gibt es aber auch eine Bijektion mit m , n. Die Einschrankung
dieser Bijektion auf A, 1 ist dann auch eine Bijektion zwischen Ay, 1 und Ap 1,
esistalso Am 1 An 1.Nach Induktionsannahme folgt hieraus m 1 n 1.

Alsoist m n, und wir sind fertig. iiiii

Satz Esist A, N firallen2N. —

Definition Eine nichtleere Menge M heif3t
(i) endlich, falls M Ap furein n 2 N,
(i) abzahlbar unendlich, falls M N,
(iii) abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist,
(iv) uUberabzahlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist.

Wegen des vorangehenden Satzes ist eine Menge nicht gleichzeitig endlich
und abzahlbar unendlich. Die Definition ist also sinnvoll.

Definition Die Kardinalitéat einer Menge ist 2

8
_<n fallsM Ap;

JMj 7
-1 sonst.

Andere gebrauchliche Bezeichnungen sind card M, Anz M oder #M. Die
so definierte Anzahlfunktion macht keinen Unterschied zwischen >abzahlbar
unendlich< und >tiberabzahlbarx.

= Abzéhlbare Mengen

Zunéchst einige Beobachtungen zu abzéhlbaren Mengen. Es Uberrascht nicht,
dass Teilmengen abz&hlbarer Mengen wieder abzahlbar sind. Zuerst betrachten
wir die Menge N selbst.

Satz Jede Teilmenge von N ist entweder endlich oder abz&ahlbar unendlich. ™

2 Die Striche j j werden in der Mathematik vielfach verwendet — fiir den Betrag einer reellen Zahl,
die Lange eines Intervalls, die Kardinalitat einer Menge, und manches andere. Es sollte jeweils aus dem
Kontext erkennbar sein, was gemeint ist.

3.17
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fitth  Man zeigt durch Induktion Uber das Maximum, dass jede beschréankte
Teilmenge A von N endlich ist 5.13. Ist also A nicht endlich, so ist A jedenfalls
unbeschrankt. Wir kénnen dann eine Abbildung

CNETA
induktiv definieren durch
1 “minA;
n 1 "ming2A:gq> n ; nAg.1l:
Aus dieser Definition folgt 1 < 2 < .. und allgemein
n< m,; n<m:

Die Funktion ist, wie man sagt 7,14, streng monoton steigend. Hieraus folgt,
dass sie auch injektiv ist.
Bleibt zu zeigen, dass  surjektiv auf A ist. Zu beliebigen p 2 A sollte

n~"min m2N: m £p
der richtige Kandidat sein. In der Tat folgt unmittelbar aus dieser Definition
n A£p:

FUr n > 1 gilt auRerdem n 1 <p,denn n 1 £ p widerspréache der
Definition von n. Mit der Definition von erhalten wir

n min q2A:q> n 1 p;

denn p ist ja Element der Menge in der Mitte. Aus den beiden letzten Ungleichun-

genfolgt n p. iiiii

Bemerkung Eine Bijektion : N ' M kann man als >Durchnummerierung«
aller Elemente von M au [asken. Sie erlaubt es, alle Elemente in Form einer Folge
mq; mz2; mz;.. mit mp n hinzuschreiben, so dass

M N mnp:nk1
Obendrein tritt jedes Folgenglied genau einmal auf.

Da jede abzahlbare Menge bijektiv auf N oder eine der Mengen A, abgebil-
det werden kann, folgt aus diesem Satz das entsprechende Result fur beliebige
abzahlbare Mengen.

Korollar Jede Teilmenge einer abzéhlbaren Menge ist abzahlbar.
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34 — Abzahlbarkeit und Machtigkeit

Abb 2 Zum Beweis von Satz 17

1 2 3 n N
[ 2 @ & . 4
o 3 . 3
min A p n A

Abzahlbarkeit >vererbt« sich also auf Teilmengen — was nicht wirklich tber-
rascht. Interessanter ist da die Frage, ob zum Beispiel >abzahlbar  abzahlbar =
abzahlbar« gilt. Das ist in der Tat richtig.

Satz Die Menge N N ist abzahlbar.

fitth ~ Wir ordnen die Elemente von N N in folgendem Matrixschema an:
1;1 1;2 1;3
2:1 2,2 2;3
31 3;2 3:3

Dieses zahlen wir mit dem Cantorschen Diagonalverfahren ab, indem wir sukzes-
sive die Diagonalen durchnummerieren, deren Elemente n;m dieselbe Summe
n m haben. Die ersten Glieder dieser Diagonalnummerierung sind

1:1 ;

2:1; 1;2 ;

3;1; 2,2; 1;3;

4;1; 3;2; 2,3; L;4; i1
Dies ist mdglich, da jede dieser Diagonalen nur endlich viele Elemente besitzt,

Korollar Das kartesische Produkt zweier und allgemeiner endlich vieler
abzahlbarer Mengen ist abzahlbar.

fitth ~ Wir betrachten nur den Fall zweier abzahlbar unendlicher Mengen. Es
seialso A Nund B N.Dannaberist A B N N, und die Behauptung
folgt mit N N N aus dem vorangehenden Satz.

Das kartesische Produkt von mehr als zwei, aber endlich vielen abzahlbaren

Satz Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzahlbar.

3.19
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fitth - Wéahlen wir flr jede rationale Zahl auf irgendeine Weise eine eindeutige
Darstellung r n=m mit n 2 Z und m 2 N, so erhalten wir eine Bijektion
zwischen Q und einer Teilmenge von Z N. Da diese Teilmenge abzahlbar ist,

= Uberabzahlbare Mengen

Wir klaren zunéachst die Frage, ob es Uberhaupt Gberabzahlbare Mengen gibt.
Der nachste Satz fuhrt zu einer positiven Antwort.

Satz Es gibt keine Surjektion einer beliebigen Menge X auf P X .

fitth  FOr X ; ist P X f;g. Da die Bildmenge einer auf der leeren
Menge definierten Abbildung ebenfalls leer ist und somit ; nicht zu deren Bild
gehoren kann, ist die Behauptung in diesem Fall richtig.

Seijetzt X ; und : X ¥ P X eine beliebige Abbildung. Betrachte

ATfx2X:x xg2P X:

Angenommen, es gibt ein 2 X mit

A:
Ware 2 A, so folgt A aufgrund der Definition von A. Ware aber
A, so bedeutet dies , und es folgt A. Das klappt also hinten
und vorne nicht, und so kann es kein 2 X mit A geben. Also ist

Da man die Menge X durch
X1PX; x,fxg

bijektiv auf eine Teilmenge von P X abbilden kann, ist ? X immer machtiger
als X. Somit ist P N machtiger als N und damit Uberabzahlbar. Es ist sogar
jede der Mengen

N, PN; PPN ; PPPN ;

machtiger als die vorangehende, ad infinitum. Es gibt somit mindestens unendlich
viele verschiedene Unendlichkeiten ::: . — Aber was gilt fur die reellen Zahlen?

Satz Die Menge R der reellen Zahlen ist Gberabzahlbar.
tith  Angenommen, R ist abzahlbar. Dann gibt es eine Nummerierung 2

X0, X1, X2, X3; ..
3 Wir fangen zur Abwechslung bei 0 an.
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aller reellen Zahlen. Wir konstruieren dann eine weitere reelle Zahl , die nicht
in dieser Nummerierung vorkommt.
Wir konstruieren  mithilfe einer fallenden Folge von Intervallen

In an;bn ; n £ 0;

die wir induktiv definieren. Als lp wahlen wir ein beliebiges abgeschlossenes
Intervall, das nicht den Punkt xo enthalt:

lo - ao;bo S Xo:

Ist nun I, 1 fir n > 0 bereits konstruiert, so wahlen wir I, als linkes oder
rechtes abgeschlossenes Drittel von |, 1 so, dass

In an;bn 8 Xn:

Das ist immer mdoglich, da x, nicht in beiden Dritteln gleichzeitig enthalten sein
kein. O [Cedsichtlichist I, 1, 1.
Fur die Randpunkte der so definierten Intervalle gilt

a ai a .. an<bn, .. by b1 Dbg; n &£ O:
Also gilt auch
A" fa,:n&E0g<B " fb,: nA£O0g:

Insbesondere ist A nach oben beschrankt, und es existiert sup A wegen der
Vollstandigkeit von R. Es gilt dann

A B;

denn alle Elemente von B sind obere Schranken von A, und ist die kleinste
obere Schranke. Somit gilt

2 n £ 0O:

Aufgrund der Konstruktion der Intervalle I, bedeutet dies aber, dass Xn
fur alle n £ 0. Wir haben also eine reelle Zahl  gefunden, die nicht in der

Aufzahlung Xp; X1; X2; .. enthalten ist — ein Widerspruch. iiiii

Bemerkungen a. Die Intervalle I, bilden eine sogenannte Intervallschach-
telung a-2.39.

b. Aus der Uberabzéahlbarkeit der reellen Zahlen ergibt sich, dass auch das
kartesische Produkt abzahlbar unendlich vieler endlicher Mengen mit mindestens
zwei Elementen Uberabzahlbar ist.
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3.5
Etwas Kombinatorik

Wir erwdhnen noch einige elementare Satze der Kombinatorik, die samtlich
mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden, beispielsweise Satze Uber die
Anzahl von Teilmengen, Permutationen, und Auswahlmengen. Ein wesentliches
Ergebnis ist hierbei die allgemeine binomische Formel.

Satz Eine n-elementige Menge M besitzt genau 2" verschiedene Teilmengen:
PMj 2Mi —
fitth Induktionsanfang: Dies gilt bereits fir n 0,also M  ;, denn
izi o jP s jfzgi 1 2%
Fir n 1 rechnet man dies genau so nach. Induktionsschluss: Der Satz gelte fur
jede n-elementige Menge M. Sei
M: M [[f+g
eine n 1l-elementige Menge — wir nehmen also + M an. Dann gilt
PM:  PLLP;

wobei P, alle Teilmengen von M. umfasst, die + enthalten, und P_ die Ubrigen,
die dieses Element nicht enthalten. Diese beiden Familien sind also disjunkt.
AuRerdem kénnen wir P_ unmittelbar mit der Potenzmenge von M identifizieren.
Dasselbe gilt fur P., denn jede Menge in P, entsteht durch Hinzunahme von +
zu einer Teilmenge von M. Daher gilt mit der Induktionsannahme

jPMej jPij jPj jPMj jPMj 22" 20t

Als Néchstes betrachten wir die Anzahl aller méglichen Bijektionen einer
n-elementigen Menge auf sich. Dies ist gleichbedeutend mit der Frage, wieviele
Vertauschungen der Elemente eines n-Tupels es gibt.

Satz Es gibt genau n! verschiedene Permutationen von n Objekten.

fitth  Induktionsanfang: Fur ein einziges Objekt gibt es genau eine Mdglich-
keit der Anordung, die Anzahl istalso 1  1!.

Induktionsschluss: Haben wir n 1 Objekte, so haben wir flr die Wahl des
ersten Elements der Anordnung genau n 1 Mdglichkeiten. Danach bleiben uns
noch n Elemente flur die weitere Anordnung. Wenden wir hierauf die Induktions-
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annahme an, so erhalten wir als Gesamtzahl der Anordungsmoglichkeiten
n 1 n! n 1! i

SchlieBlich fragen wir nach der Zahl aller méglichen m-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge.

Satz Eine n-elementige Menge M besitzt genau

n n!
m mln m!

m-elementige Teilmengen, wobei 0 m n.

An dieser Stelle zeigt sich der Sinn der Vereinbarung 0! 1. Denn
L !
n n

1; n £O0;
0 n

ist die korrekte Anzahl von Teilmengen fir diese Falle.

fitth  Die Gesamtzahl aller m-Tupel, die sich aus n £ m Elementen bilden
lassen, ist
n!
nn 1-n m 1 —_
n m!
denn sukzessive kbnnenwiraus n, n 1,...,n m 1 Elementen fiur die nachste
Komponente auswéahlen. Da es bei Mengen aber nicht auf die Reihenfolge der
Elemente ankommt, mussen wir noch durch die Anzahl aller méglichen Permu-
tationen von m Elementen dividieren. Somit ist die Anzahl aller m-elementigen
Teilmengen gleich

1 n! n
m' n m! m

2z Beispiel Es gibt
L
49

6 10068 347520

Maoglichkeiten, 6 aus 49 zu spielen. 7/

Die im vorangehenden Satz auftretenden Ausdriicke heiRen Binomialkoef-
fizienten und treten in vielen Fragestellungen der Kombinatorik und Statistik
auf. FUr uns spielen sie vor allem eine Rolle in der binomischen Formel und der
Produktregel der Di Cerknziation. — Zunéchst die elementarsten Eigenschaften
dieser Koe [Ziehten.
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Abb 3 Die ersten sieben Zeilen des Pascalschen Dreiecks
0 1
0] i 1 1
: 7 2 1 2 1
o 1 2 3 13 3 1
O R R N
AR D S 1 5 10 10 5 1
0 ° S S ° 2 0 1 6 15 20 15 & 1

21 Satz Furalle0O m n gilt
1 L

n n
m n m
sowiefir 1 m n
1 1
n n n 1 _
m 1 m m

Man beachte, dass dies die binomischen Koe [ziehten rekursiv beschreibt.

fitth  Die erste Identitat ergibt sich sofort. Die zweite Identitat ist eine direkte

Rechnung: . .
n n- n! n!
m 1 m m 1!'n m 1! mn m!
n! 1 1
m 1!'n m! n m 1 m
n! n 1
m 1!n m!mn'm 1
n 1! n 1
mn m 1! k

Aus der letzten Formel ergibt sich, dass bei Anordnung der Binomialkoe [=—1
zienten im Pascalschen Dreieck wie in Abbildung 3 - mit ; an der m-ten Stelle
in der n-ten Zeile, wobei die Z&hlung bei Null beginnt — jedes Element die Summe

der beiden direkt Uber ihm stehenden Elemente ist.
22 Binomische Formel Fur alle reellen Zahlen a und b und alle n £ 0 gilt

1
X n _
a bn" ka” Kpk:
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fitth Induktionsanfang: FUr n O reduziert sich die Behauptung auf 1 1,
und fur n 1 gilt

1
al \p* a'b® a’* a b a bl
ko K

Dies ist also korrekt. Induktionsschluss: Nehmen wir die Gultigkeit der Formel
flr irgendein n £ 1 an, so folgt

X n
a b"! a ba b"™ aob ka”"bk
1 ko 1
X on a" k 1pk X n an kpk 1.
k O k 0 k
Nach Umnummerierung k 1 ¥ k wird
1 1
X n X n
y aI"I kbk 1 9y an k 1bk aObn l;
k 0 k 1 1
wahrend
! !
X n a" k 1pk  gn 1po n an k 1pk:
k 0 k 1
Mit o1
1 1 1
n n n 1
k 1 k k
erhalten wir also
1
1 1.0 X n 1 1 kpk Opn 1
a bn" a" ‘b a" b¥ a’b"
k 1 K .
o1 Kppk-
K ;
k 0

was der Behauptung fur n 1 entspricht. iiiii

Mit den binomischen Formelnfir 1 1" 2"und 1 1" O erhalten
wir zum Beispiel folgendes

Korollar Fur alle n £1 qilt
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Aufgaben

Welche Aussagen sind wahr?

a. Zujedem " >0 existiertein n £1 mit 1=n<"",

b. Die Menge der rationalen Zahlen ist méchtiger als die der natirlichen Zahlen.
c. Die Menge R ist keine induktive Menge.

d. Die Menge aller abzéhlbaren Teilmengen von Q ist abzahlbar.

Man beweise das modifizierte Induktionsprinzip 5 und damit

a n?E2n 1 furnk3
b. 2"&En? fur n£4
c. 2"En® n furnks

Far alle a;b 2 R und n 2 N gilt
amt! p"! a b a" a"b .. ap"! b":
Fir jedes n2Nist 1 22" 22" durch 7 teilbar.
Gilt A>n fur eine Menge A N und ein n 2 N, so giltauch A£n 1.

Fur die Abbildung *: N ¥ N gelte > n 1 >~ n firallen£1.Danngilt > n £n
furalle n £1.

Beweisen sie die folgenden Identitaten.

X
a 2k 1 n?
k1
b sz nn 1 2n 1
k1 6
. Xk?’ nn 12
k1 4
q Ml lk ln
e k n!

Yok 1 1 2n

2k 22n n

k1
Man beweise die Lagrangesche Identitat

X 2 X 5 X 5 X 5
axbyk a by akby ajbk “:
k 1 k 1 k 1 1 k<l n

Sei 0<xk<1fur1l k n.Dann gilt

'l X
a. 1 xkx £1 Xk
k 1 k 1
'l X
b. 1 xk £1 Xk
k 1 k 1
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3 — Aufgaben

X X

c. Xk xt En?,
k1 k1
Beweisen sie die folgenden Ungleichungen.
X 1 pP—
a. P=—E£ n
k1 K
2n ! 4n
b.
n2 " n 1
> nt X
c. Kl<—< K.

k 1 k1
Die naturlichen Potenzen eines Elementes a eines beliebigen Kérpers K wurden rekur-
siv erklart durch a® “aund a” “a a" ! firn £1.Fira 0 und n £ 1 setzt man
ferner

Fur a;b 0 und m;n 2 Z gelten dann die Potenzgesetze

m n m

a"b" ab ™ a"a amm anm a™:

Jede nach unten beschrankte Teilmenge von Z besitzt ein minimales Element.
Eine Teilmenge von N ist beschrankt genau dann, wenn sie endlich ist.
Beweisen sie den Satz vom Minum und Maximum 13 fur Z.

Man zeige, dass A, N firalle n £1.

Beschreiben sie die im Beweis von Satz 19 beschriebene Bijektion explizit als Abbildung
N NIN;, min .,k m;n :
Geben sie auch die Umkehrabbildung an.

Ist die Menge Py N aller endlichen Teilmengen von N abzahlbar? Mit Begriindung
naturlich.

Die Vereinigung abzé&hlbar vieler endlicher Mengen ist abzahlbar.

Eine Menge von disjunkten, nichtentarteten Intervallen mit rationalen Endpunkten ist
abzahlbar.

Man zeige:
a. 0;1 und 0;1 sind gleichméchtig,
b. 0;1 und 0;1 sind gleichméchtig.

Dirichletsches Schubfachprinzip  Eine Abbildung *: A, T Ay mit m > n kann nicht
injektiv sein. — Man kann also nicht n 1 Socken auf n Schubladen verteilen, ohne
dass wenigstens eine Schublade zwei Socken enthalt.

Sei : An T A, eine Bijektion. Ist n ungerade, so ist QE 1 k Kk gerade.

Eine nichtleere Menge X ist genau dann abzahlbar, wenn es eine Surjektion von N
auf X gibt.

Fur jedes x 2 R gilt x supfr2Q:r <xg.
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3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

In jedem Intervall positiver Lange liegen unendlich viele rationale Zahlen.

Algebraische Zahlen Eine reelle Zahl r heil3t algebraisch, wenn sie Nullstelle eines
Polynoms mit ganzzahligen Koe [ziehten ist, wenn es also ganze Zahlen ap; ..;an, mit
an 0 gibt, sodass anr"” .. ar ag 0. Jede rationale Zahl r p=q ist zum
Beispiel algebraisch, denn qr p 0. Man zeige, dass die Menge aller algebraischen
Zahlen abzahlbar ist.

Transzendente Zahlen Jede nicht-algebraische reelle Zahl wird transzendent genannt.
Man zeige, dass jedes nichtentartete Intervall abzahlbar viele algebraische und tberab-
zahlbar viele transzendente Zahlen enthalt.

Beweis des Rekursionssatzes 1 a. Sind fy pg1 und gn ng1 zwei Folgen mit den
geforderten Eigenschaften, so fuhrt die Annahme

N™ n2N:f, gn :

mit dem Satz vom Minimum zu einem Widerspruch. Also ist die Folge f, ng1 eindeu-
tig.

b. Um ihre Existenz zu zeigen, beweist man zunachst per Induktion, dass zu jedem
n £ 1 eine Abbildung hy: A, T X existiert mit

hn 1 a;
hn k hg Kk ; 1 k<n;
hn n n1bhrO;..;hpn 1

c. Nun definiert man

fn " hn n; nk1l
und zeigt, dass diese Folge die Bedingungen des Rekursionssatzes erfullt. — Eine aus-
fuhrliche Fassung dieses Beweises findet sich in Amann-Escher, s.43.

Binetsche Darstellung der Fibonacchizahlen Fur die Folge fn ng1 der Fibonacchizah-
len 12 mache man den Ansatz

fn a”" b ™ n £ 0:

a. Man bestimme a und b aus den beiden Anfangswerten der Fibonacchifolge.
b. Man bestimme und aus der Rekursionsformel.
c. Man zeige damit die Binetsche Darstellung

n n

fn

mit den Zahlen des goldenen Schnitts

Fur die Fibonacchizahlen gilt

X
a. fk fn 2 l,
k 1
X
b. Blfk  fan.
k 1

3.28
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Kann man nur bis 3 zahlen, so ist fa;b;c;dg tUberabzahlbar.

Einem franzdsischem Mathematiker ist es endlich gelungen, die erste These der Juli-
Revolution - >Alle Menschen sind gleich« — mathematisch zu beweisen: Ist M eine Men-
ge mit endlich vielen Elementen, so ist a — b fur alle a;b 2 M, wobei ‘—’ fur die
politische Gleichheit steht.

Der Beweis erfolgt durch Induktion. Induktionsanfang: Hat M genau ein Element, so ist
die Aussage wohl richtig, denn jeder ist sich selbst gleich. Induktionsschluss: Die Aus-
sage sei richtig fur alle Mengen mit n Elementen, und es sei M eine Menge mit n 1
Elementen. Ist b irgendein Element in M und N M  fbg, so sind alle Elemente
von N nach Induktionsannahme >—. Bleibt noch b — c fir ein beliebiges ¢ 2 N zu
zeigen. Es sind aber b;c 2 N M  fdg fir irgendein weiteres Element d in M, nach
Induktionsvoraussetzung also auch b—c ...

Wo steckt der Fehler?

Peano-Axiome Die natlrlichen Zahlen bilden eine Menge N mit einem ausgezeichne-
ten Element e und einer Abbildung

NI N feg

mit den folgenden Eigenschaften:
(p-1) ist injektiv.
(P-2) Ist N N mite2N und N N,soist N N.
Fur diese Menge beweise man folgende Aussagen.
a. Die Abbildung st surjektiv.
b. Fur jedes n 2 N gibt es genau eine Abbildung *,: N ¥ N mit

Te ) “n 7t
c. Die Operation
N NIN;, n m “ham

ist assoziativ und kommutativ.

3.29
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Komplexe Zahlen

Wir haben bisher das Zahlengebaude
N Z Q R

beschrieben. Von >untenc< betrachtet, werden die ganzen Zahlen als Erweiterung
der naturlichen Zahlen eingefuhrt, um uneingeschrankt die Gleichung

m X n

innerhalb dieses Zahlensystems l6sen zu kénnen. Die rationalen Zahlen werden
eingefuhrt, um uneingeschrankt die Gleichung

mx n

fur m 0 I6sen zu kénnen. Die rationalen Zahlen werden zu dem angeordneten
Kérper der reellen Zahlen vervollstandigt, um unter anderem die quadratische

Gleichung
x?2 a

fur alle a £ 0 lésen zu kénnen.
Mehr ist allerdings auch nicht méglich! Denn in jedem angeordneten Kérper
gilt ja x? £ 0. Eine Gleichung wie

X2 1

ist dort unerfillbar. Trotzdem bleibt das Bedurfnis, auch diese Gleichung >irgend-
wie zu l8senc. Dies fuhrt zur Erweiterung der reellen Zahlen zu den komplexen
Zahlen, und damit zu einer weiteren Stufe des Zahlengebaudes

N Z Q R C

Dieser Erweiterungskorper C kann allerdings nicht mehr angeordnet sein.

4.1
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4.1
Voruberlegungen

Angenommen, es gibt irgendeinen grofReren Kérper K R mit einem gewis-
sen Element, nennen wir es einmal i, so dass

i2 1:
Dann ist jedenfalls i R. Ferner gehtren zu K auch alle Ausdrucke der Form
z7xX yi; Xy 2 R:

Dabei sind der Realteil <z " x und der Imaginarteil =z 7"y eindeutig durch z
bestimmt. Dennist x yi u Vi, soist

X u vV oy i

Wére v vy, so kdnnten wir diese Gleichung umformen zu
i X U,
v y’
Dann aber ware i eine reelle Zahl — ein Widerspruch. Also ist vy und damit
auch x u.

Setze jetzt

C7fz x yi2K:x;y2Rg:
FUr Summe und Produkt zweier Elemente z x yiundw u viin C gilt
dann notwendigerweise
z W X Yi u Vvi
X U y Vi
und
zwW X yi u vi
Xu xvi yui yvi?
Xu yv XV yu i:
Wir erhalten also wiederum Elemente von C.
Behauptung Mit diesen Operationen ist C ein Koérper.
fitth - Zum Beispiel sind Oc 0 Oi und 1¢ 1 O0i die Null und Eins in C.
Fir z Oc ist ferner

1 1 X y

z x yi x2 yZz x2 yz'

4.2 09.02.2022 — 15:04



42 — Konstruktion der komplexen Zahlen

wegen x> y? 0 ein wohldefiniertes Element in C. Durch Multiplikation mit z
verifiziert man, dass dies tatsachlich das multiplikativ Inverse zu z ist.

Sind also z und w in C,sosindesauchz w,zw, zundz !firz Oc.
Die Korperoperationen fuhren also nicht aus C heraus. Da die Kdrperaxiome

nach Voraussetzung in K gelten, gelten sie damit auch in C. iiiii

Gibt es also Uberhaupt einen Erweiterungskérper K von R mit der ge-
winschten Eigenschaft, so enthéalt dieser immer den Kérper C als Erweiterung
von R. Damit ist allerdings noch nichts Uber dessen Existenz gesagt. Wir kommen
nicht umhin, einen solchen Kdrper explizit zu konstruieren — wobei wir uns
naturlich von unseren Voruberlegungen leiten lassen.

4.2
Konstruktion der komplexen Zahlen

Sei K”R R T xjy :x;y 2 Rg. Wir definieren

Xy u;v X wy Vv,

Xy u;v XU YV;XV YU :

Dann verifiziert man:
() und  sind assoziativ und kommutativ.
(ii) Es gilt das Distributivgesetz.
(iii) Esist Ok 0;0 und 1k 1;0 .
(iv) Die inversen Elemente sind  Xx;y X; y und

1 L y
x2 y2' x2 y2

X,y ; Y Ok:
Das Ergebnis lautet somit:
Satz K; ; ist ein Korper.

Bemerkung Ganz dhnlich verfahrt man Ubrigens bei der Konstruktion der
ganzen aus den nattrlichen Zahlen, und der rationalen aus den ganzen Zahlen.
Statt >Zahlen< betrachtet man Zahlenpaare und definiert flr diese Operationen,
die die vertraute Addition und Multiplikation nachbilden. ~

Dieser Korper K erweitert R in folgendem Sinn. Die Abbildung
!:RYK;, x, 7 X X; 0

09.02.2022 — 15:04 4.3
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ist injektiv und vertauscht mit den Operationen: fur alle x;y 2 R gilt

X A

-y

Xy
Xy

X

Wir kdnnen deshalb R mit dem Unterkdrper * R R fO0g K identifizieren.
Setzen wir jetzt noch

17 1;0; i~ 0;1;
und schreiben im Folgenden wieder  statt und statt , so wird — und hier
verwenden wir einige Konzepte aus der linearen Algebra —

X,y X;0 Oy x1l vyi:

Mit anderen Worten: 1 und i sind Basisvektoren des zweidimensionalen reel-
len Vektorraumes K, und z x yi ist eine kompakte Schreibweise fur die
Linearkombination x1 vyi.

In diesem Korper gilt dann unter anderem

i’ 01 01 1:0 1:

Es ist also nichts Imaginares dabei, dass das Quadrat eines Korperelements das
additiv Inverse der Eins ergibt.

Von nun an schreiben wir fur diesen Kérper C und nennen ihn den Korper
der komplexen Zahlen.

4.3
Einige elementare Eigenschaften
Geometrisch stellt man die Menge
C fz x yi:x;¥y2Rg

als Punkte in der komplexen Ebene dar. Der Realteil x wird auf der Abszisse, der
Imaginarteil y auf der Ordinate abgetragen. Diese werden auch als die reelle und
imaginére Achse der komplexen Ebene bezeichnet.

Eine komplexe Zahl z heil3t reell, wenn ihr Imaginérteil verschwindet:

z2R a =z O
Als komplexe Konjugation bezeichnet man die Abbildung
. CIC; X yi X Vyi;

4.4



43 — Einige elementare Eigenschaften 89

Abb 1

Komplexe Ebene,
Konjugation und Betrag

die z auf die zu ihr komplex konjugierte Zahl z abbildet. Diese bezeichnet
man ublicherweise mit

z zZ:

Geometrisch handelt es sich um die Spiegelung der komplexen Ebene an der
reellen Achse.

Rechenregeln fur die komplexe Konjugation Fur komplexe Zahlen gilt:

(i) <z z 2 und =z ZZiZ,
(i) z2R & z z,
(iii) z z,

(IV) zZ1 22 Z1 2y und Z1Z2 Z1Zo,
(v) zz X2 y? mit x <z,y =z.

fitth (i) Mitz x yi ist zum Beispiel

i z Zz i X i X i =z:

2i 2i Y LA A
(i)  Mit (i) gilt

z2R a =z 0 az z 0 a z z
(v) Mitz x vyiist

zZ x yi x yi xX* yi? x* yZ

Bemerkung Wegen (iv) ist die komplexe Konjugation  ein Automorphis-
mus von C, also eine bijektive Abbildung, die mit den Korperoperationen ver-
tauscht:

4.5



90

4 — Komplexe Zahlen

Abb 2

Dreiecksungleichung in
der komplexen Ebene

Wegen (iii) ist dies auRerdem eine Involution: es gilt 2 id und damit auch
1 .

= Betrag

Den Betrag jxj einer reellen Zahl x haben wir mithilfe der Ordnung der
reellen Zahlen definiert. Eine solche Ordnung steht uns fir die komplexen Zahlen
nicht zur Verfuigung, denn sowohl i > 0 also auch i <0 fuhren sofort zu einem
Widerspruch 5214 . C ist also kein angeordneter Korper. Interpretieren wir jedoch
jXxj als Abstand des Punktes x zum Punkt O, so kdnnen wir dies zu einem Betrag
fur komplexe Zahlen verallgemeinern. p

Aufgrund des Satzes von Pythagoras ist x? y? der euklidische Abstand
des Punktes z x yi vom Nullpunkt in der komplexen Ebene. Andererseits ist

2 y? zZ ,.Fir jedes z 2 C definieren wir daher
g
jzic T zz X% y?

X

als den Betrag der komplexen Zahl z x yi.Ist z reell,also =z 0, so gilt
jzZic  x® j<zjr; =z O

Somit ist der komplexe Betrag eine Erweiterung des reellen Betrags, und wir

koénnen hierfur wieder einfach j j schreiben.

Rechenregeln fur den Betrag FuUr komplexe Zahlen gilt:
() j<zj jzj und j=zj jz],
(i) jzj£AO wund jzj Oaz O,
(i) jzj  jzj,
(iv) jzi*  zz,
(V) Jzwj  jzjjwj,
(vi) jz wj jzj Jjwj (Dreiecksungleichung). —
fitth (i) FOr z x yi ist zum Beispiel
p_ 4
j<zj jxj x? X% y?  jzj:

4.6



44 — Fundamentalsatz der Algebra

Aussagen (ii), (iii) und (iv) sind einfach. Gleichung (v) folgt aus
jzwj2 ZWZW ZZWW jzjzjwj2
und Wurzelziehen. Und fur (vi) haben wir
jz sz zZ W Z W
ZZ ZW WZ WWwW
izi? 2<zw  jwj?;
denn wz zw. Fir den mittleren Term gilt mit (i), (iii) und (v)
j<zwj jzwj jzjjwj jzjjwij:
Also erhalten wir

iz wi® jzi® 2jzijwj  jwi®  jzj jwj %

4.4
Fundamentalsatz der Algebra

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war, eine Lésung von x2 1

konstruieren. Tatsachlich haben wir viel mehr erreicht. Im Kérper der komplexen
Zahlen besitzt jedes Polynom eine Nullstelle. Polynome sind die einfachsten

Funktionen, die sich Ubrigens in jedem Kd&rper definieren lassen.

Definition Ein Ausdruck der Gestalt
X

akZ
k 0

kK apz" a1z ap

mit Koe [ziehten ap;..;an 2 C und an 0 heilRt (komplexes) Polynom vom
Grad n. Das Polynom heif3t reell, wenn alle Koe [ziehten reell sind. Es heif3t

normiert, falls an, 1.

2 Beispiel a. Eine Konstante ap 0 ist ein Polynom vom Grad O.

b. Eine lineare Funktion mx b mit m O ist ein Polynom vom Grad 1.

c. X2 px q istein normiertes quadratisches Polynom.

d. Die Konstante O ist streng genommen kein Polynom. Es wird sich jedoch
als sinnvoll erweisen, dies als Nullpolynom zu definieren und ihm den Grad 1

zuzuweisen. 7/

4.7
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Ein Polynom auf C definiert eine Funktion C ¥ C. Umgekehrt sind durch
diese Funktion auch die Koe [Ziehten des Polynoms eindeutig bestimmt. Dies ist
Methode des Koe [ziehtenvergleichs. In endlichen Kérpern gilt der folgende Satz
Ubrigens nicht g.10!

Methode des Koe [ziehtenvergleichs Zwei Polynome auf R oder C sind als
Funktionen gleich genau dann, wenn ihre entsprechenden Koe [ziehten
gleich sind.

Ein Punkt a 2 C heifl3t Nullstelle eines Polynoms p, falls
pa 0:

Die einfachsten Falle sind uns vertraut. Jede lineare Gleichung mx b 0
mit m O besitzt genau eine Nullstelle xq b=m. Fur die Nullstellen der
quadratischen Gleichung

2

X px g O
lernt man - ho [endtlich — die Mitternachtsformel
1 qzi
X = 4
> p P q

Diese sind reell und verschieden fur p2 > 4q, reell und doppelt fur p2 4q, und
komplex konjugiert fir p? < 4q.

Ahnliche, allerdings wesentlich kompliziertere und fiir praktische Zwecke
kaum brauchbare Formeln gibt es fur kubische und biquadratische Gleichungen.
Fur polynomiale Gleichungen ab dem Grad 5 kann man jedoch beweisen, dass es
solche algebraische Formeln nicht gibt — dies ist ein Resultat der Galois-Theorie.

Umso wichtiger ist es daher zu wissen, dass jedes Polynom Uberhaupt eine
Nullstelle besitzt. Dies leistet der

Fundamentalsatz der Algebra Jedes nicht-konstante komplexe Polynom
besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Fur diesen wichtigen Satz gibt es verschiedene Beweise. Den Standardbeweis
werden wir im Rahmen der Funktionentheorie kennenlernen!. Im Reellen gilt
dieser Satz dagegen nicht, denn x? 1 hat keine reelle Nullstelle.

Akzeptieren wir den Fundamentalsatz fur den Augenblick, so kdnnen wir
sofort noch mehr aussagen.

1 Dies ist die Theorie der komplexen di [erknzierbaren Funktionen, nicht der allgemeinen reellen
Funktionen. Diese Bezeichnung hat historische Grunde.

4.8



44 — Fundamentalsatz der Algebra

Satz Ist a eine Nullstelle des normierten Polynoms p vom Grad n £ 1, so ist
pz z aqz
mit einem eindeutigen normierten Polynom q vom Grad n 1. —
fitth  Wir zeigen zuerst, dass fur jedes beliebige a die Gleichung
pz z aqz ¢

mit einem normierten Polynom und einem gewissen c erfullt werden kann. Mit
pz z

ist dies dquivalentmitp z aq z zq z c,oder

>t K X
ax abg z bk 1z
k 0 k1

k¢

Durch Koe [ziehtenvergleich folgt
bn 1 1
bk 1 ax aby; 1 k n 1;
c ag abg:

Somit sind die Koe [ziehten b, 1;..;bp;c eindeutig bestimmt. Ist nun a eine
Nullstelle von p, so ist notwendigerweise ¢ 0, und es folgt die Behauptung. iiiii

Ist also a eine Nullstelle eines Polynoms p vom Grad n gefunden, so ist

pz

V4
q Z a

ein wohldefiniertes Polynom vom Grad n 1, welches man durch Polynomdivision
bestimmt.

z Beispiel Das Polynom z3 2z? 11z 6 hat bei 2 eine Nullstelle. Poly-
nomdivision ergibt

28 2722 11z 9 :z 2 z2 4z 3

28 2z°
4z%2 11z 6
47> 8z
3z 6
3z 6:

4.9
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Ist das Polynom g nicht konstant, so kann man wiederum den Fundamen-
talsatz anwenden. Nach n  grad p Schritten gelangt man somit zu folgendem
Ergebnis.

Satz  Zu jedem normierten komplexen Polynom p vom Grad n existieren
eindeutig bestimmmte komplexe Zahlen z;1;..;z,, so dass
h'd
pz Z Zk:
k 1
Diese z; sind o [edsichtlich samtliche Nullstellen von p. Dabei kann eine
Nullstelle mehrfach auftreten, sogar maximal n mal. Erscheint sie A 1 mal, so
spricht man von einer -fachen Nullstelle. Sind also z;;..;z, die verschiedenen

Nullstellen von p mit Vielfachheiten 1;..; , so gilt
Y X
pz z zi ' i on:
i1 i1

Aulerdem ist

~ Pz .
iz R EE— 1 1 r;
ai z zi i
ein Polynom vom Grad n i mit g;i z; 0.

Korollar  Ein Polynom vom Grad n hat héchstens n verschiedene Nullstellen.
Stimmen zwei Polynome vom Grad n oder kleiner an n 1 verschiedenen
Stellen Uberein, so sind sie gleich.

fitth  Ein beliebiges nicht-normiertes Polynom vom Grad n hat die Gestalt
pz anz Z1 - Z Zn:

Gilt p zo 0 fir ein zg verschieden von zi;..;zn, so sind alle z-Faktoren
ungleich Null, und somit notwendigerweise a, 0. Stimmen zwei Polynome vom
Grad n oder kleiner an n 1 Stellen Uberein, so ist deren Di Lerenz ein Polynom

vom Grad n oder kleiner mit n 1 Nullstellen. Also ist es das Nullpolynom. iiiii

Ein Polynom vom Grad n ist also nicht nur durch seine n 1 Koe [Zieh-
ten eindeutig bestimmt, sondern auch durch seine Werte an n 1 beliebigen
verschiedenen Punkten. Umgekehrt kbnnen n 1 Punkte in der kartesischen
Zeichenebene mit unterschiedlichen Abszissen immer durch ein eindeutiges
Interpolationspolynom vom Grad n oder kleiner interpoliert werden:

Satz  Zu n 1 verschiedenen komplexen Stutzstellen ap;..;anp und n 1
beliebigen Werten co; ..;cn gibt es genau ein Polynom p mit gradp n

4.10
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und
p ai Ci; O i n

fith  Zu n 1 verschiedenen Stitzstellen definiert man die entsprechende
Anzahl von Lagrangepolynomen
Y 2 a
K Z — 0 k n:
i K3 &
Da die a; paarweise verschieden sind, sind dies wohldefinierte Polynome von

Grad n mit der Eigenschaft, dass
8
<1 k|

k a ki -
-0; k |1

Aus diesen >Basispolynomen< kombinieren wir nun das gesuchte Polynom mit
beliebigen Werten an den Stutzstellen als

X
p Ck k-
k 0
Dann gilt:
X X
pa Ck k & bk ki ¢ 0O | n: i
k 0 k 0

4.11
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Aufgaben

Sei ST fz2C:jzj 1g.Welche Aussagen sind wahr?

a. Die komplexe Multiplikation ist eine Operation auf S.
b. Furz2Sistz ?! z.

c. Furz2Sistz ! z.

d. Die Gleichung z* 1 hatin S genau zwei Lésungen.

Bestimmen sie zu den folgenden komplexen Zahlen die komplex Konjugierten, die Be-
trage, die multiplikativ Inversen, sowie alle méglichen Produkte und Quotienten. Stellen
sie die Ergebnisse immer in der Form u vi dar.

a 3 2i
b. 2 4i
C. i
d 1 i
Bringen sie die folgenden komplexen Zahlen in die Form u vi.
a 1 i

1 i

2 3i

b. 3 4i
c. 2 3i?3

X
d. i"

n1
Firz2Cund 2Rgilt = z =z.

Man beweise die umgekehrte Dreiecksungleichung
iz Wik jzj jwj
und die Parallelogrammgleichung
jz wj? jz wji® 2jzj® 2jwj?:
Skizzieren sie die folgenden Mengen in der komplexen Ebene.
a z2C:1<jz 1 ij<2
b. z2C:jz 1) jz 1j
C. z2C:<z? 1
d z2C:jz 1j jz 1j r?
Zeigen sie, dass es in C nur die Kérperautomorphismen z , z und z , Z gibt. Hinweis:
Ist  ein solcher Automorphismus, so betrachte man i .
Hauptteil der Wurzel Zu jedem z 2 C 1;0 gibtesgenauein w 2 C mit

2

w z; <w > 0:

uUnd zwar ist
s s
jzj <z . jzj <z
w i ; sgn =z :
2 2 9

4.12
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Beweisen sie den Satz Uber den Koe [ziehtenvergleich 3.

Konstruieren Sie auf F, ein Nullpolynom mit nicht-verschwindenden Koe [ziehten.

4.13
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Folgen

Eine Folge in einer beliebigen Menge X ist eine Funktion
f: NIX;
die man Ublicherweise durch Aufzahlung ihrer Funktionswerte in der Form

f1;f2;13; .. fn nEL fan L}

angibt. Man spricht von Zahlenfolgen, wenn f eine Abbildung nach R oder C ist
und alle Folgenglieder demzufolge reelle oder komplexe Zahlen sind.

An einer Zahlenfolge interessiert uns vor allem ihr asymptotisches Verhalten
— also wie sie sich verhalt, wenn der Folgenindex gegen Unendlich strebt. Gibt es
zum Beispiel einen Punkt, dem sich die Folge >immer weiter annéhert< und den
man als ihren Grenzwert bezeichnen kénnte?

Die reelle Folge

1
N ngk1l

11 1
Lioigia—=ie
2 3 n
beispielsweise scheint gegen 0 zu streben, denn die Folgenglieder sind positiv,

werden aber immer kleiner. Dagegen hat die reelle Folge
1" nk 1;1; 1;1; 1:..

wohl keinen Grenzwert, da sie standig zwischen 1 und 1 wechselt.

Der Begri [Cdes Grenzwertes ist von fundamentaler Bedeutung fur die ge-
samte Analysis. Er prazisiert die intuitive Vorstellung, dass eine Folge einem
bestimmten Punkt >beliebig nahe kommt<«. Auf ihm basieren die Konzepte der
Stetigkeit sowie der Di [erknziation und Integration.

51
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5.1
Grenzwerte reeller Folgen

Wir betrachten zunéachst reelle Folgen, also Folgen reeller Zahlen. Von zen-
traler Bedeutung ist der Begri C_der konvergenten Folge und ihres Grenzwertes.

Definition Eine Folge ap ng1 reeller Zahlen heildt konvergent, wenn es eine
reelle Zahl a gibt, so dass zu jedem " > 0 ein N £ 1 existiert mit der
Eigenschaft, dass

jan aj<"; n &£ N:
Diese Zahl a heif3t der Grenzwert der Folge, geschrieben

r!i!nl an a;
und man sagt, an, konvergiert gegen a fur n gegen Unendlich.
Andere Schreibweisen hierfur sind

an ¥ a; nt1;

oder auch nur kurz a, ! a oder lima, a.

Die in der Definition geforderte Eigenschaft wird als ""-N-Test bezeichnet. Zu
jeder Fehlerschranke "™ > 0 muss es eine Indexschranke N £ 1 geben, jenseits
derer alle Folgenglieder einen Abstand kleiner als " von a haben:

nEN D) ja, aj<™

Umgekehrt bedeuet dies, dass hiéchstens endlich viele Folgenglieder einen Abstand
groRRer oder gleich " von a haben, und zwar allenfalls a;;..;an 1-

Im "-N-Test hangt die Schranke N im Allgemeinen von " ab, weshalb man
auch oft N " schreibt. Es ist aber nicht erforderlich, diese Abhéngigkeit explizit
anzugeben, oder das bestmégliche N zu suchen. Es genugt zu zeigen, dass es
fir jedes " > 0 ein solches N " gibt.

Im "-N-Test kommt es auch auf grof3e " nicht an. Es genugt, hinreichend
kleine " zu betrachten. Gilt der "-N-Test fur alle 0 <™ < "g mit irgendeinem
"0 >0, so gilt er auch fur alle " > 0.

Bei Konvergenzfragen kommt es auch nicht auf die ersten Folgenglieder an.
Es spielt keine Rolle, ob die Indizierung einer Folge bei 0, 1, oder irgend einer
anderen naturlichen Zahl beginnt. Daher kann man auf eine explizite Angabe im
Allgemeinen verzichten, wenn es nur um den Grenzwert geht.

Schliel3lich spielt es im "-N-Test keine Rolle, ob man ja, aj < " oder
jan aj ",oderob man n/Z£N oder n> N fordert. Alle méglichen Formulie-
rungen sind aquivalent.

52 09.02.2022 — 15:04



51 — Grenzwerte reeller Folgen 101

Abb 1

"-N-Test

2 Triviales Beispiel Jede konstante reelle Folge a ng1 ist konvergent mit
Grenzwert a. — Hieristalso a, afurallen£1. 7

L . .1
2z Beispiel Esgqilt lim— 0. 7/
ntl n

fitth  Zu jedem " > 0 existiert nach dem Prinzip des Archimedes 37 eine
naturliche Zahl N > 1="_. Mit 1=N <" gilt dann fur alle n £ N ebenfalls

1 1
0o<= =< n £ N:
n N
Somit gilt auch
1
— 0 1<"; n £ N:
n n

= Eindeutigkeit und Beschranktheit

Die Definition des Grenzwertes suggeriert, dass eine konvergente Folge nur
einen Grenzwert haben kann. Auch wenn dies o [edsichtlich erscheint, erfordert
es einen Beweis.

Eindeutigkeitssatz Der Grenzwert einer konvergenten reellen Folge ist ein-
deutig bestimmt.

fitth  Angenommen, an hat zwei verschiedene Grenzwerte & und &. Dann
ist" 7ja &j>0.Zu "=2 existierenein N £1 und N £ 1, so dass
jan & <"=2; nEN;
jan @ <"=2; nE N:
Mit irgendeinem N £ max N;N folgt hieraus mit der Dreiecksungleichung
ja a8 ja anj jan a@j<"=2 "=2 ™

Dies ist ein Widerspruch zu " ja 4aj. iiiii
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Beschranktheitssatz Eine konvergente reelle Folge ist beschrankt. Das heif3t,
es gibt ein reelle Zahl M £ 0, so dass japj M fur alle n.

Mit anderen Worten, eine reelle Folge an ng1 ist beschrankt, wenn die
Menge ihrer Folgenglieder fa, : n £ 1g beschrankt in R ist.

fitth Ist an konvergent mit Grenzwert a, so gibt es zum Beispiel zu " 1
ein N £ 1, so dass

jan aj<1; n £ N:
Also gilt mit der Dreiecksungleichung auch
janj Jan 3 jaj<jaj 1L n & N:
Wahlen wir jetzt
M maxfjaij;..;jan 1j;jal  19;
so gilt janj M fir alle n. Somit ist die Folge an beschrankt. iiiii

Definition Eine Folge, die nicht konvergiert, hei3t divergent.

z Beispiele a. Die reelle Folge 1" g1 istdivergent.
b. Jede unbeschréankte Folge ist divergent 3.
c. Jede Abzahlung von Q\ 0;1 istdivergentgs. 7/

Die Beispiele zeigen insbesondere, dass aus der Beschranktheit einer Folge
allein nicht deren Konvergenz folgt. Wir werden jedoch bald sehen, dass jede
beschrénkte monotone Folge konvergiert, und dass jede beschréankte Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt.

52
Grenzwertsatze

Um Folgen auf Konvergenz zu untersuchen, verwendet man den "-N-Test
eher selten. Meistens greift man auf bereits bekannte Grenzwerte zurtck und
wendet Grenzwertsatze an. Dabei ist es bequem, den Begri [C_der konvergenten
Folge auf den Begri [Cder Nullfolge zuriickzufuhren. Dies sind konvergente Folge
mit Grenzwert O.

Notiz Eine reelle Folge ap ist konvergent mit Grenzwert a genau dann,
wenn an, a eine Nullfolge bildet. —
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fitth  Gilt ap ¥ a, so existiert zu jedem " >0 ein N £ 1 so, dass
Jan aj<"y n /£ N:
Dies ist aber aquivalent mit
jan a 0j<" nkN;

also zu der Aussage, dass a, a gegen O konvergiert. iiiii

Majorantenkriterium Gilt jan, aj jbpj fur alle n mit einer Nullfolge b, ,
so ist die Folge a, konvergent mit Grenzwert a.

fitth  Nach Voraussetzung existiert zu jedem " >0 ein N £ 1, so dass

jonj <", n /&£ N:

Alsoist jay, aj jbpj <" furalle n £ N. Somit konvergiert a, gegen a. iiiii

2
1. Denn

2z Beispiel Es gilt r!'l”i n2

n? 1 1 1
n2 1 n2 1 n’

und die rechte Seite bildet eine Nullfolge 1. 7

Nullfolgen haben die nutzliche Eigenschaft, srobust< zu sein. Multiplizieren
wir sie gliedweise mit einer Folge, von der wir nur wissen, dass sie beschrankt ist,
so erhalten wir trotzdem wieder eine Nullfolge.

Nullfolgensatz Sei an eine Nullfolge. Ist b, eine Nullfolge, so ist auch
an bn eine Nullfolge. Ist b, nur eine beschrénkte Folge, so ist anbp
immer noch eine Nullfolge. —

fith Seien an, und b, Nullfolgen. Zu jedem " > 0 existiert dann ein

N £ 1, so dass
janj <"=2; jbnj<"=2; nAN:
Dann gilt aber auch
Jjan bnj janj jbpj<t=2 "=2 " n/&EN:

Da fur jedes " > 0 ein solches N existiert, bildet auch a, b, eine Nullfolge.
Sei nun an eine Nullfolge und b, eine beschrankte Folge. Dann existiert
ein M > 0, so dass

jbnj M

55
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fur alle n. Zu jedem " > 0O existiert dann ein N, so dass

janj<m; n /A N:

Dann aber gilt

janbnj janjjbnj<M M n £ N:

Da fir jedes " > 0 ein solches N existiert, bildet auch apb,, eine Nullfolge. iiiii

z Beispiele a. Ist by, eine beliebige beschrankte Folge, so ist bp=n eine
Nullfolge:

IimE 0:
n!l N

b. Das Produkt der Nullfolge 1=n mit der unbeschrankten Folge n? ist

die unbeschrankte Folge n und damit divergent. Auf die Beschranktheit der
Folge b, kann im Nullfolgensatz also nicht verzichtet werden. 7

= Grenzwertgleichungen

Es folgen die klassischen Grenzwertsatze fir Summe, Produkt und Quotient
konvergenter Folgen.

Satz  Sind die reellen Folgen a, und b, konvergent mit a, ' a und
bn ! b, so konvergieren auch janj , an bn, und apb, , und es gilt

Jjanj ¥ jaj; an bn 'a b; anbn T ab:
Ist auBerdem b 0, so existiert an=b, fir alle hinreichend groRen n, und
an=bn Y a=b:
fitth  Betrag: Aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung 25 gilt
janj jaj  jan aj:
Da die rechte Seite eine Nullfolge bildet, folgt die Behauptung s .
Summe: Da a, a und b, b Nullfolgen bilden, gilt dies auch fur

deren Summe a, by a b . Das entspricht der Behauptung.
Produkt: Es ist

anb, ab an a bn b, b a:

Nach Voraussetzung sind a, a und b, b Nullfolgen, und nach dem
Beschranktheitssatz 3 ist b, beschrankt. Also sind aufgrund des Nullfolgen-
satzesg auch a, a b, und b, b a Nullfolgen. Mit dem eben Bewiesenen

5.6
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ist auch deren Summe eine Nullfolge, und damit auch apb, ab . Also gilt
anbn T ab.

Quotient: Aufgrund der eben bewiesenen Produktregel geniigt es zu zeigen,
dass 1=b, ¥ 1=b. Nach Voraussetzung ist b 0 und damit " jbj=2 > 0. Dazu
existiert ein N £ 1, so dass

jbn bj<™; n £ N:
Dann aber ist
jonj £jbj "™ 2" " ™ n £ N:

Somit ist 1=bp, ngn beschranktl. Schreiben wir jetzt
1 1 b by,

bn b  bpb ’

so ist die rechte Seite das Produkt einer Nullfolge mit einer beschrankten Folge,

Fur konvergente Folgen a, und by, gilt somit
lima, bnp liman limbn

fur 2 f ; ;:g, im Fall der Division allerdings nur, wenn limb, 0. Man sagt,
die Grenzwertbildung vertauscht mit den arithmetischen Operationen. Spéater
werden wir dies als die Stetigkeit dieser Operationen auf R interpretieren.

a. Bevor man Grenzwertgleichungen anwenden kann, sind oft
Umformungen nétig, um konvergente Folgen zu erhalten. Ein typisches Beispiel
sind Quotienten, deren Z&hler und Nenner fur sich betrachtet divergieren. So gilt
2
LB LU nZzn 3 % % T

b. Allgemein klirzt man rationale Ausdriicke durch die hdchste Potenz, die

in Zahler und Nenner auftritt:

n 1=n

n2 2n 3 1 2=n 3=n2

RO

0;

und
n 1 n 3 1 1=n> 1 3=n 11 1
2n 13 2 1=n?® 28 8

1 Daes auf die ersten Folgenglieder nicht ankommt, fordern wir nicht explizit, dass alle b, von Null
verschieden sind.
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= Grenzwertungleichungen

Mindestens ebenso wichtig wie Gleichungen fur Grenzwerte sind Unglei-
chungen. Das nachste Lemma bildet hierfur die Grundlage.

Lemma Sei apn eine konvergente reelle Folge und b eine reelle Zahl. Gilt fir
jedes " = 0 die Ungleichung
an, b "
fur unendlich viele n, so ist

lima, b:

fith Sei a lima,. Ware a>b,sogdbeesein">0mita "Ab ",und
dazuein N £1 mit ja, aj<" furalle n £ N. Insbesondere gilt dann

an>a "Eb ' n £ N:
Dann aber gilt a5, b " nicht mehr fur unendlich viele n — ein Widerspruch.
Alsoist a b. iiiii
Bemerkung Typischerweise gilt a, b " fur alle n £ N mit einem

hinreichend groRen N. Aber dies wird im Beweis nicht benétigt.

Grenzwertungleichung Die reellen Folgen a, und b, seien konvergent.
Gilt a, by fur unendlich viele n, so gilt auch

lima, limbgu:

fith  Sei b limbp. Zu jedem " > 0 existiertein N £ 1, sodass jb, bj<"
fur n £ N. Insbesondere gilt dann b, <b " fur alle n £ N. Folglich gibt es
unendlich viele n mit der Eigenschaft, dass

an bp<b ™
Mit dem vorangehenden Lemma folgt daraus lima, b limby. iiii

Achtung: Selbst wenn a, < by fur alle n gelten sollte, folgt daraus nicht,
dass die strikte Ungleichung auch fiur die Grenzwerte gilt. FUr a, 1=n und
b, 1=n gilt o Censichtlich

an < bp; nk1l,
aber
lima, 0 Ilimbp:

Strikte Ungleichungen uUberleben einen Grenzibergang im Allgemeinen nicht, und
Grenzwertungleichungen schlieRen immer auch den Fall der Gleichheit ein.

5.8
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53
Einige wichtige Grenzwerte

Lemma Fur jede reelle Zahl g mit jgj <1 gilt rI]ilrr_JLqn 0. —

fith  Der Fall g O ist trivial. Sei also 0 < jqj < 1. Dann ist

1
1 -

mit einer reellen Zahl " > 0. Aufgrund der Bernoullischen Ungleichung 33 ist

jaj

1 ""E1 nv n/&E1:

Damit erhalten wir

1 1 1
1 "n 1 n" nv

n:

ja"i  jaj”

Da auf der rechten Seite eine Nullfolge steht, bildet aufgrund des Majorantenkri-

Lemma Fur jede reelle Zahl g mit jgj <1 und jedes p 2 Z gilt
: pAN .
rI}l!rrln q 0:

Somit dominiert g" jede Potenz von n, wenn jgj < 1.

fitth  Sei q 0, und betrachte an NP jgj". Fur festes p folgt aus den

Grenzwertsatzen 7

n 1P 1P 1 P
lim Iim 1 — Iim 1 — 1:
ntl n ntl n ntl n
Also gilt auch
. an1 . n 1P )
ne, Mmoo Jaist

Wahlen wir eine beliebige reelle Zahl r mit jgj <r <1, sogibtesalsoein N £1
mit der Eigenschaft, dass
an 1
an

<r<1; n &£ N:
Also ist 0 <ap 1 <rap furalle n £ N. Induktiv folgt daraus
O<an n<r"ay; n £ O0:

Hier bildet r" aufgrund des letzten Lemmas 19 eine Nullfolge. Also 5 bildet

auch ap eine Nullfolge. Das ergibt die Behauptung. iiiii

5.9
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Lemma FuUr jede reelle Zahl a gilt
lim —
ntl nl!

Die Fakultat wachst somit schneller als jede Potenz.

fitth  Fixiere irgendein r mit O <r < 1. Dann gibt es ein N £ 1, so dass
— n /£ N:

Fur alle n £N gilt dann

n

ja” Yijai Yia Y jaj v

iaiN iaiN .n N.
ni K K K Jjaj r jajyr .

k 1 k1 k N 1 k N 1

o<

Im néachsten Lemma antizipieren wir die Existenz und Monotonie der n-ten
Wurzelfunktion auf den positiven reellen Zahlen 7 15.

Lemma Es gilt

pﬁ 1.

lim
ntl

1
fitth  Sei " > 0. Dannist 0 < 1 - < 1, und daher 1;

<1; n &£ N:

Dies ist aquivalent mit n< 1 " ", oder

'Pﬁ <1 ™ n £ N:
Da andererseits auch 1 pﬁ fur alle n £ 1, folgt hieraus
jpﬁ 1j<"; n A& N:

Da fur jedes " = 0 ein solches N existiert, folgt die Behauptung. iiiii

5.10
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54
Existenzsatze

Bisher gingen wir davon aus, dass wir den Grenzwert einer konvergenten
Folge kennen - schlie3lich spielt dieser eine zentrale Rolle in der Definition ihrer
Konvergenz. Tatsachlich sieht man jedoch vielen konvergenten Folgen nicht an,
welchen Grenzwert sie haben. So ist die Folge der reellen Zahlen

X1 1 1 1

en - = .. =
kok! 1! 2! n!

konvergent 15, auch wenn wir ihren Grenzwert nicht kennen.

Es stellt sich deshalb die Frage, ob man nur durch Betrachten einer Folge
selbst auf deren Konvergenz und die Existenz eines Grenzwertes schlielRen kann.
Am einfachsten ist diese Frage flir monotone Folgen zu beantworten.

= Monotone Folgen
Definition Eine reelle Folge a, heil3st monoton steigend, falls
an an 1
fur alle n gilt. Sie hei3t streng monoton steigend, falls sogar
an <an 1

fur alle n gilt. Analog sind monoton fallend und streng monoton fallend
definiert. Schlie3lich heif3t eine Folge (streng) monoton, wenn sie (streng)
monoton steigt oder fallt.

Konvergiert eine Folge a, monoton gegen ihren Grenzwert a, so schreibt
man auch genauer a, % a fir monoton steigende und a, & a fur monoton
fallende Folgen.

14 Satz von der monotonen Konvergenz Eine monotone Folge a, ist konver-
gent genau dann, wenn sie beschrankt ist. In diesem Fall gilt

lima, supfa,: n2Ng

fur monoton steigende Folgen. FuUr monoton fallende Folgen gilt entspre-
chend lima, inffa,:n2Ng. —

fith ) Jede konvergente Folge ist beschrankt 3.
( Seiumgekehrt etwa a, monoton steigend und beschrénkt. Dann ist
die Menge A fap, :n 2 Ng beschrankt, und es existiert die reelle Zahl

a SupA<1l:

5.11
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Aufgrund des Approximationssatzes g existiert zu jedem " > 0 ein Element
an 2 A mita " <ay a.Aufgrund der Monotonie der Folge a, und der
Definition von a als obere Schranke aller a,, gilt dann auch

a "<ay an a; n &£ N:
Das aber bedeutet, dass
jan aj<"y n /£ N:

Da " > 0 beliebig war, gilt also lima, a supA. iiiii

Bemerkung Die Existenz des Grenzwertes folgt somit aus der Existenz
eines Supremums, und damit aus der Vollstandigkeit der reellen Zahlen. Im
Koérper Q gilt der Satz nicht 55. ~

z Beispiel Die Folge der Summen

o X1 , L1 1
n T a1 A A . —
K o k! 1 2 123 n!
ist o Cedsichtlich streng monoton steigend. Aul3erdem ist zum Beispiel
1 1

Somit gilt mit q 1=2 310

X1 X 1 19 1
k 1
klk! K12 1 q 1 q

en 1

Die Folge ist also beschrankt, und es existiert die Eulersche Zahl
X1 X3

r!!l k! ‘kok!’

wobei e 3 aufgrund unserer groben Abschatzung. 7/

= Teilfolgen

Nicht jede reelle Folge ist monoton. Man kann aber immer eine monotone
Teilfolge auswéahlen, indem man nur einen Teil der Folgenglieder betrachtet und
die Ubrigen ignoriert.

Definition Ist ap n eine Folge in einer Menge X und ng g eine streng monoton
steigende Folge naturlicher Zahlen, so heif3t

ang g an,;any; .-

eine Teilfolge von ap . Die Folge nk g selbst heil3t eine Auswabhlfolge.

5.12



16

54 — Existenzsatze 111

Eine Teilfolge ist also die Komposition einer Folge a: N ¥ X mit einer
streng monoton steigenden Folge ” : N ¥ N, also die Folge

a a- n ngl a-jip;a- 2;.. .

a. 1=n? und 2 " sind Teilfolgen von 1=n .
b. Die Folge 0;1;0;2;0;3;0;.. besitzt unter anderem die beiden Teilfol-
gen 0;0;0;.. und 1;2;3;.. .
c. Die Folge 1" besitzt die beiden Teilfolgen
1:1;.. ; 1, 1;..;
und noch viele andere, zum Beispiel 1< oder 1K

d. Jede Folge besitzt Ubrigens tberabzahlbar viele Teilfolgen 521 .

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist o [Cedsichtlich ebenfalls konver-
gent mit demselben Grenzwert. Interessanter ist die Frage, ob jede Folge eine kon-
vergente Teilfolge besitzt. Die Antwort gibt der Satz von Bolzano-Weierstral 17,
der auf folgender Beobachtung basiert.

Lemma Jede reelle Folge a, enthalt eine monotone Teilfolge. —
fitth  Betrachte die Menge

A n2N:a, £ay furallem £n

Ist A unendlich, so bildet eine streng monotone Abz&ahlung von A eine Auswahl-
folge nk mit der Eigenschaft, dass

an, £ an, ,:

Also ist an, monoton fallend. Ist dagegen A endlich, so ist supA < 1., und das
gilt auch, wenn A leer ist. Zu jedem n > sup A existiert dann ein m > n mit

an < am;

denn andernfalls ware n 2 A. Auf diese Weise kdnnen wir induktiv eine Auswahl-
folge nk konstruieren, so dass
an, < an ;-

Wir erhalten somit eine streng monoton steigende Teilfolge ap, . iiiii

Bemerkung Der Satz behauptet nicht, dass man immer je eine monoton
fallende und eine steigende Teilfolge auswéhlen kann. Ist zum Beispiel die Aus-
gangsfolge monoton steigend, so ist auch jede Teilfolge monoton steigend.

5.13
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Satz von Bolzano-Weierstral3 Jede beschrankte reelle Folge besitzt eine
konvergente Teilfolge.

fitth  Mit dem vorangehenden Lemma kdnnen wir aus jeder Folge eine mono-
tone Teilfolge auswahlen. Diese ist beschrankt, wenn die Originalfolge beschrankt

2 Beispiele a. 1 " besitzt unter anderem die konvergenten Teilfolgen
1;1;.. und 1; 1;.. .

b. Jede Abz&hlung der rationalen Zahlen im Intervall 0;1 besitzt eine
konvergente Teilfolge. Es gibt sogar zu jeder reellen Zahl x 2 0;1 eine Teilfolge,
die gegen x konvergiert.

c. Die monotone Folge 1;2;3;.. besitzt keine konvergente Teilfolge. Sie
ist aber auch nicht beschrankt. 7

= Cauchyfolgen

Wann aber ist eine beschrankte Folge auch ohne Auswahl einer Teilfolge
konvergent? Moit anderen Worten, wann kann man von der Konvergenz einer
Teilfolge auf die Konvergenz der gesamten Folge schlieRen? Die Untersuchung
dieser Frage fuhrt zum Begri [Cder Cauchyfolge.

Definition Eine reelle Folge a, heil3t Cauchyfolge, wenn es zu jedem " > 0
ein N £ 1 gibt, so dass

jJam anj<"; m;n £ N:

In einer Cauchyfolge wird der Abstand aller Folgenglieder untereinander
also beliebig klein, wenn deren Indizes nur grof3 genug sind.

2 Beispiele a. 1 " bildet keine Cauchyfolge, denn
j oint 1" 2 nA&1:
b. Fdr die Summen e, von Beispiel 15 gilt furalle m An £ 1

X i X 1 1

| k 1 n1:
knlk' knl2 2

jem enj
Da dies fur alle m £ n gilt und die rechte Seite eine Nullfolge in n bildet, ist ep
eine Cauchyfolge. 7

Weitere Beispiele fur Cauchyfolgen sind an dieser Stelle nicht nétig. Denn es
gilt ganz allgemein:

Satz Jede konvergente reelle Folge ist eine Cauchyfolge.

5.14
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fitth  Sei an konvergent mit Grenzwert a. Dann existiert zu jedem " >0
ein N £ 1, so dass

jJan aj<"=2; n £ N:
Fuar alle m;n £ N gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
Jam anj jam aj ja anj<™

Somit bildet a, eine Cauchyfolge. iiiii

Bemerkung Es reicht nicht, nur die Abstdnde ja, 1 apj zu betrachten.

So bilden die Summen
w ¥La it d
k1
eine streng monoton steigende Folge, und es gilt
1 10
n 1
Trotzdem ist diese Folge divergent g 4.

jhn 1 hnj

Uns interessiert naturlich vor allem die Frage, ob auch umgekehrt eine
Cauchyfolge immer konvergiert. Dazu zundchst zwei Teilergebnisse.

Lemma 1l Jede Cauchyfolge ist beschréankt.

fitth  Dies wird genauso bewiesen wie der Beschranktheitssatz 3. Nur wahlt

Lemma 2 Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist auch die
Gesamtfolge konvergent, und die Grenzwerte stimmen Uberein.

fitth Sei an eine Cauchfolge, a,, eine konvergente Teilfolge, und a ihr
Grenzwert. Zu jedem " > 0 existiert aufgrund der Cauchyfolgen-Eigenschaft ein
N £ 1, so dass

jam anj<"=2; m;n &£ N:

Aufgrund der Konvergenz der Teilfolge existiert auBerdem ein K £ 1, so dass
jan, aj<"=2; kEK:

Wahlen wir ein k £ K mit ng £ N, so folgt

jan aj jan anJj jan, aj<m"=2 =2 ; n £ N:

Da " > 0 beliebig war, folgt die Konvergenz von a, gegen a. iiiii

5.15
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Zusammen mit dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgt nun das Konver-
genzkriterium von Cauchy, das ohne Kenntnis des Grenzwertes auskommt.

Cauchykriterium  Eine reelle Folge ist konvergent genau dann, wenn sie eine
Cauchyfolge bildet.

fitth )  Siehe oben 19.
( Eine reelle Cauchyfolge an ist beschrankt,p. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrald 17 besitzt sie also eine konvergente Teilfolge. Dann »; ist aber

z Beispiel Die durch
X 1k
1

1 1 in
k! 120 7l

dn

k 0
definierte Folge d, ist nicht monoton, doch fir m>n £ 1 gilt
X 1 1

a1 K 2n 1

jdm  dnj
k

mit derselben Abschéatzung wie in Beispiel 18. Also istauch d, eine Cauchyfolge
und damit konvergent. Ubrigens gilt

. 1 1
limd, — - :
e limenp

Dies ergibt sich aus der Potenzreihendarstellung der Exponenzialfunktion. 7

5.5
Haufungswerte

Es gibt Folgen, die nicht konvergieren, aber trotzdem einem oder mehreren
Punkten immer wieder >beliebig nahe< kommen. Statt von Grenzwerten spricht
man in diesen Fallen von Haufungswerten.

Definition Eine reelle Zahl a heil3t Haufungswert einer reellen Folge a; , wenn
es zu jedem " >0 und jedem N £ 1 ein n £ N gibt, so dass

jan aj<"

Da es zu jedem N ein solches n £ N gibt, ist die Menge fn: ja, aj<"g
unbeschrankt. Zu jedem " > 0 gibt es daher unendlich viele n mit der Eigenschaft,
dass jan, aj <". Nicht verlangt wird dagegen, dass dies fur alle hinreichend
grof3en n gilt.
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z Beispiele a. 1=n hat O als Haufungswert und als Grenzwert.
b. 1" hat die zwei Haufungswerte 1 und 1.
c. n hat keinen Haufungswert.
d. sinn =2 1=n hatdie drei Haufungswerte 1,0und 1. 7

Den Unterschied zwischen Grenz- und Haufungswert verdeutlicht folgende
Sprachregelung. Eine Eigenschaft A gilt fur unendlich viele n, wenn die Menge
fn 2 N: A n g unbeschrankt ist. Sie gilt fur alle bis auf endlich viele n, oder kurz
fur fast alle n, wenn die Menge fn 2 N: - A n g endlich und damit beschrankt
ist.

z Beispiele a. Fast alle Primzahlen sind ungerade.
b. Unendlich viele natirlichen Zahlen sind ungerade, aber nicht fast alle.
c. Fast alle ungeraden Zahlen sind nicht durch 2 teilbar. 7

SchlieBlich fuhren wir noch den grundlegenden Begri C_dér Umgebung ein.
Ist a2 R und " > 0, so nennen wir das o [efe Intervall

Ura “fx2R: jx aj<"g a ";a
die "-Umgebung von a. Sie besteht aus allen reellen Zahlen x, deren Abstand
von a strikt kleiner als " ist. — Mit diesen Begri [ed kénnen wir Haufungs- und

Grenzwerte wie folgt charakterisieren.

Charakterisierung von Haufungs- und Grenzwert Eine reelle Zahl a ist
H&aufungswert einer reellen Folge a, genau dann, wenn in jeder "-
Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder liegen. Sie ist ihr Grenzwert,
wenn in jeder "-Umgebung sogar fast alle Folgengleider liegen.

Jeder Grenzwert ist somit ein Haufungswert. Aber nicht jeder Haufungswert

ist ein Grenzwert. Eine Folge kann keinen, einen, oder viele Haufungswerte haben.

Selbst wenn sie nur einen Haufungswert hat, muss dieser kein Grenzwert sein.

2 Beispiele a. 1" g0 besitzt genau zwei Haufungswerte, 1 und 1.
b. 1;2;3;.. besitzt keinen Haufungswert.
c. 0;1;0;2;0;3;.. besitzt 0 als einzigen Haufungswert, ist aber nicht
konvergent. 7

Zwischen Haufungswert und Teilfolge besteht folgender Zusammenhang,
der ebenfalls als Charakterisierung von Haufungswerten dienen kann.

Satz Eine reelle Folge a;, besitzt a als Haufungswert genau dann, wenn es
eine Teilfolge von a, gibt, die gegen a konvergiert.

5.17
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tth  Gibt es eine Teilfolge a, mit a, ¥ a, so liegen in jeder "-Um-
gebung von a fast alle Glieder der Teilfolge. Damit liegen in dieser Umgebung
aber auch unendlich viele Glieder der Originalfolge. Also ist a ein Haufungswert
dieser Folge.

D)  Seiumgekehrt a ein Haufungswert der Folge a, .Sei ", eine belie-
bige monoton fallende Nullfolge, zum Beispiel ", 1=2". Dann definieren wir
rekursiv eine Auswahlfolge nx durch n; 71 und

N min n>ng 1:a,2U+ a ; Kk £ 2:

Da a ein Haufungswert ist, sind die betrachteten Mengen nicht leer und besitzen
somit ein Minimum. O [eRsichtlich gilt dann ngx > ny 1. 2

Wir behaupten, dass an, ¥ a. Nun,da ", eine positive Nullfolge bildet,
existiert zu jedem " >0 ein K £ 1 so, dass

o<"k<"™ k £ K:
Aufgrund der Definition der nk gilt dann auch
an 2U a U-a; k £ K:

In jeder "-Umgebung von a liegen somit fast alle Glieder der Teilfolge an, .

Also gilt an, ¥ a. iiiii
Den Satz von Bolzano-Weierstral? konnen wir damit auch so formulieren.

Satz von Bolzano-Weierstral? Jede beschrankte reelle Folge besitzt einen
Haufungswert. —

fith  Jede beschrénkte reelle Folge besitzt eine konvergente Teilfolge 17.

5.6
Uneigentliche Grenzwerte

Neben den klassisch konvergenten Folgen hat man es oft auch mit Folgen zu
tun, die in gewisser Weise gegen 1 oder 1 streben. Dieses Verhalten kdnnen
wir prazisieren, indem wir auch fur diese Falle geeignete Umgebungen betrachten.
Dazu definieren wir fur alle " > 0 die o Leden Intervalle

Uu-1 ~1="1; U 1 — 1; 1="

2 statt des Minimums koénnten wir auch irgendein Element dieser Menge wahlen. Das daran anschlie-
Bende Argument bleibt davon unberthrt.
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als "-Umgebungen von 1 respektive 1. Es gilt dann beispielsweise
u 1 U« 1 ; 0< <™

Die Umgebungen werden also >kleiner<, wenn " kleiner wird - wie es sich fur Um-
gebungen gehort. Man beachte, dass diese Umgebungen die Punkte 1 respektive
1 nicht enthalten.

Definition Eine reelle Folge an konvergiert uneigentlich gegen 1, wenn in
jeder "-Umgebung von 1 fast alle Folgenglieder liegen. Man nennt dann 1
den uneigentlichen Grenzwert einer solchen Folge und schreibt

lima, 1:
ntl

Entsprechendes gilt fir die uneigentliche Konvergenz gegen 1.

Auch im Fall der uneigentlichen Konvergenz ist der Grenzwert eindeutig
bestimmt. Aber natirlich ist eine uneigentlich konvergente Folge nicht beschréankt.

Notiz Esgilt a, ¥ 1 genau dann, wenn zu jedem M >0 ein N £ 1 existiert, so
dass

an > M; n &£ N:
Jede beliebige Schranke wird also von fast allen Folgengliedern tibertro Ced. —
2 Beispiel Esgilt
lim Prr 1
ntl
Denn sei M > 0. Wegen M"=n! ¥ 0 1, gibt es ein N, so dass
—<1; n A N:

Fur n £N istalso n! > M" und damit Pm> M. 7

s Grenzwertsatze

Die Grenzwertgleichungen 7 verallgemeinern sich nur unter zusétzlichen
Voraussetzungen auf uneigentliche Grenzwerte. Um diese handlich zu formulie-
ren, schreiben wir a, ¢ mit einer reellen Konstanten c, wenn a, > ¢ fur fast
alle n gilt.

26 Satz Fur reelle Folgen a, und b, gilt
(i janj ' 1 D> a,l ¥o.
(i) an¥0~a, 0 D) a,t 1 1.
@iii) an * L ~b, ¢ D> an by ¥ 1.

5.19
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(iv an ¥ 1L by, ¢c>0 D) anby ¥ 1. —

fitth  Sei jeweils " > 0. (i) Gilt ja,j > 1=" fur fast alle n, so gilt auch

janti janj <
fur fast alle n. Also bildet a,* eine Nullfolge.
(ii) Nach Voraussetzung sind fast alle Folgenglieder a, positiv. Da an

eine Nullfolge bildet, gilt 0 <a, <" fur fast alle n. Dann gilt aber auch
1 1

an

also a,t 2 U~ 1 fir fast alle n. Somit gilt a,* ¥ 1.
(ili)  Wegen an ¥ 1 gilt a, > 1=" ¢ fur fast alle n. Also gilt auch

1 1
an bn>7 Cc bn>7

fur fast alle n. Fast alle Glieder der Folge a, bn liegen somitin U+ 1 |, was
Zu zeigen war.
(iv) For fast alle n gilt a, > "=c. Mit b, > c¢ > 0 fur fast alle n folgt

anbn > anc > 1="
fur fast alle n. Also konvergiert auch apb, uneigentlich gegen 1. iiiii

Die Aussagen werden falsch, wenn man die -Bedingungen fallen l&asst .31 .
Interpretieren wir die Symbole 1 als Grenzwerte uneigentlich konvergen-
ter Folgen und identifizieren eine reelle Zahl x mit einer konstanten Folge, so
rechtfertigt dieser Satz die folgenden Vereinbarungen fur das Rechnen mit diesen

Symbolen. Fir reelle x definieren wir demnach
8
— X _<1; x>0
1 x1; — 0; 1 x7 .
a1 -1, x<O:
Die Konventionen fur 1 erhalt man durch Ersetzen von 1 durch 1.
Nicht erklart sind dagegen die Ausdricke
1
1 1; 1 0O; —:
1
Ihnen lasst sich kein Wert in sinnvoller Weise zuordnen, denn mit geeigneten
Folgen kann man jeden Wert als Grenzwert realisieren g.35.

Wir erweitern jetzt noch drei Existenzsatze auf uneigentliche Grenzwerte.

Erweiterter Approximationssatz In jeder nichtleeren Menge A reeller Zahlen
existiert eine Folge a, , die gegen sup A konvergiert. Entsprechendes gilt
far infA. —

5.20



57 — Normierte Raume und Banachraume

fitth Sei a supA und ", eine beliebige Nullfolge positiver Zahlen. Auf-
grund des Approximationssatzes ;g existiert zu jedem n ein Element

an2U- a \A:

Dies gilt sowohl fur a < 1 als auch fiur a 1. Die so gewonnene Folge anp

Erweiterter Satz von der monotonen Konvergenz Jede monotone Folge
konvergiert gegen einen eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert.

fitth  Ist die Folge beschrankt, so kommt der Satz von der monotonen Kon-
vergenz 14 zur Anwendung. Andernfalls ist die Folge unbeschréankt. Wegen der

Monotonie hat sie dann den uneigentlichen Grenzwert 1 oder 1. iiiii

Erweiterter Satz von Bolzano-Weierstral? Jede reelle Folge besitzt eine ei-
gentlich oder uneigentlich konvergente Teilfolge.

fitth  Dies folgt mit dem Satz von der Existenz monotoner Teilfolgen 15 und

z Beispiele a. n!" konvergiert uneigentlich gegen 1.
b. 0;1;0;2;0;3;.. besitzt die konvergente Teilfolge 0;0;.. und die un-
eigentlich konvergente Teilfolge 1;2;3;..
C. 1 "n besitzt die uneigentlich konvergenten Teilfolgen 2;4;6; ..
und 1; 3; 5;... 7/

5.7
Normierte Raume und Banachraume

Bisher haben wir Folgen in R und deren Konvergenz betrachtet. Aber natir-
lich wollen wir spater auch Folgen in R" und vielen anderen Raumen betrachten.
Um auch dort Begri [eWie Konvergenz und Grenzwert zu definieren, verallgemei-
nern wir den Betrag einer reellen Zahl zur Norm eines Vektors in einem reellen
Vektorraum. Zunachst definieren wir den Begri [des reellen Vektorraums.

Definition Ein reeller Vektorraum E ist eine additive Gruppe zusammen mit
einer Verknipfung

R E Y E; Voo,V
genannt skalare Multiplikation, mit folgenden Eigenschaften fur alle ; 2R
und u;v 2 E:

521
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(v-1) 1v v,

(v-2) u v u v,
(v-3) \% \% v,
(v-4) \% v.

Additive Gruppe bedeutet hierbei, dass fur die Addition in E die Axiome
(A1-3) 21 gelten. — Die gesamte Spannweite des Begri [Sdles Vektorraums wird
im Laufe der Zeit klar werden. Im Augenblick reichen uns folgende Beispiele.

2 a. Das Standardbeispiel ist der R" mit der Addition

u v Ui;..,Un V1;..,Vn Uy Vi,..;Un Vn

und der skalaren Multiplikation

\Y V1;..:Vn V1i,.., Vn .

Diese hat alle geforderten Eigenschaften.

b. Insbesondere kann auch R als reeller Vektorraum aufgefasst werden.
Allerdings ignoriert man dabei die Kérperstruktur.

c. Der Raum C mit der Ublichen Addition komplexer Zahlen und der Multi-
plikation mit reellen Zahlen ist ein reeller Vekorraum. Man kann ihn mit dem R?
identifizieren. 7

Die Untersuchung von Vektorrdumen ist ein wichtiges Thema der linearen
Algebra. Fur uns reicht im Moment die Definition, das Standardbeispiel und die
Tatsache, dass man auf solchen Raumen das Konzept des Betrages zu dem der
Norm verallgemeinern kann.

Definition Eine Norm auf einem reellen Vektorraum E ist eine Funktion
kk: ETR

mit folgenden Eigenschaften fur alle x;y 2E und 2 R:

(n-1) Definitheit: kxk £0, und kxk 0 a x O,

(n-2) Positive Homogenitat: k xk j jkxk,

(n-3) Dreiecksungleichung: kx yk kxk kyk,
Das Paar E;k k nennt man einen normierten Vektorraum oder kurz nor-
mierten Raum.

Die Bedingungen (n-1)—-(n-3) abstrahieren die wesentlichen Eigenschaften
der Betragsfunktion, die eine Langenfunktion auf einem beliebigen Vektorraum
aufweisen sollte. Zum Beispiel gilt auch die umgekehrte Dreiecksungleichung.
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Abb 2 Einheitskugeln bezuglich verschiedener Normen

Summennorm Euklidische Norm Maximumsnorm

Lemma Fidr jede Norm gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung

kx ykZE kxk kyk :

z Beispiele a. Auf R wie auf C definiert der Betrag j j eine Norm, die soge-
nannte Betragsnorm. Die Normeigenschaften haben wir bereits verifiziert 46 4.2 .
b. Auf dem R" wird durch

kxky 7 jxij .. jXnj
die sogenannte Summennorm und durch
kxky 7 maxfjxij;..;jXnjg

die sogenannte Maximumsnorm definiert. Die Normeigenschaften sind leicht zu
verifizieren.
c. Die euklidische oder nattrliche Norm auf dem R" ist
q

kxko, ™ jx1j° .. jxnj2:

Nach dem Satz des Pythagoras misst sie die »natlrliche< Lange des Vektors Xx.
Die Gultigkeit der Dreiecksungleichung ist allerdings nicht o [Ceflsichtlich und
wird gleich bewiesen werden.

d. Tatséchlich wird fur jedes p £ 1 durch
q
kxkp 7 ° jxaj® .. jxnjP

eine Norm auf R" definiert. Das wird uns aber erst spater beschéaftigen. 7
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= Skalarprodukte

Um auch den euklidischen Abstand als Norm zu erkennen, bendétigen wir
noch das Konzept des Skalarproduktes.

Definition Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum E ist eine Funktion
h;i1:E EIR

mit folgenden Eigenschaften fur alle x;y;z2E und ; 2R:
(s-1) Definitheit: hx;xi £0, und hx;xi 0 a x O,
(s-2) Symmetrie: hx;yi hy;xi,
(s-3) Linearitat: h x y;zi hx;zi hy;zi.

Wegen der Symmetrie ist ein reelles Skalarprodukt auch linear im zweiten
Argument, also

hx; y Zi hx;yi hx;zi;

Man spricht daher auch von einer bilinearen Form auf E. Fur diese gilt Ubrigens
hx;0i O furalle x 2 E.

Fur Skalarprodukte gilt folgende grundlegende Ungleichung, die man meist
nur Schwarzsche Ungleichung nennt.

Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung Fur ein Skalarprodukt auf
einem reellen Vektorraum E gilt

hx;yi2 hx;xihy;yi; X;y 2 E:
Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn x und y linear abhangig sind.
fitth  FUr jedes Skalarprodukt und jede reelle Zahl  gilt

0 hx Y X yi  hx;xi 2 hx;yi 2hy;yi:

Da die Behauptung o [edsichtlich fur y 0 gilt, durfen wir y 0 annehmen.
Dann ist hy;yi > 0, und wir kénnen

hy;yi
wahlen. Einsetzen in die vorangehende Ungleichung ergibt
a2 a2 a2
0 hx:xi 2hx,y|_ hx,yl_ i hx,yl_:
hy;yi  hy;yi hy;yi

Multiplikation mit hy;yi > 0 ergibt die Behauptung
0 hx;xihy;yi hx;yiz:
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Angenommen, es gilt sogar Gleichheit. Ist y 0, so sind x und y ohnehin
linear abhéngig. Ist dagegen y 0, so ergibt dieselbe Wahl von  und dieselbe
Rechnung in umgekehrter Richtung die Identitat

hx Y X yi O

Also ist x y 0,und x und y sind linear abhangig. iiiii

Satz Ist h ; i ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum E, so definiert

q
kxk ™ hx;xi

eine Norm auf E.

fitth  Definitheit ist leicht zu verifizieren. Positive Homogenitat folgt mit
q q q
k xk h x; xi 2hx;xi jj ohxoxioo j jkxk:

Ferner ist aufgrund der Cauchyungleichung

q q
Jjhx;yij hx;xi hy;yi  kxkkyk:

Daraus folgt
kx yk2 hx y;x vyi
hx;xi  2hx;yi  hy;yi
kxk® 2kxkkyk Kkyk?®
kxk kyk 2:

2 Das Standardskalarprodukt auf dem R" ist

X
hx;yi XkYk  Xi1Y1 .. XnYn:
k 1
Somit ist
hx; xi jx1j2 . jxnjz:

Die hiervon induzierte Norm ist die euklidische Norm k k;, die hiermit 3o auch
tatsachlich als Norm erkannt ist. 7

Bemerkung Nicht jede Norm wird durch ein Skalarprodukt gegeben. Dies
ist nur dann der Fall, wenn die Parallelogrammgleichung

kx yk?® kx yk® 2kxk® 2kyk?

erfulltist g.41 .
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Abb 3

Trennende Umgebungen U a
U-a und U- b ;

Wir haben damit erste Beispiele von normierten R&umen. Viele weitere wer-
den folgen. Eine zentrale Rolle spielen sie zum Beispiel in der Funktionalanalysis,
wo man verschiedenste RAume von Funktionen und Abbildungen studiert.

= Konvergenz

Um Konvergenz fir Folgen in einem normierten Vektorraum E zu definieren,
genugt es nun, den Begri Cder Umgebung entsprechend zu verallgemeinern. Die
"-Umgebungen eines Punktes a sind hier die Mengen

U-a “fx2E: kx ak<"g:

Sie werden auch o [efile "-Kugeln um a genannt und mit B+ a bezeichnet.

Allerdings sehen diese Kugeln nur im Fall der euklidischen Norm wie han-
delstibliche Kugeln aus — siehe Abbildung 2. Dies ist jedoch fir mathematische
Zwecke unwesentlich. Wichtig ist, dass es um zwei verschiedene Punkte eines
normierten Raumes immer "-Umgebungen gibt, die disjunkt sind. Man sagt, man
kann verschiedene Punkte durch o Cene Umgebungen trennen.

Trennungseigenschaft Zu je zwei Punkten a b eines normierten Raumes
gibt es immer ein " > 0 derart, dass

U-a \U- b 3

fiith  Man nehme " kb ak=2 > 0 und fuhre die Annahme, dass die ent-

Die Definition einer konvergenten Folge und ihres Grenzwertes in einem
normierten Raum ist nun wortlich dieselbe wie im reellen Fall 4.

Definition und Satz Eine Folge a, ineinem normierten Raum E heil3t konver-
gent mit Grenzwert a, falls jede "-Umgebung von a fast alle Folgenglieder
enthalt. Dieser Grenzwert a ist eindeutig bestimmt.

fith  Zu jedem b a existiert aufgrund des Trennungssatzes z; ein " >0,
so dass die "-Umgebungen um a und b disjunkt sind. Da fast alle Folgenglieder

5.26



57 — Normierte Raume und Banachraume

in U~ a liegen, kdnnen nur noch héchstens endlich viele in U+ b liegen. Also

32 Notiz In einem normierten Raum konvergiert eine Folge a, genau dann
gegen den Punkt a, wenn ka, ak eine reelle Nullfolge bildet.

fitth  Dies ergibt sich aus

an2U-a a ka, ak<" a ka, ak2U-0;

Bemerkung Der Begri Cdés Haufungswertes wird entsprechend definiert.

In allgemeinen normierten Raumen werden wir ihn allerdings nicht benétigen.

s Grenzwertsatze

Auch die Grenzwertséatze verallgemeinern sich von reellen Folgen direkt auf
Folgen in normierten R&umen. Wir fassen uns daher kurz.

33 Satz Gilt a, ¥ a in einem normierten Vektorraum E, so gilt auch
kank ¥ kak

in R. Jede konvergente Folge ist daher auch beschrankt — das heil3t, es gibt
ein M £ 0, so dass kanhk M fir alle n.

fitth - Wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt

kank kak kan, ak ¥ O:

34 Grenzwertgleichung fur Linearkombinationen Sind an, und bn 2zwei
konvergente Folgen in einem normierten Vektorraum, so ist auch jede
Linearkombination  ap b, konvergent, und es gilt

lim an bn limap limb, :
fiith  Mit a lima, und b limby, ist
k an bn a bk k a, a b, bk
j jkan ak j jkby bk:

Wegen a, T a und b, ¥ b steht auf der rechten Seite eine Nullfolge 3, . Also

5.27
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= Konvergenz in R™ und C

Eine Folge X, im R™ heifl3t auch vektorwertige Folge. Hier ist jedes Folgen-
glied ein m-Tupel, also

Xn Xn:1s -y Xnim -
Ein Grenzwert einer solchen Folge ist dann ebenfalls ein m-Tupel a ai;..;am .

Satz Eine vektorwertige Folge X, konvergiert gegen a bezlglich der
Summen-, euklidischen und Maximumsnorm genau dann, wenn sie kompo-
nentenweise konvergiert, also gilt:

Xni ¥ ai; 1 i m

Zunéachst eine Ungleichung, die 6fter benétigt wird.
Lemma FUr x 2 R™ gilt

kxkq kxk, kxk; mkxks :
fitth  Es ist ja

max jxij ? jxai® . ixmi’

1im

jxij . jxmi 2 m max jxij *:
1im

Das heiflt, es ist kxk3  kxki  kxki  m2kxk3 . Wurzelziehen ergibt die

fitth  Bewels des Satzes Aufgrund des letzten Lemmas ist
kxn akq kxn aks kxp, ak; mkx, akig:

Bildet also eine dieser Normen eine Nullfolge, dann auch jede andere. Konver-
genz in jeder Komponente ist gleichbedeutend mit Konvergenz bezuglich k k4,

Komplexe Folgen - also Folgen in C — kdnnen als Spezialfall dieses Sat-
zes betrachtet werden, wenn man C mit R? identifiziert. Eine komplexe Folge
konvergiert genau dann, wenn Real- und Imaginarteile ihrer Folgenglieder kon-
vergieren .40 . — Schlief3lich gilt auch der

Satz von Bolzano-Weierstral? im R™  Jede beschrankte vektorwertige Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.

fitth  Sei Xpn n eine beschrankte Folge im R™. Sei Xn Xn:1; --; Xn:m - Dann
ist auch jede Komponentenfolge

Xnii ns 1 i m;
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beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf? fur reelle Folgen 17 existiert
somit eine erste Teilfolge Xq , deren erste Koordinate konvergiert:

Xn:1 T a;:

Aus dieser kénnen wir eine zweite Teilfolge Xp auswahlen, wo auch die zweite
Koordinate konvergiert:

Xni:2 1 ap:

Diesen Auswahlverfahren kénnen wir fortsetzen, bis wir eine letzte Teilfolge
Xpw  erhalten, wo auch die letzte Koordinate konvergiert:

' .
Xn®.m ¥ am:

Somit konvergiert jede Komponente der Teilfolge x,® . Damit s konvergiert

diese Teilfolge aber auch in der euklidischen Norm gegen a ai;..;am . i

= Cauchyfolgen und Banachraume

Cauchyfolgen in normierten Raumen sind wie reelle Cauchyfolgen definiert.

Definition Eine Folge an in einem normierten Vektorraum heiflst Cauchyfolge,
wenn es zu jedem " >0 ein N £ 1 gibt, so dass

kan, amk<"; nmZAN:

Jede konvergente Folge ist wieder eine Cauchyfolge, und Lemma 1 50 und 2 21
fur reelle Cauchyfolgen gelten genauso in normierten Raumen. In den Beweisen
muss man lediglich den Betrag durch die jeweilige Norm ersetzen:

Satz  In einem normierten Vektorraum gilt:
(1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
(2) Jede Cauchyfolge ist beschrankt.
(3) Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist die gesamte Folge
konvergent mit demselben Grenzwert.

Der grof3e Unterschied ist jedoch, dass das Cauchykriterium im Allgemeinen
nicht mehr gilt: es gibt normierte Vektorrdume, in denen Cauchyfolgen keinen
Grenzwert haben. Ein Beispiel dafur geben wir im nachsten Abschnitt.

Vielmehr ist dies eine Eigenschaft, die eine wichtige Klasse von normierten
Raume auszeichnet, wahrend sie anderen Raumen fehlt. Daher erhalten solche
Raume auch einen eigenen Namen.

Definition  Ein normierter Vektorraum heif3t vollstandig, wenn jede Cauchyfolge
in ihm einen Grenzwert besitzt. Ein vollstandiger, normierter Vektorraum
wird Banachraum genannt. —
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Die einfachsten Beispiele von Banachrdumen kennen wir bereits.

Satz Die Raume R und C mit der Betragsnorm sowie R" mit der euklidischen,
Summen- oder Maximumsnorm sind vollstdndig, also Banachrdume.

fitth  Jede Cauchyfolge ist beschréankt. Da in den genannten Rdumen der Satz
von Bolzano-Weierstral3 gilt, besitzt jede Cauchyfolge auch eine konvergente

Bemerkung Wir werden spéater sehen, dass der R" mit jeder Norm voll-
standig ist, da dort alle Normen &quivalent sind 731 .

2 Noch ein Beispiel  Sei X eine beliebige nichtleere Menge, und fiir eine Funk-
tion f: X T R sei

kfky “supfjf x j : x2 Xg:
Auf dem Raum der beschrankten reellen Funktionen auf X,
B X f: XTI R: kfky <1 ;

ist dies eine Norm, und B X ;k kyx istein Banachraum g44. 7

5.8
Der Folgenraum c

Wir geben ein Beispiel eines vollstandigen unendlich-dimensionalen Vektor-
raumes, sowie eines darin enthaltenen nicht-vollstandigen Unterraums. Diese
Resultate werden wir spater nicht benétigen, der Abschnitt kann also beim ersten
Lesen Ubersprungen werden.

Wir betrachten den Raum c aller konvergenten reellen Folgen,

c a an ne1 . an istreell und konvergent

Lemma Der Raum c ist ein reeller Vektorraum beztglich punktweiser Additi-
on und skalarer Multiplikation von Folgen.

fitth  Die Linearkombination a b zweier Elemente in c ist erklart durch
a bn an bn; n £ 1:

Aus dem Satz tiber Grenzwertgleichungen 7 folgt, das a b ebenfalls konver-
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Lemma Mit der Supremumsnorm

kak " supjanj
nkl

wird ¢ zu einem normierten Vektorraum.

fitth  Da jede konvergente Folge beschrankt ist 5o, ist k k eine Abbildung
von ¢ nach R. Die Normeigenschaften sind leicht zu verifizieren. So ist
ka bk supjan bpnj

nkl
sup janj jbnj
nkEl
supjanj supjbnj kak kbk:
nkl nkl

Satz Der normierte Raum c;k k ist vollstandig.

fitth  Sei am ma1 eine Cauchyfolge in ¢ mit Gliedern am am:n n&1. Dann
ist auch fur jedes n £ 1 die Komponentenfolge am:n mg1 eine reelle Cauchyfol-
ge, denn

Jakn ain)] kak ak:
Aufgrund der Vollstandigkeit von R existieren also die Grenzwerte

bn rLiﬂam‘”; n k& 1:
Aus diesen bilden wir die Folge b bn ng1 und zeigen, dass b ebenfalls konver-
giert und damit zu ¢ gehdort, und dass ay, ¥ b in der Supremumsnorm.

Da am me1 eine Cauchyfolge bildet, existiert zu jedem " >0 ein K £1, so
dass kay ak<" fur k;| £K. Also gilt firalle n £1

Jakn aipn  kax ak<" k:l £EK:
Wegen a;.n ¥ b, fur jedes n £ 1 folgt hieraus durch Grenzwertiibergang
jakn bnj ™ kEK; nkE1: 1)
AulRerdem existiert fur die konvergente Folge ax zu diesem " >0 ein N £1 mit
jakn  akmj <™ n;m £ N:
Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt dann fur n;m £ N
jbn bmj jbn akinj Jjakin akmj jakm bmj<3™

Da zu jedem " > 0 ein solches N £ 1 existiert, ist b eine Cauchyfolge, somit
konvergent und Element von c. Aus (1) folgt aulRerdem

kax bk ' k £ K:

5.31
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Somit konvergiert an in der Supremumsnorm gegen b. iiiii
Die Grenzwertabbildung
L:c?TR; a an ., La r!l!nlan;

die jeder Folge in ¢ ihren Grenzwert zuordnet, definiert auf c eine lineare
Funktion mit der Eigenschaft, dass

jLaj jlimapj supjanj kak:
Ihr Kern ist der Raum aller Nullfolgen,
coLifog a a, 2c:lima, O
Dieser Raum ist also ebenfalls ein Vektorraum.

Satz  Der Unterraum cqo aller Nullfolgen in c ist ebenfalls vollstandig bezuglich
der Supremumsnorm.

fitth  Eine Cauchyfolge amn in cp ist auch eine Cauchyfolge in c, besitzt
somit einen Grenzwert a in ¢ aufgrund der Vollstandigkeit von c. Wegen

jlaj jLa Lamj jLa am]j ka amk

fur alle m ist La 0, also a ebenfalls eine Nullfolge. Also konvergiert a;, auch

Betrachte jetzt in co die Menge aller Nullfolgen mit nur endlich vielen
nicht-verschwindenden Folgengliedern:

Coo a an nEL 2Co . an O flur fastalle n
Man sieht leicht, das dies ein Untervektorraum von cq ist.

Satz  Der Unterraum cop mit der Supremumsnorm ist nicht vollstandig.

fitth - Zum Beispiel definiert

11 1
a Loig—=0;.. m £ 2;
m 2'3""m 1
eine Folge in cqp, die in cp gegen
11 1
Loigie -
2 3 N ng1

konvergiert, denn
kam ak 1=m I O:

Da aber a cqgg, hat die Folge am mg1 in coo keinen Grenzwert. iiiii
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Aufgaben

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Es gibt eine unbeschréankte reelle Folge mit genau drei Haufungswerten.
Eine reelle Folge mit genau einem Haufungswert ist konvergent.

Eine unbeschrankte Folge hat keinen Haufungswert.

Eine monotone Zahlenfolge ist entweder konvergent oder unbeschréankt.
Eine divergente Zahlenfolge hat keinen Haufungswert.

Eine divergente Folge hat mindestens zwei Haufungswerte.

o a0 oo

Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Beschréankte reelle Folgen
a. sind konvergent.

b. haben mindestens einen Haufungswert.

c. haben hochstens einen Haufungswert.

d. koénnen nicht monoton sein.

Formulieren sie einen "-N-Test dafur, dass eine reelle Folge a, keine Nullfolge bildet.
Jede Abzéhlung von Q \ 0;1 ist divergent.

a. Sei A R nicht leer und beschrankt. Konstruieren sie eine konvergente Folge ap
in A mit a, ¥ supA.

b. Konstruieren sie zu einer beliebigen Zahl x 2 R Q eine Folge a, in Q, die
gegen X konvergiert.

c. Warum gilt der Satz von der monotonen Konvergenz 14 in Q nicht?
Einschliessungssatz Seien an , by und X, reelle Zahlenfolgen mit a, X, by
fur alle n £ 1. Konvergieren a, und b, mit demselben Grenzwert X, so konvergiert
auch x, gegen X.

Es gelte a5 ¥ a und b, ¥ b. Dann gilt auch maxfan;bng ¥ maxfa;bg.

Sei X, eine konvergente reelle Folge mit Grenzwert X. Fur jedes Polynom p gilt dann
limp Xn pX:

Bestimmen sie die Grenzwerte der Folgen mit Gliedern

P P [ p.
a. 2n 30 4n b. n 1 n c. n2 n n
n! n in | o M.
d — e. — f. nP , E1l.
nn n in P

Von der Folge an konvergieren die Teilfolgen az, , azn 1 und az, . Konvergiert
dann auch ap ? Mit Beweis oder Gegenbeispiel!
Sei ap eine Folgein 0;1 . Dann gilt 1=a, ¥ 0 genau dann, wenn a, ¥ 1.

Sei ap eine konvergente Folge. Existiert zu jedem
an<",soist lima, O.

> 0 wenigstens ein n mit 0 <

Sei an eine Folgein 0;1 und

X
bn ax al; nEa1:
K1

Dann ist 1=b, eine Nullfolge.
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Wie ist das Konvergenzverhalten der Folge ap ng1 mit

Zu einer beliebigen reellen Zahl a > 1 definiere man drei Folgen a, , bn , ¢4 durch

p p— P— p— P— P p_
an n a n; bn n n n; Cn n n=a n:

Dann gilt a, > by >c, fur n<a?,aber a, ¥ 0, by, ¥ 1=2 und c, ¥ 1.
Sei a > 1. Zeigen sie, dass die Folge
1 a

a; a; an 1 = an ; nAk1l
2 an

P— . . . . . _—
monoton fallend gegen = a konvergiert. Wieso ist dies ein Gegenbeispiel zum Satz von
der monotonen Konvergenz 14 in Q?

Ist eine beschréankte reelle Folge divergent, so besitzt sie mindestens zwei Haufungs-
werte.

Eine reelle Folge ist konvergent genau dann, wenn sie beschrankt ist und genau einen
Haufungswert hat.

Eine reelle Folge ist beschrankt genau dann, wenn jede ihrer Teilfolgen eine konvergen-
te Teilfolge enthalt.

Besitzt jede konvergente Teilfolge einer beschrankten reellen Folge denselben Grenz-
wert, so ist auch die gesamte Folge konvergent mit demselben Grenzwert. Fir unbe-
schrankte Folgen gilt dies nicht.

Jede Folge besitzt Uberabzahlbar viele Teilfolgen.

Cauchyscher Grenzwertsatz a. Es gelte a, ¥ a. Dann konvergieren auch fur die
arithmetischen Mittel gegen denselben Grenzwert:

& 8 y 4
n
b. Ist allgemeiner pn eine Folge positiver Zahlen mit p1 .. pp ¥ 1, so gilt
piai1 .. Pnan 1a
P1 .. Pn

Seien a und b beliebige reelle Zahlen und die Folge a, rekursiv definiert durch

o . _an &
ap "a; ai; b an1 %; n &1

Zeigen sie, dass an konvergiert, und bestimmen sie den Grenzwert.
Die Folge a, sei rekursiv definiert durch

l .
1 a,’

ar 1, an 1 nE .1

Dann bildet a, eine Cauchyfolge, die gegen die positive Lésung der Gleichung x2
X 1 O konvergiert.

Die reelle Folge x, konvergiert genau dann, wennesein r 2 0;1 gibt, so dass die
Folge yn mity, Xxn rxn 1 konvergiert.

534
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Fir n £1 sei

; bn 1

ln
an 1 —
n

S|
3
N

a. ap ng1 ist monoton steigend.
b. bnp ng1 ist monoton fallend.

c. Beide Folgen sind konvergent und haben denselben Grenzwert.
d

Wie kann man
n n
. m . m
lim 1 — lim 1 — m 2 N;
ntl n ntl n

durch diesen Grenzwert ausdriicken?

Ist gn eine Abzéhlung der rationalen Zahlen Q, so ist die Menge ihrer Haufungswerte
genau die Menge R aller reellen Zahlen.

Bestimmen sie alle Haufungswerte der Folgen mit Gliedern

1™n 1"™n 2n n 1
a — b. ——— d 1 1n

. C. . 1"
n 1 nz2 1 nz2 1 n

Gibt es eine Folge ap ng1 in 0;1

a. die abzahlbar unendlich viele Haufungswerte hat?

b. die Uberabzahlbar viele Haufungswerte hat?

c. deren Haufungswerte genau die rationalen Zahlen in 0;1 sind?

Gibt es eine Folge ap ng1 in 0;1 mit jan apj £ "=n furalle m > n £ 1 und
irgendeinem " > 0?

Geben sie Beispiele dafur, dass die Aussagen uUber uneigentliche Grenzwerte ¢ falsch
werden, wenn man die -Bedingungen fallen l&sst.

Bestimmen sie in Abhangigkeit von x 2 R die Haufungswerte der Folge a, mit
an NxX nx,; nZkE1l:

Hierbei bezeichnet die GauRklammer.

Von der Folge a, konvergieren die Teilfolgen apn, und az, 1 . Dann hat a, ge-
nau die beiden Haufungswerte limaz, und limaz, 1.

Gibt es eine divergente komplexe Folge z, , wo sowohl jz,j alsauch <z, konver-
gieren?

Geben sie Beispiele reeller Folgen a, und b, mita, ¥ 1 und b, ¥ O, so dass
a. limanb, 1 b. limanbn 1 c. limanbn, c beliebige reelle Zahl.

Ist ph=qn eine konvergente Folge rationaler Zahlen mit irrationalem Grenzwert, so gilt
jpnj ¥ 1, an ¥ 1:

Fdr eine Zahlenfolge a, gelte jah 1  anj jan anp 1j fur n £N > 1 mit einem
2 0;1 .Dannist ap eine Cauchyfolge.

Man zeige, dass durch a; 1 und ap 1 an 2 =a, 1 eine Cauchyfolge definiert
wird, und bestimme ihren Grenzwert.
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Jede Folge, die Cauchy ist bezuglich einer der Normen k ki, k ky, k kg, ist auch
Cauchy bezuglich der beiden anderen Normen.

Eine komplexe Folge 2z, konvergiert in C genau dann, wenn die Folgen <z, und
=z, in R konvergieren.

a. In einem Skalarproduktraum gilt die Parallelogrammgleichung

ku vk® ku vk® 2kuk® 2kvk?:

b. Im R" mit der Summen- oder Maximumsnorm gilt diese Identitat nicht.
c. Giltin einem reellen normierten Raum die Parallelogrammgleichung, so wird die
Norm induziert durch das Skalarprodukt mit

2hu;vi 7 ku vk? kuk® kvk?:

In einem normierten Raum ist jede Umgebung U+ a konvex. Das heift, fur alle u;v 2
U+ a gilt

1 tu tv2U- a; o t 1

Limes inferior und Limes superior Der Limes inferior und Limes superior einer reellen
Folge cn sind definiert als die eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwerte

liminfc, 7 lim inf cy; limsupcy 7 limsupcm:
n N m&n n N m&n
a. Durch
an “inffcy, 1 m £ ng; by “supfcy, 1 mAng

werden der Folge c, eine monoton steigende Folge a, und eine monoton fallende
Folge bn auf der erweiterten Zahlengeraden zugeordnet. Fur diese gilt
an%a supinfcy liminfcy;
n  mé&n n
und
by &b infsupcy limsupcm:
n mAn n
b. Die Punkte a und b sind der kleinste respektive grofite Haufungswerte der Folge
cn auf der erweiterten Zahlengeraden.
c. Ist a< 1, soexistiert zu jedem " >0 ein N £ 1, so dass

a "<e¢cn; n £ N:

Esist a 1 genau dann, wenn limyc, 1.— Entsprechendes gilt fur b.

d. Die Folge cp ist eigentlich oder uneigentlich konvergent genau dann, wenn ihr
Limes inferior und Limes superior zusammenfallen. In diesem Fall ist dies auch der
Grenzwert der Folge.

Sei X eine nichtleere Menge, F X ff: X ¥ Rg der Raum aller reellen Funktionen
auf X, und

kfkyx “supfjf x j : x 2 Xg:
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F X st ein reeller Vektorraum.

B X Tff2F X : kfky < 1gistein Unterraum von F X mit Norm k Kkx.
Mit dieser Norm ist B X ein Banachraum.

Esist F X B X genau dann, wenn jXj < 1.

5.37
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Reihen

Unendliche Summen

X
ax a1 az
k 1
reeller oder komplexer Zahlen sind Folgen besonderer Art. Da man nicht samt-
liche Glieder einer Folge ax auf einmal summieren kann, steht eine solche
Summe genauer fur die Folge der Partialsummen
X
Sn ag; n k1,
k 1
die man in gewohnter Weise untersuchen kann.
Ubrigens kann man jede Zahlenfolge a, auch als Partialsummenfolge der
Reihe

X
ai Ak Ak 1
k 2

au [asken, denn es ist ja

X
Sh a Ak ak 1 an:
k 2
Folgen und Reihen sind somit im Grunde zwei Erscheinungsformen ein und der-
selben Sache. Reihen sind allerdings in vielen Zusammenhéngen das naturlichere
Objekt - die Stichworte Potenzreihe, Taylorreihe und Fourierreihe sollen an dieser
Stelle geniigen.

6.1
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6.1
Konvergenz

Eine Zahlenreihe oder kurz Reihe ist ein Ausdruck der Form
X

ag air a
k 1

mit reellen oder komplexen Gliedern ag. Die endlichen Summen

X
Sn a; nk1;
kK 1

heiRen die n-ten Partialsummen dieser Reihe.

P
Definition Die Reihe ,} 1 ax heiBt konvergent, wenn die Folge ihrer Partial-
summen konvergiert. lhr Grenzwert heildt Wert dieser Reihe, es gilt dann

x X

K 1ak '!I!nik 1ak:
Konvergiert die Folge der Partialsummen dagegen nicht, so heif3t die Reihe
divergent.

Die Summation kann nattrlich auch bei jedem anderen Index beginnen,
P_;'cht nur bei 1. Kommt es auf den Startindex nicht an, schreibt man auch kirzer
k Ak -

Bemerkung Eigentlich ist zu unterscheiden zwischen der formalen Reihe
X

Ak,
k 1
deren Konvergenz noch nicht fest steht und die auch divergieren kann, und der

konvergenten Reihe

X X

K 1ak rI]Imk 1ak:
Die formale Reihe steht fur die Folge ihrer Partialsummen, unabhéangig von deren
Konvergenz, die konvergente Reihe fur deren Grenzwert, wenn er existiert. Dieser
Unterschied kommt in der allgemein Ublichen Notation fiir Reihen nicht zum

Ausdruck.
z Beispiele Die Partialsummen der Quadratreihe

X1 11
2
klk 4 9

6.2 09.02.2022 — 15:04
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sind monoton steigend, da alle Summanden positiv sind. Sie sind auch beschréankt,
denn

1
= — — = 1 <1
k

2
K 2 K K KKk 1 Ko K1

1
n
Aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz 514 konvergieren die Par-
tialsummen, und die betrachtete Reihe ist konvergent. Ubrigens wusste bereits
Euler, dass

X 1 2

a“ 1 q d?

konvergiert fUr jgj < 1. Denn fur die Partialsummen gilt ja 3.10

X 1 qnl

a ;. q 1L

k 0 1 q
FiUr jgj <1 gilt q" * ¥ 0 510. Mit den Grenzwertgleichungen 57 folgt die Kon-
vergenz der Partialsummen, und wir erhalten

X .
A A LT
k0 a

Fur jgj £ 1 ist die Reihe dagegen o [ensichtlich divergent. 7

= Zwei elementare Kriterien

P
Cauchykriterium Die Zahlenreihe | ax konvergiert genau dann, wenn es
zu jedem " >0 ein N £ 1 gibt, so dass

X
ax <'; m>nAN:
k n1
fitth  Wegen
) ) X
JSm Snl ak ; m>=>n;
k n 1

ist dies gerade das Cauchykriterium 52, fir die Folge der Partialsummen s, . iiiii

P
Nullfolgenkriterium Ist die Reihe | ax konvergent, so bilden ihre Glieder
ax eine Nullfolge. —

09.02.2022 — 15:04 6.3
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fitth  Konvergiert die Folge der Partialsummen, so folgt fiir a, sn  sSn 1
aus den Grenzwertgleichungen s g

lima, Ilim s, sp 1 lims, lims, 1 0: iiii

Konvergieren die Glieder ax nicht gegen 0, so ist die Reihe Pk ax also
divergent — und in dieser Form wird dieses Kriterium angwandt.. Denn das
Nullfolgenkriterium ist nattrlich nicht hinreichend fur die Konvergenz einer
Reihe, wie das folgende Beispiel zeigt — das wére ja auch zu einfach, und dieses
Kapitel ware tberflussig.

2 Die harmonische Reihe

X, 1 1
7177

K 1 K 2 3

ist divergent. Denn die Partialsummen sind monoton steigend, aber es gilt

o s §<1/E§< 1 n 1
2N n T )
knlk knl2n 2n 2

n /£ 1:

Sie bilden somit keine Cauchyfolge. Vielmehr konvergiert die harmonische Reihe
uneigentlich gegen 1. 7/

Die Grenzwertséatze fur Folgen ubertragen sich auf dem Weg Uber die Parti-
summen zu entsprechenden Satzen fur ReiheE, Sind zum Beispiel ak und
k bk konvergente Reihen, so ist auch die Reihe | ax bk konvergent, und
es gilt
X X X
ax by ax by:
Kk K Kk

Wir fuhren das nicht weiter aus.

2 FUr jgj<1und n £0 ist
X X X

6.2
Absolute Konvergenz

In einer endlichen reellen Summe ist es kein Problem, die Reihenfolge der
Summanden beliebig zu andern - die Summe andert sich dadurch nicht. In einer

6.4
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unendlichen Reihe ist dies aber keineswegs immer so. Dazu bedarf es einer
starkeren Form der Konvergenz.

P
Defirl__i;[ion Eine Reihe | ax heifdt absolut konvergent, wenn ihre Absolutreihe
«Jakj konvergiert. Eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe
heil3t bedingt konvergent. ~

Satz von der absoluten Konvergenz Eine Reihe ist absolut konvergent genau
dann, wenn ihre Absolutreihe beschrankt ist. Jede absolut konvergente
Reihe ist auch konvergent, und es gilt die Dreiecksungleichung

X X
ak Jak):
kK 1 kK 1
. . . P
fitth  Die Folge der Partialsummen der Absolutreihe | jakj ist monoton
steigend. Aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz 514 konvergiert
sie genau dann, wenn sie beschrankt ist. In diesem Fall erfillt sie auch das
Cauchykriterium. Wegen
X x
ak Jak]
kn 1 k n1
P
erfullt dann auch die Reihe | ax das Cauchykriterium ,, ist also konvergent.
Fur jede endliche Summe gilt auBerdem
X x
ak Jak):
k 1 k 1

Da die rechte Seite monoton mit n steigt und konvergiert, gilt dann auch
X X

ag jaki; nZkE1:
K 1 k1

Da die Partialsummen auf der linken Seite konvergieren, folgt durch Grenztber-

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht — sonst ware der Begri [Cder absoluten
Konvergenz ja auch nicht nétig. Eine Reihe kann also konvergieren, wéhrend
ihre Absolutreihe divergiert. Das klassische Beispiel hierfur ist die alternierende
harmonische Reihe, die wir weiter unten betrachten 5.

Wir beschreiben nun genauer, in welchem Sinn absolut konvergente Reihen
in beli%)iger Reihenfolge aufsummiert werden kdnnen. Eine Umordnung einer
Reihe | ak ist gegeben durch eine Bijektion

N I N;

6.5
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P
die zugehdrige umg?:g)rdnete Reiheist a g .Es treten also genau dieselben
Summanden wie in | ax auf, nur in anderer Reihenfolge. Interessant ist dies
naturlich erst, wenn unendlich viele Summanden umgeordnet werden.

P
Umordnungssatz Ist die Reihe | ax absolut konvergent, so ist auch jede
Umordnung dieser Reihe absolut konvergent, und der Wert der Reihe
andert sich nicht.

P
fitth Sei : N T N eine beliebige Bijektion. Da die Reihe g, ax absolut
konvergiert, existiert zu jedem " >0 ein N £ 1, so dass
X
Jaki <" m >n &£ N:
k n 1

Danngiltmitn N und m ¥ 1 auch
X

Jag ™
Kk N 1

P
Die Glieder aj;..;an haben in der umgeordneten Reihe g a k maximal den

Index M maxf 1;..; N g.FiurnZAN und mAM giltdann
X X x
ax a jakj ™ @)
k 1 k 1 kK N 1

denn in der Di Cerknz heben sich die Glieder az;..;an auf, wahrend jedes weitere
Glied sich entweder ebenfalls aufhebt oder genau einmal vorkommt. Durch
Grenzubergang n ¥ 1 erhalten wir hieraus
X X
ax a « ", mAEM: @
k 1 k 1
Da zu jedem " > 0 ein solches M existiert, folgt die Konvergenz der umgeordne-
ten Reihe gegen den Wert der urspriinglichen Reihe. Es gilt also
X X
a k Ak
k 1 k 1
Bleibt noch zu zeigen, dass auch die umgeordnete Reihe absolut konvergiert.
Dazu genugt es zu bemerken, dass (1) und (2) mit demselben Argument auch fur
die Betrage gilt, also
x X )
Jak] Ja k) " m £ M:
k1 k 1

Alsoist gz a k beschrankt und damit konvergent. iiiii

6.6
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Dass dieser Satz nicht selbstverstandlich ist, verdeutlicht der komplementé-
re Satz Uber bedingt konvergente Reihen.

Riemannscher Umordnungssatz Ist eine reelle Reihe konvergent, aber nicht
absolut konvergent, so existiert zu jeder reellen Zahl s eine Umordnung
dieser Reihe, die gegen s konvergiert.

fitth  Beweisskizze Setze
8 8
., Sa ako <0, ako;
a . a R
-0; a<Q; - a a<o:
Somit sind a* und a™ nicht-negativ,unda a* a undjaj a* a .
Betrachte nun

X X X
ak ay ay:
k 1 kK 1 kK 1
Die linke Seite konvergiert fur n ¥ 1 nach Voraussetzung. Wurde einer der
beiden Reihen auf der rechen Seite konvergieren, dann auch die andere. Konver-

gieren aber beide, so konvergiert auch
X X X

ay a JEME
k 1 k 1 k1
die Reihe ware also absolut konvergiert. Da dies nicht der Fall ist, gilt also

X X
ay 1; a, 1:
k 1 k 1
Dies ist die entscheidende Beobachtung.
Sei nun s > 0 eine beliebige reelle Zahl. Wir setzen s; 0 sowie K; K 0

und definieren induktiv

+ x + + x
Sn Sn 1 &;  Sn Sn ay; nki1i;
Ki 1<k K Kn 1<k Kn
wobei

n > o

Ky “min K:s, ; a,>s ;
Kg 1<k K

n X

Ky " min K: s} ag<s
Ky 1<k K

Da die hier auftretenden Summen fir K ¥ 1 divergieren, sind die betrachteten
Mengen nicht leer und K} und K; wohldefiniert. Aus dieser Konstruktion folgt
s <s <s; furalle n mit

Sn S Ay s sp  ag.:

6.7
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Wegen K, ¥ 1 und a, ¥ O fur n ¥ 1 zeigt dies, dass s;; und s;; gegen s

6.3
Konvergenzkriterien

Das einfachste Konvergenzkriterium ergibt sich aus dem Vergleichlginer
Reihe mit einer konveEgenten Majorante. Dabei heil3t eine reelle Reihe |, bp
Majorante einer Reihe ,an, wenn

janj bn
fur alle hinreichend groRen n gilt. O [edsichtlich ist notwendigerweise b, £ 0
fur alle diese n.

Majorantenkriterium  Besitzt eine Reihe eine konvergente Majorante, so ist
sie absolut konvergent.

fitth  Nach Voraussetzung existiert ein N £ 1, so dass

X X X
janj bn bh < 1.:
n N n N n N

P
Also ist die Absolutreihe |, janj beschréankt, und die Behauptung folgt mit dem

Die Kontraposition dieses Satz ist das entsprechende
Minorantenkriterium  Besitzt eine Reihe eine divergente Minorante — gilt also

an £Abpn £0

P P
far fast alle n und divergiert b, —, so divergiert auch |, a.

Die Wahl spezieller Majoranten fuhrt zu handlichen Konvergenzkriterien. Be-
sonders einfach und praktisch sind das Wurzel- g und das Quotientenkriterium g,
die auf der geometrischen Reihe als Majorante beruhen. Dabei greifen wir auf
die Definition der n-ten Wurzel vor, die erst in Abschnitt 7.15 erfolgt. Die Ergeb-
nisse dort sind aber unabhangig von diesem Kapitel, so dass kein Zirkelschluss
vorliegt.

Wurzelkriterium  Konvergiert die Folge Pjanj und gilt
q_

lim = janj <1

6.8
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P

so ist die Reihe , an absolut konvergent. Gilt dagegen

S

rI\l!nl janj > 1;
so ist diese Reihe divergent. —
fitth  Im ersten Fall existiert ein g mit 0 <qg <1 und ein N £ 1, so dass

q_

"jan) <g<1; n /& N:

P
Also gilt janj g" fur n /Eli\l, und die geometrische Reihe ,q" bildet eine

konvergente Majorante zu ,an. Im anderen Fall ist ja,j £ 1 fur fast alle n.

2z Beispiel Fur z 2 C und r > 0 betrachte man die Reihe
nz" z 2'z%2 3Z8
n 1

Man erhalt 513
q p_r

oo n s:n H I [
r!l!”]]_ n'jzj rI\'lnl n jzj jzj:

Somit ist die Reihe absolut konvergent fur jzj < 1, und divergend fur jzj > 1.

Far jzj 1 macht das Wurzelkriterium keine Aussage. 7/

Quotientenkriterium Gilt a, 0 fur fast alle n und konvergiert die Folge
sukzessiver Quotienten mit

so ist die Reihe , an absolut konvergent. Gilt dagegen

. jJan 1j
Ilmjni.lJ

. >1;
ntl jan)

so ist diese Reihe divergent.

fitth  Im ersten Fall gibtesein g mit 0<q <1 und ein N £ 1, so dass
jan 1j
janj

Alsoist jan 1j qgjanj fur n £ N. Mit Induktion folgt hieraus

q<l n &£ N:

janj 9" Njanj cq™ nZ&N:;

P
mit der Konstanten ¢ g Njanj. Alsoist ,cg" eine konvergente Majorante.

Im anderen Fall gibt es ein N £ 1, so dass janj £ jan 1j £ .. £ janj > 0 fur

6.9
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2z Die Exponenzialreihe

”)J(Zn 72 28
exp 2 ! R TIEY

n

ist fur jedes z 2 C absolut konvergent. Fur z O ist dies trivial, und fir z 0
gilt
jan aj gzt ontjzj o
janj n 1!jzj" n 1°

0; n?t 1:

Dasselbe Ergebnis erhalt man auch mit dem Wurzelkriterium, denn
s

q___ on .
"janj " J%JI iLG# 10; nyi 7/

Konvergieren im Wurzel- und Quotientenkriterium die entsprechenden Aus-
dricke gegen 1, so ist vollig o [ed, wie sich die Reihe verhalt. Dann missen
andere Kriterien herangezogen werden, wie zum Beispiel das

Verdichtungskriterium Sei an eine monoton fallende Nullfolge. Dann
haben die beiden Reihen

X X
an; 2"aon:
nkl nZ£0

dasselbe Konvergenzverhalten. Das heif3t, beide Reihen sind entweder
absolut konvergent oder divergent.

fitth  Sei m A& 0. Auf Grund der Monotonie der a, gilt

X X X
aom 1 ak agm,
2m<k 2m 1 2m<k 2m 1 2m<k 2m 1
also
X
2Maom 1 ax 2Maom:
2m<k 2m 1

Summieren wir Uber m 0;..;n, so erhalten wir

X 2 X
2%agK 1 ax 2Xau:
k 0 k 2 k 0
P
Konvergiert die rechts stehende Reihe, so konvergiert auch | ax. Konvergiert
letztere Reihe, so konvergiert auch die linke Seite, und damit auch wieder die
rechte Seite. Im Fall der Divergenz argumentiert man ebenso. Somit haben beide

6.10
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12 z Betrachte die allgemeine harmonische Reihe
X1 1 1
- 1 -
ng N 2 3

fir > 0. Das Wurzel- und das Quotientenkriterium sind nicht anwendbar, denn

a— 1
" an P= ]
n
und
an o n 1 Ly
an 1 n n
lhre verdichtete Reihe ist
X n 1 X n n X 1 n
2 on 2 2 :
n O n 0 n O

Wegen 21 <1 fur = 1 konvergiert die allgemeine harmonische Reihe also
fur > 1. lhre Divergenz fur 1 ist ohnehin klar, da dann die harmonische
Reihe eine divergente Minorante ist. 7

Die allgemeine harmonische Reihe konvergiert langsamer als die geome-
trische Reihe. Als Majorante liefert sie daher ein Konvergenzkriterium, dass

in Situationen hilft, wo das Wurzel- oder Quotientenkriterium keine Aussage
ermoglichen. Dies fuhrt zum

P
13 Raabe-Kriterium Eine Reihe [ an mit positiven Gliedern ist konvergent,
wenn es ein > 1 gibt, so das

an 1 _
an n

fur fast alle n. Gilt dagegen

a 1
”71;151 =
an n

far fast alle n, so ist die Reihe divergent. —

fitth ~ Gilt die Ungleichung fir alle n £ N, so folgt induktiv

h'd
an 1 aN 1

k N k

Also gilt mit einer hinreichend groRen Konstanten c fur alle n

h'd

6.11
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Es gilt aber

hd 1
_—: nZE1:
n

k 1 ' k
Fir n 1 istdies richtig, und der Induktionsschritt von n 1 auf n reduziert
sich auf
1 1.
n 1 n n
Dies ist aber aquivalent zur Bernoullischen Ungleichung

1 1
1 — 0 1 =
n n n

Somit ist ein Viglfaches der allgemeinen harmonischen Reihe eine konvergente

Majorante fur |, an. Die Divergenzbehauptung folgt analog. iiiii

2z Beispiel Betrachte die Reihe
X13. 2n 1
mElZ 4 .. 2n 2
Der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder ist

an 1 2n 1
an 2n 4’

On

Da dieser gegen 1 konvergiert, ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar.

Wegen
2n 1, _3 1 2. e
2n 4 2n 4 3n

ist aber das Raabe-Kriterium anwendbar, die Reihe also konvergent. 7

Die bisherigen Konvergenzkriterien betre [en die absolute Konvergenz. Die
bedingte Konvergenz ist subtiler. Daher erwédhnen wir nur das einfachste Kriteri-
um fur sogenannte alternierende Reihen. Dies sind reelle Reihen der Form

X

1"a, ag a3 a»
n 0

mit an £ 0 fiur alle n.

Leibniz-Kriterium Ist a, eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert
die alternierende Reihe

X
1"a, ag a1 a»
n 0

6.12
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fitth  FOr die Partialsummen dieser Reihe erhalten wir

Son 1 Son 1 a@gn azn 1 EO;
Son 2 S2n @2zn 2 ax; 1 O

Son 2 Szn 1 A 2A£O:
Es gilt also
S1 S3 .. S2n1 S2n1 Sen2 S2n .. S2  So; nkl

Die >ungeradenc< Partialsummen sind also monoton steigend, die >geradenc< Par-
tialsummen monoton fallend, und beide sind beschrankt. Somit konvergieren
Son und spn 1 . Wegen

O son s2n1 axn &0

2 Die alternierende harmonische Reihe

Xlnllllll
n 2 3 4

n 1

konvergiert nach dem Leibnizkriterium 14, denn 1=n & 0. lhr Wert ist Ubri-
gens log2. 7

6.4
Potenzreihen

Eine Reihe der Gestalt

X
an Zz a
nAO0

n

mit komplexen Koe [ziehten heif3t komplexe Potenzreihe um den Entwicklungs-
punkt a. Sind die Koe [zZiehten a, und a wie auch die Variable z reell, so spricht
man von einer reellen Potenzreihe. Die Theorie fur beide Arten von Potenzreihen
ist jedoch dieselbe. Wir betrachten daher von vornherein den komplexen Fall und
sprechen einfach von Potenzreihen.

Bei Potenzreihen stellt sich die Frage der Konvergenz der Reihe eigentlich
fur jedes einzelne Argument. Tatséchlich sind die Verhéaltnisse aber wesentlich
einfacher.

6.13
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Abb 1

Absolute und gleichmaRige
Konvergenz auf Dy a D, a “o

Lemma Konvergiert die Potenzreihe
X

z ahz a
nAO

n

in einem Punkt zg 2 C, so konvergiert sie auch in jedem Punkt z 2 C mit

jz a jzo aj: ~

Die Konvergenz ist sogar gleichmaRig auf jeder Kreisscheibe jz aj r mit
r <jzo aj.Aber dieser Aspekt wird uns erst spater beschéaftigen, wenn es um
Fragen wie Stetigkeit und Di Cerkenzierbarkeit geht.

fitth  Konvergiert im Punkt zg, so bilden die Koe [ziehten von Zo eine
Nullfolge. Es gilt also
C supjan zo a"j<d:
nAo
Mit diesem c gilt somit
- c
Jan) ———n: n £ 0:
" jzo aj"
Betrachten wir nun einen beliebigen anderen Punkt z mit jz aj r <jzo aj,
so ist dort

janz aj janjr"® ——x cq

mit
r
— <1l
. JZo 4

Somit besitzt die Potenzreihe fur alle diese z eine konvergente geometrische

Dieses Lemma beinhaltet folgende Umkehrung. Divergiert die Potenzreihe
in einem Punkt zgp, so divergiert sie in jedem Punkt z mit jz aj > jzp aj.

6.14
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Denn konvergierte sie in z, so musste sie ja aufgrund dieses Lemmas auch in
zo konvergieren. Aus diesen Uberlegungen folgt, dass jede Potenzreihe einen
eindeutigen Konvergenzradius besitzt.

Konvergenzsatz fur Potenzreihen Zu jeder Potenzreihe
X

z anz a
n&o

n

existiert ein eindeutiger Konvergenzradius R 2 0;1 derart, dass sie fur
alle z2 C mit jz aj <R konvergiert, und fur alle z2 C mit jz aj>R
divergiert.

fitth  Die Menge
K fz2C: z ist konvergentg
enthalt immer den Punkt a, ist also nicht leer. Somit ist
R supfjz aj:z2Kg

ein wohldefiniertes Element von 0;1 . Fur dieses R folgen die Behauptungen
mit dem vorangehenden Lemma. Denn ist beispielsweise jz aj <R, so muss es
ein zp 2 K geben mit jzo aj>jz aj.Mit dem vorangehehenden Lemma folgt

Fur den Konvergenzradius R einer Potenzreihe  gilt damit:
(i) Im Fall R O divergiert fur jedes z a.
(i) ImFall R 1 konvergiert fiur jedes z 2 C.
(iii) Im Fall 0 < R < 1 konvergiert in jedem Punkt z mit jz aj <R und
divergiert in jedem Punkt z mit jz aj >R.
Man nennt die abgeschlossene Kreisscheibe

fz2C: jz aj Rg;

den Konvergenzkreis der Potenzreihe. Uber Konvergenz oder Divergenz in Punk-
ten auf dem Rand fz 2 C:jz aJ Rg dieses Konvergenzkreises lasst sich
allerdings ohne weitere Annahmen nichts sagen. Dort kann das Verhalten sogar
auBerordentlich >wild< sein.

Es gilt Ubrigens folgende Formel, die wir allerdings nicht bendtigen und
deren Beweis wir als Ubung Uberlassen 4.13.

Forrqgl von Hadamard FuUr den Konvergenzradius R einer Potenzreihe
nan z a"gilt
1
limsupne g A-’J-anj

6.15
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Abb 2

Zwei Konvergenzkreise
fur 1z 1

mit den Vereinbarungen 1=-0 1 und 1=1 0.

z Beispiel Betrachte die Potenzreihe
x
z z™:
nAO
Aufgrund des Wurzelkriteriums konvergiert sie fur jzj < 1 und divergiert fur
jzj > 1. Ilhr Konvergenzradius ist also R 1. Tatsachlich ist dies die geometri-
sche Reihe zum Faktor z. Es ist also
x 1
z z"n jzj < 1;
[g:0] 1z
und man spricht von der Entwicklung der Funktion 1 z ! inihre Potenzreihe
am Punkt a 0.
Die Funktion 1 z 1! istallerdings auf ganz Cnflg erklart, und tatséchlich
kénnen wir sie auch in jedem anderen Punkt a 1 in eine Potenzreihe entwickeln.
In diesem Fall ist die Rechnung auch nicht schwer. Es ist

1 1 1 1
1 z 1 a zZ a 1a:L Z a
1 a
1 X z an™ X 1 n.
1 a 1 a 1a”12a'
nAO nAO0

Diese Reihe hat den Konvergenzradius R ja 1j. GroRer kann er nicht sein, da
die Reihe ja nicht in einem Punkt konvergieren kann, wo die Funktion 1 z 1
nicht erklart ist. 7
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6.5
Reihen in Banachrdumen

Bisher haben wir Reihen mit reellen oder komplexen Gliedern betrachtet.
Reihen kann man aber auch aus Elementen eines beliebigen Banachraumes bilden,
denn wir benétigen ja nur die Operation der Addition und die Konvergenz der
Partialsummen. p

Eine Reihe in einem Banachraum E ist also ein Ausdruck der Form  an
mit Gliedern a, 2 E. Die Reihe heil3t konvergent in E, wenn die Folge ihrer
Partialsummen in E konvergiert.

Das Cauchykriterium », das Nullfolgenkriterium 3 und der Satz von der
absoluten Konvergenz 5 gelten unverandert weiter, wir missen lediglich den
Betrag durch die Norm von E ersetzen. Dasselbe gilt fur das Wurzel- und Quoti-
entenkriterium, welches zum Beispiel wie folgt lautet.

Quotientenkriterium fur Banachraumreihen Gilt a, 0 fir fast alle n und

kan 1k
ntl1 kapk

<1

P P
so konvergieren die Reihen ,a, und [ kank — man sagt, die Reihe ist
normal konvergent. Gilt dagegen

kan lk

>1
ntl kapk

so ist die Reihe divergent.

Nicht mehr gelten solche Sétze, die auf der Anordnung von R grinden,
die also — wie das Leibnizkriterium — zum Beispiel den Begri [C_dkr Monotonie
verwenden.

= Reihen beschrankter linearer Operatoren

Sei E;j j ein Banachraum, wobei wir die Norm diesmal mit einem Strich
bezeichnen. Fur einen linearen Operator A: E ¥ E sei

kAk ”supj'.b\i).(J sup jAXj;
x 0 JX] jxj 1

wobei auch der Wert 1 zugelassen ist. Man nennt A beschrankt, falls kAk < 1,
und bezeichnet mit

L E fA: ETE: KAk<1g
den Raum aller beschrénkten linearen Operatoren auf E. Fir A2 L E giltimmer

JAX) KkAKjXj; X2 E: 3)
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Satz Auf L E definiert k k eine Norm, die von j j induzierte Operatornorm.
Mit dieser wird L E ein Banachraum.

fitth  Der Beweis ist nicht schwierig, wir Ubergehen ihn hier aber. Einen etwas
allgemeineren Satz beweisen wir im Kapitel sMehrdimensionale Di Lerenziation«

2 Beispiel Fur E  R" ist L E der Raum aller linearen Abbildungen des R"
in sich selbst. Diesen kann man mit dem Raum aller reellen n n-Matrizen
identifizieren, seine Dimension ist also n?. Als endlich-dimensionaler normierter
Raum ist er volilstandig 731. 7

Operatoren in L E kdnnen wir multiplizieren, indem wir sie hintereinan-
der ausfuhren. Das Ergebnis ist wieder ein beschréankter Operator, denn fur
Operatoren A;B2 L E qilt

kABk kAkkBk:
Denn aus (3) folgt ja
JABXj kAkjBxj kAkkBkjxj; X 2 E:

L E bildet daher eine Banachalgebra: in ihr kdnnen wir addieren und multipli-
zieren, und diese Operationen vertragen sich mit der Norm. — Ein erstes Beispiel
ist die Neumannreihe.

Satz Sei A2L E .Gilt kKAk<1,soist | A umkehrbar, und es ist
X
I Al Ak
kA0

genannt die Neumannreihe von A.

fitth - FUr kAk < 1 ist die rechts stehende Reihe normal konvergent, und
X X X
I A AK AK AK I
kO KAO KA1
Dasselbe git, wenn die Faktoren vertauscht werden. Also definiert die Neumann-

reihe die Umkehrabbildung von I A. iiiii

Ein zweites Beispiel ist die Exponenzialreihe, die eine zentrale Rolle in der
Untersuchung und Beschreibung linearer Di Lerknzial- und Evolutionsgleichungen
spielt. Wir kommen darauf im nachsten Band >Etwas mehr Analysis< zurlck.

Definition und Satz Das Exponenzial von A2 L E ist die Reihe
X Ak

AT — 1 A iA2 iA3
exp oK 21 3!

6.18
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Diese Reihe ist normal konvergent in L E , und es gilt
kexp A k exp kAk:
ith - Aus KABKk  kAkkBk folgt mit vollstandiger Induktion
kAKk  KAKK;  kEL
Daher gilt wegen der absoluten Konvergenz der reellen Exponenzialreihe
X kakk X gakk X Ak

kok! kok! kOk!

exp kAk < 1

fur alle n £ 1. Somit konvergiert die Reihe exp A normal in L E . Die behaup-
tete Ungleichung folgt dann aus
Xopk Xogakg X gakk

« o K! o K o K

exp kAk

und Grenzubergang n ¥ 1. iiiii
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Aufgaben

1 Welche der folgenden Aussagen ist wahr? Eine Reihe ist konvergent genau dann, wenn
a. die Folge ihrer Partialsummen beschrankt ist.

die Folge ihrer Partialsummen konvergent ist.

ihre Glieder eine Nullfolge bilden.

ihre Glieder eine streng monotone Nullfolge bilden.

® o 0o T

ihre Glieder eine alternierende Nullfolge bilden.

F)
2 Sei gn Jjan 1=anj. Welche der folgenden Aussagen Uber an sind korrekt?

a. Hat g, keinen Grenzwert, so ist die Reihe divergent.
b. Ist gy <1 fur fast alle n, so ist die Reihe konvergent.
c. Ist gn <2=3 fiur fast alle n, so ist die Reihe konvergent.
d. Ist gn 1 fur unendlich viele n, so ist die Reihe divergent.
e. Ist gy, 1 fur fast alle n, so ist die Reihe divergent.
. . X 1 n
3 FOr n £0 gilt EAEJ' 5
1k 20
4 Bestimmen sie die Werte der Reihen
X 1n X 1
a. —_— . —_—.
2
n/&O0 2" nkl an 1
5 Untersuchen sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.
X _noa L X xPag PR
nZ 3n 1 n" n
x _ p_ X in x n!
d. in Ion 1 pn e. _— f.
n 1"n 35 2n 1
X 1 N
g. 1 p=

n

x
6  FUr die Partialsummen der Reihe e WEO 1=k! gilt die Fehlerabschatzung
j j< 1. £ 1
Je snj an’ n :

8
<1=n; n gerade;

P
7 Zeigen sie die Divergenz der Reihe an mit ap
1=n?; n ungerade.

8 Untersuchen sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, wobei 0 <g<1und >1.
a. qpﬁ b. qlogn c. qlog n d. qlog logn
nkl nkl =) nkl nk2
9 Sei an, monoton fallend und g1an s endlich.Danngilt0 a, s=nfiurnk£1l

und na, ' O.

10 Verallgemeinertes Wurzel- und Quotientenkriterium  Gilt 5.5 43

q

. R R . an 1
limsup" janj <1 oder limsup —
nil nil

<1;

1

an

P
soist ,an absolut konvergent.
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P P
Abelsche partielle Summation Sei | akbk eine Zahlenreihe. Mit B, 1 k nbk gilt

dann

X X
akbk amBm an 1Bn ak ak 1 Bk; n<m:
n<k m n<k<m

Hinweis: Schreiben sie by Bx Bk 1.

Abelsches E)onvergenzkriterium Ist _a, monoton und beschrankt und konvergiert
die Reihe by, so konvergiert auch  apbn. Hinweis: Aufgabe 11.

Dirichletsches Konvergenzkriterium Konvergiert ap mlgnoton gegen Null und sind
die Partialsummen von b, beschréankt, so konvergiert apbp. Hinweis: Aufgabe 11.

P

Die Reihe  , an sei konvergent. Zeigen Sie die Konvergenz der folgenden Reihen.
x 1" X 1 2n? x

a. an 1 — b. an——— C.

n 1 n?

nElL o n&L n&L

Die Reihe , an habe positive Glieder und sei divergent. Was kann man tber die fol-

genden Reihen aussagen?

an" n

a X _an X an c X _an
.1 an ", 1 n2a, | alﬁ:) o
Cauchyscher Produktsatz ~ Sind die Zahlenreihen | gzoax und o by absolut konver-
gent, so ist
X X X X
ax b Cn; Cn aibn i
kA0 1£0 n&ko Oin

wobei auch die rechte Seite absolut konvergiert. Dafur schreibt man auch kirzer
X X X X X
ak by axby axby:
KEO  1EO k;| £0 nEOk | n

Dazu zeige mé,n:

a. Fur cm k | maxkb gilt
ak b Cm jakj  jbij jakj  jbij:
0 kn Ol n 0 m 2n k>n I<n k<n I>n

b. Ferner gilt
Cm Cm Jaj  jbij Jjaj  jbij:
MmO 0m 2n k>n 1£0 KO I>n
c. Man schatze

X X X
ax b Cm
KEO 140 m/o

durch die vorangehenden Ausdriicke ab.

Bestimmen sie den Konvergenzradius der Reihen

X 7, 7 X X i
n n. " n

o7 b. q"z"; 0<qg<1. c. mz

Man beweise die Formel von Hadamard 1g zunéachst unter der Annahme, dass lim Pjanj

existiert, und danach fur den allgemeinen Fall 5.5 43 .

a.
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Sei 2LV invertierbar. Gilt kAk <k 1k ', so ist auch A invertierbar, und es
gilt
k Tk
k Ak ————:
1 k kkAk

Eine punktféormige Schnecke kriecht auf einem 1 m langen Gummiband mit der konstan-
ten Geschwindigkeit von 5 cm/min vorwarts. Am Ende der ersten und jeder weiteren
Minute wird das Band homogen um jeweils einen Meter gedehnt. Wird die Schnecke

in endlicher Zeit das rechte Ende erreichen, wenn sie zu Beginn der ersten Stunde am
linken Ende startet?
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Stetigkeit

Mit dem Begri [_dér Stetigkeit verbindet sich die Vorstellung einer Bewegung
ohne abrupte Spriinge, oder einer Kurve, die man »in einem Zug und ohne
abzusetzen«< zeichnen kann.

Naturlich ist dies keine mathematische Definition. So gibt es stetige Kurven,
die ein Quadrat vollstandig ausfullen und sich damit jedem Zeichenversuch ent-
ziehen. Oder es gibt Funktionen, die in irrationalen Punkten stetig, in rationalen
Punkten dagegen unstetig sind.

Préaziser ist schon folgende Vorstellung. Wenn man sich mit dem Argument
einer Funktion einem festen Punkt nahert, so sollten sich auch die zugehorigen
Funktionswerte einem festen Wert nadhern, und nicht wild herumspringen. Be-
schreiben wir den Abstand zum festen Punkt durch  und den Abstand zum
festen Wert durch ", so erhalten wir bereits den Begri [_der Stetigkeit in einem
Punkt in der heute Ublichen "- -Charakterisierung.

Anders als in der naiven Vorstellung ist diese Stetigkeit aber lediglich eine
lokale Eigenschaft. Sie kommt einem einzelnen Punkt im Definitionsbereich zu
und hangt ausschlie3lich vom Verhalten der Funktion in einer kleinen Umgebung
dieses Punktes ab.

Erst die Stetigkeit in allen Punkten des Definitionsbereichs kommt der naiven
Vorstellung néher. Sie bildet die Grundlage fur so fundamentale Sétze wie den
Zwischenwertsatz, den Satz Giber Umkehrfunktionen oder den Satz Giber Minimum
& Maximum.

7.1
Stetige Funktionen und Abbildungen

Wir betrachten zuerst reelle Funktionen f: D T R, wobei D eine beliebige
Teilmenge der reellen Zahlen bezeichnet. Daftr schreiben wir auch kurz

7.1
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Abb 1

Im Punkt a stetige
Funktion 2

fa /W U~ f a

f: R DUT!'R:

Typischerweise ist D ein Intervall, aber dies spielt fur die folgenden Betrachtun-
gen keine Rolle.

Definition Eine Funktion f: R D ¥ R heil3t stetig im Punkt a 2 D, wenn es
zu jedem " >0 ein > 0 gibt, so dass
t2D N jt aj< > jft faj<™ 1)

Dricken wir dies mit Umgebungen aus, so ist eine Funktion f: D ¥ R stetig
im Punkt a 2 D, wenn es zu jedem " >0 ein > 0 gibt, so dass f jeden Punkt
in U a \D aufeinenPunktin U~ f a abbildet. Es gilt also

t2U a\D ) ft 2U-f a ; 2
oder noch krzer
fU a\D U fa : 3)

FUr den Graphen von f bedeutet dies, dass es zu jedem horizontalen "'-Streifen
W um den Bildpunkt f a einen vertikalen -Streifen V um den Urbildpunkt a
gibt, so dass der Graph von f Uber V \ D ganz in W enthalten ist app1 -

Man beachte, dass nur solche t 2 U a betrachtet werden, die auch zum
Definitionsbereich D von f gehdren. Es wird nicht vorausgesetzt, dass f auf der
gesamten -Umgebung von a definiert ist.

z Beispiele a. Eine konstante Funktion t , c ist in jedem Punkt stetig.
b. Eine lineare Funktion t , mt b ist in jedem Punkt stetig. Denn zu
" >0 waéhle
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Abb 2
Im Punkt a unstetige P
Funktion g

fa )

Fir jt aj< giltdann
jmt b ma bj jmjjt aj<jmj <™

Dieses konnen wir unabhangig vom Punkt t wahlen.
c. Fur die Parabel t , t? gilt aufgrund der zweiten binomischen Formel

jt> a?%j jt ajjt aj:

In einer kleinen Umgebung von a ist jt aj<1 jaj. Wahlen wir also

jit aj<
A 1 jaj

fir alle " > 0 hinreichend klein, so wird
jt2 a’j< jt aj<"
In diesem Fall hangt sowohl von ™ als auch von a ab. 7

Definition Eine Funktion f: R D ¥ R heif3t unstetig im Punkt a 2 D, wenn
sie dort nicht stetig ist.

Somit ist f im Punkt a unstetig, wenn es ein " > 0 gibt, so dass in jeder
-Umgebung von a wenigstens ein Punkt t 2 D existiert, so dass

ft U~ f a

Stetigkeit in einem Punkt ist eine lokale Eigenschaft. Das heil3t, sie hangt
nur vom Verhalten der Funktion in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses
Punktes ab. Mehr noch, man kann von der Stetigkeit in einem Punkt a nicht auf
die Stetigkeit in einem anderen Punkt b schlieen, auch wenn er noch so nahe
bei a liegt. Ein Beispiel hierfur ist die Thomaefunktion 5.1> .

Nun noch die globale Stetigkeit.

Definition Eine Funktion f: D ¥ R heil3t stetig auf D, oder kurz stetig, wenn
sie in jedem Punkt von D stetig ist.

09.02.2022 — 15:04 7.3

161



162

7 — Stetigkeit

Abb 3

Signumfunktion 1

Umgekehrt ist f auf D unstetig, wenn sie in wenigstens einem Punkt von D
unstetig ist. Ein unstetiger Punkt gentigt also, um die Stetigkeit auf ganz D zu
ruinieren.

z a. Die Betragsfunktion t , jtj ist auf R stetig.
b. Die Vorzeichen- oder Signumfunktion

8

3 1, t=>0
sgh: RTR; sgnt = o t O

-1 t<O

ist in O unstetig und in allen anderen Punkten stetig.
c. Die GauRBklammer t , t istin jedem Punkt a2 R Z stetig und in
jedem Punkt a 2 Z unstetig.

d. Die Dirichletfunktion
8
<1 t2
cRTIR; - Q
-0t Q
ist in keinem Punkt stetig.
e. Ist f: D ¥ R stetig, so ist auch die Einschrankung von f auf eine
beliebige Teilmenge von D stetig. Fur die Stetigkeit ist es daher unerheblich, ob
die Definitionsmenge D eine >schéne< Menge ist. 7/

= Stetige Abbildungen

Der Begri [C_der Stetigkeit ist nicht nur fur reellwertige Funktionen auf der
reellen Geraden erklart. Er ist auch sinnvoll fur Abbildungen zwischen Raumen,
in denen in irgendeiner Weise ein Abstand definiert ist. Als erste Verallgemeine-
rung in diese Richtung definieren wir nun Stetigkeit fur Abbildungen zwischen
normierten Vektorraumen. FUr den Anfang kann man sich darunter den R"™ und
R™ mit der euklidischen Norm vorstellen.

Seien E;k kg und F;k kg normierte Vektorraume und

f:E DZUYF
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Abb 4
Im Punkt a stetige f —
Abbildung w7 f U a
°
fa
wa - e
U oa U f a

eine Abbildung, wobei D eine beliebige Teilmenge von E sein darf. Die Stetig-
keitsdefinition ; Ubertrégt sich auf diese Situation, wenn wir den reellen Betrag
durch die entsprechenden Normen ersetzen.

Definition Eine Abbildung f: E D ¥ F heil3t stetig im Punkt a 2 D, wenn es
zu jedem " >0 ein > 0 gibt, so dass

Xx2D Mkx akpe< D) kfx fakgp<™ 7
Um dies wie in (2) und (3) durch Umgebungen auszudriicken, sei
U a “fx2E: kx akg< g¢;
U-b “fy2F: ky bk <"g:
Dann erhalten wir folgende

Aquivalente Definition Eine Abbildung f: E D I F heiRt stetig in a 2 D,
wenn zu jeder "-Umgebung um f a eine -Umgebung um a existiert, so
dass

fU a\D U-fa : —

Far D R und F R erhalten wir wieder unsere Definition fur reelle
Funktionen ;. — Globale Stetigkeit ist wie zuvor erklart:

Definition Eine Abbildung f: E D ¥ F heil3t stetig auf D, oder kurz stetig,
wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist.

= Das Folgenkriterium

Der nachste Satz charakterisiert Stetigkeit mithilfe von Folgen. Dies erlaubt
uns, Stetigkeitssatze aus entsprechenden Satzen tber Folgen zu erhalten.

Folgenkriterium Eine Abbildung f: E D Y F ist stetig im Punkt a 2 D
genau dann, wenn fir jede Folge X, in D gilt:

lim X a limf x fa:
nig " D ntg "

7.5
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Wichtig: Dies muss fur jede Folge in D mit Grenzwert a gelten, nicht nur
fur eine, die einem gerade gut passt.

fitth ) Sei f stetigin a und X, eine beliebige gegen a konvergierende
Folge in D. Sei " > 0. Dann existiert dazu ein > 0, so dass

kf x fak<" x2U a \D:

Wegen x, ¥ a existiert zu diesem >0 ein N £1, so dass
kxn akg< ; n £ N:

Da alle xn in D liegen, giltauch x, 2 U a \ D fur n £N, und wir erhalten
kf xn fak<" n £ N:

Da fur jedes " > 0 ein solches N £ 1 existiert, gilt f x, ¥ f a .
( Wir zeigen die Kontraposition. Angenommen, f ist nicht stetig in a.
Dann gibt es ein " > 0 und zu jedem n £ 1 einen Punkt x, 2 U1, a \ D mit

kf xn f akg&£E™
Wir erhalten eine Folge x, in D mitx, ¥ a,aber f x, 3f a . iiii
Die Negation des Folgenkriteriums 3 ergibt ein handliches

Unstetigkeitskriterium  Gibt es wenigstens eine Folge X, in D mit x, ¥ a,
aber f x4 3f a ,soist f im Punkt a unstetig. —

z Beispiele a. Die GaulRklammer ist unstetig in jedem Punkt m 2 Z, denn
lim m 1=n m 1 m m:
ntl
b. Die Signumfunktion ist unstetig im Punkt O, denn
limsgn 1=n 1; lim sgn 1=n 1;
nil nil
aber sgn O 0. 7

Nun noch die globale Version des Folgenkriteriums. Der Beweis sei als Ubung
Uberlassen 5.

Satz Eine Abbildung f: E D ¥ F ist stetig auf ganz D, wenn sie jede
konvergente Folge in D in eine konvergente Folge in F abbildet. ™

Ist also f auf D stetig und konvergiert die Folge X, in D, so gilt
l!l!rr:}_f Xn f Al{g_xn :
Bei stetigen Funktionen darf man also >lim< und >f«< vertauschen.
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= Stetigkeitssatze

Wie bei der Konvergenz von Folgen fragen wir nun, wie sich Stetigkeit mit
Kérper- und Vektorraumoperationen vertragt. Zuerst betrachten wir reellwertige
Funktionen auf einer beliebigen Teilmenge D eines normierten Vektorraums E
und die Kdrperoperationen in R.

Satz  Sind die Funktionen f;g: E D ! R stetig im Punkt a 2 D, so sind es
auch die Funktionen f g, fg sowie f=g,fallsga 0.

fitth Betrachte zum Beispiel f=g. Ist X, eine beliebige Folge in D mit
Grenzwert a, so gilt aufgrund der Stetigkeit von f und g 3

fxha IFfa; gxn YTga:

Wegen g a 0 giltdann auchs7 f x, =g xn ¥ f a =g a . Das ist gleichbe-
deutend mit

f=g xn ¥ f=g a:

Da dies fiir jede solche Folge gilt, ist f=g in a stetig 3. Alles Ubrige beweist man

genauso. iiiii

Korollar Sind die Funktionen f;g: D ¥ R stetig auf D, so sind es auch die
Funktionen f g, fg sowie f=g, falls g 0 auf ganz D.

Bemerkung Aufgrund dieses Satzes bildet der Raum
CD ™ f:DUYR:fiststetigaufD

einen reellen linearen Vektorraum. Da auch das Produkt zweier Elemente in ihm
erklart ist, ist er sogar eine Algebra.

2 Beispiel Aus der Stetigkeit der konstanten Funktionen und der Identitéts-
funktion folgt s die Stetigkeit aller Polynome, also Funktionen p: R ¥ R der
Gestalt

pt ant" a, 1t"! .. at ap
mit reellen Koe [ziehten ag;..;an. 7

Far Abbildungen in einen beliebigen normierten Vektorraum F sind lediglich
Linearkombinationen erklart. Der entsprechende Satz lautet hier 534

Satz  Sind die Abbildungen f;g: E D ¥ F stetig im Punkt a 2 D, so ist es
auch jede Linearkombination f g: D I F. Entsprechendes gilt fur die
Stetigkeit auf ganz D.

7.7
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Abb 5
Komposition von °
f und g f fa 9
ae egfa
g f

Wir betrachten nun die Komposition zweier stetiger Abbildungen. Vorausge-
setzt wird dabei naturlich, dass diese Komposition wohldefiniert ist.

Satz Die Komposition g f sei auf D wohldefiniert. Ist f stetig im Punkt
a2 D und g stetig im Punkt f a , so istauch g f stetig im Punkt a.

fitth  Sei Xn eine konvergente Folge in D mit x, ¥ a. Aufgrund der Stetig-
keitvon f giltdann f x, ¥ f a 3.Danngiltauchg f x, ¥ gf a wegen
der Stetigkeit von g im Punkt f a 3. Somit gilt auch
gf xp, ¥ gf a:

Da dies fur jede Folge X, in D mit x5 ¥ a gilt,ist g f im Punkt a stetig. iiiii

Korollar Ist f stetig auf D und g stetig auf einer Obermenge von f D , so
istauch g f stetigauf D. —

z Die Funktion
P
t, 1 t2

ist auf R stetig. Denn das Polynom 1 t? ist auf R stetig und nichtnegativ, und
die Wurzel istauf 0;1 ebenfalls stetig, wie wir in Abschnitt 2 sehen werden. 7

= Lipschitzstetige Abbildungen

Eine wichtige und sehr handliche Klasse stetiger Abbildungen bilden die
lipschitzstetigen Abbildungen.

Definition Eine Abbildung f: E D ¥ F heil3t lipschitzstetig auf D, wenn es
eine Konstante L £ O gibt, genannt Lipschitzkonstante, so dass

kf u fvk Lku vkg; u;v 2 D:
Eine solche Funktion mit Lipschitzkonstante L heil3t auch L-lipschitz.

Bemerkungen a. Mit L ist auch jede reelle Zahl L° £ L eine Lipschitzkon-
stante.
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b. Ist f lipschitz auf D, so ist

L su kf u fv ke <1
u \F/) ku VkE '
u;v2D

und dies ist auch die kleinstmdgliche Lipschitzkonstante auf D 5.17.
c. Lipschitzstetige Funktionen heif3en auch dehnungsbeschrankt, was diese
Eigenschaft recht anschaulich beschreibt.

Die Berechtigung der Bezeichnung ergibt sich aus dem néchsten Lemma.

Lemma Jede lipschitzstetige Funktion ist stetig. —

fitth  Sei f L-lipschitz. Zu gegebenem " > 0 wéahle man =L 1 =0.

Fur alle u;v im Definitionsbereich von f mit ku vkg < gilt dann

L
kf u fvk Lku vke<L — <™
L 1

Da unabhangig vom betrachteten Punkt ist, folgt daraus die Stetigkeit von f

2 a. Auf jedem normierten Raum sind konstante Funktionen O-lipschitz, und
die ldentitat ist 1-lipschitz.
b. Auf jedem normierten Raum ist die Norm k k 1-lipschitz, denn dies ist
gerade die umgekehrte Dreiecksungleichung,

kuk kvk ku vk:

Insbesondere ist die Betragsfunktion j j 1-lipschitz auf R.
c. Auf C sind die Abbildungen

z ., <z z , =Z; zZ ,Z

samtlich 1-lipschitz. Zum Beispiel ist
zZ Z W W jz wj jz Wwj
2i 2i 2

J=z =wj jz wj:
d. Die Parabel t , t? ist auf R nicht lipschitz, denn fiir u>v 0 ist

2 2

ju? v ju?
ju vijuj

nicht beschrankt. Sie ist aber lipschitz auf jedem beschrankten Intervall 5.15. 7

juj

7.9
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Abb 6

Zwischenwertsatz
von Bolzano

7.2
Stetige Funktionen auf Intervallen

Wir betrachten nun einige fundamentale Eigenschaften stetiger reellwertiger
Funktionen auf einem Intervall, also Funktionen f: a;b ¥ R. Dazu zahlen
der Zwischenwertsatz g, der Satz Uber Umkehrfunktionen 13, und der Satz vom
Minimum & Maximum 1; . — Zuerst die Zwischenwertsatze.

Zwischenwertsatz von Bolzano Sei f: aj;b ¥ R stetigund f a fb.
Dann existiert zu jeder reellen Zahl w zwischen f a und f b mindestens
ein Punkt c 2 a;b mit f c w.

Bemerkung Der Zwischenwertsatz gilt o Cenlsichtlich nicht, wenn f nicht
stetig oder der Definitionsbereich kein Intervall ist — siehe Abbildung 7.

fitth - Wir kbnnen annehmen, dass f a <w < f b . Andernfalls gehen wir
zur Funktion f und dem Zwischenwert w Uber und wenden den folgenden
Beweis darauf an.

Betrachte die Menge

AT t2 ab :(ft <w a:b :

Diese Menge ist nicht leer, denn a 2 A. Aullerdem ist sie beschrankt. Somit

existiert ¢ supA, und o [edsichtlichist c 2 a;b . Wir zeigen, dass f ¢ wW.
Aufgrund des Approximationsatzes s o7 existiert eine Folge t, in A mit

limhe1ty, c. Mit der Stetigkeit von f und f t, <w fur alle n folgtsg

limf t, fc W
ntl

Wegen w <f b istc b undsomitc<b.Wéarenun f ¢ <w, soware f aus
Stetigkeitsgrinden auch in einer kleinen, ganz in a;b enthaltenen Umgebung
von ¢ kleiner als w. Es gdbe alsoein d 2 a;b mit
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Abb 7 Zwischenwertsatz von Bolzano nicht anwendbar
w w
Pl — Pl Pl
kein Intervall unstetige Funktion
c<d<b; fd<w:

Dann aber wéare d 2 A, im Widerspruch zur Definition von ¢ als dem Supremum

von A. Also gilt nicht f ¢ <w, sondern f ¢ w . iiiii

Ein wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes liefert die Existenz einer
Nullstelle einer Funktion, also eines Punktes x mit f x 0.

Nullstellensatz Ist f: a;b ¥ R stetigund f a f b < 0, so besitzt f in
a;b mindestens eine Nullstelle. —

fith Entwederist f a <O0O<f b oderfa =>0=>f b .In beiden Fallen

kdnnen wir den Satz von Bolzano 7 mit w 0 anwenden. iiiii

z Beispiel Jedes reelle Polynom p ungeraden Grades,

pt t" 1 ant® .. at ag;

besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. Denn ein solches Polynom definiert eine
stetige Funktion auf R, die fur hinreichend groRRe t positiv und hinreichend kleine
t negativ wird. Die Existenz einer Nullstelle folgt damit aus dem Nullstellensatz g .

Dies gilt natirlich nicht fiir Polynome geraden Grades. Das Polynom t2 1
beispielsweise besitzt keine reelle Nullstelle. 7

Der Zwischenwertsatz von Bolzano lasst sich noch verallgemeiner formulie-
ren. Sei dazu

supf “supf I supfft :t21g;
|

und analog inf, f. Diese durfen auch den Wert 1 respektive 1 annehmen.

Allgemeiner Zwischenwertsatz Sei | ein beliebiges Intervallund f: 1 T R
stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen inf; f und sup, f mindestens
einmal an. —
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Abb 8

Kein Minimum oder sup
Maximum /
inf /

o [edes Intervall unstetige Funktion

fitth - Sei infy f <w < sup, f. Dann gibt es aufgrund des Approximationssat-
zesyg Punkte a2l und b21 mitf a <w <f b . Wenden wir den Satz von
Bolzano ; auf die Einschrédnkung von f auf das abgeschlossene Intervall mit den

Bemerkung Alle drei Zwischenwertsatze sind tatséchlich aquivalent: aus
jedem lassen sich die beiden anderen ableiten 5.9.

Geometrisch betrachtet ist der allgemeine Zwischenwertsatz aquivalent zu
folgender Formulierung.

Intervallabbildungssatz  Stetige Bilder von Intervallen sind wieder Intervalle.
Das heil3t, ist | ein Intervall und f: | ¥ R stetig, so ist f | ebenfalls ein
Intervall.

fitth  Besteht f I nur aus einem Punkt, so sind wir fertig. Geh6ren zwei
Punkte u<v zu f | , so nimmt f also die Werte u und v an. Dann nimmt f
aufgrund des Zwischenwertsatzes g auf | auch jeden dazwischen liegenden Wert
an. Es gilt also auch u;v f I .Somitenthélt f I mit je zwei Punkten auch

alle dazwischen liegenden Punkte. Per definitionem ist f | damit ein Intervall. iiiii

= Minimum & Maximum

Fur eine beliebige Funktion f: I ¥ R existiert immer sup, f auf der erweiter-
ten Zahlengeraden. Dies kann auch den Wert 1. annehmen. Es muss auch keinen
Punkt in | geben, an dem f diesen Wert annimmt, auch wenn f beschrénkt ist.
Einfache Beispiele sind in Abbildung 8 skizziert.

Gibt es dagegen einen Punkt ¢ 2 | mit f ¢ sup, f, so spricht man von
einem Maximum und sagt, f nimmt sein Supremum im Punkt ¢ an 1. Man schreibt

supf maxf fc
1 1

1 Gebrauchlicher ist die nicht ganz korrekte Formulierung, f nehme sein Maximum an.
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Abb 9

Satz vom Minimum & max
Maximum

min

und nennt c¢ selbst eine Maximalstelle von f. Ein Maximum ist in jedem Fall
endlich. Entsprechend sind das Minimum min; f und eine Minimalstelle erklart.

Satz vom Minimum & Maximum Ist f: a;b ¥ R stetig, so existieren Punkte
u;v2 ab mit

fu ft fv; t2 a;b :

Insbesondere gilt also

fu inf f minf; fv supf maxf:
a;b a;b a:b a:b

Eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall nimmt also im-
mer ihre Extrema an. Dies gilt im Allgemeinen nicht, wenn das Intervall nicht
abgeschlossen oder die Funktion nicht stetig ist apps -

fitth  Sei m " inf 4., f, wobeiim Momentauch 1 zugelassen ist. Aufgrund
des erweiterten Approximationssatzes 57 existiert eine Folge t, in a;b mit
f tn ¥ m. Da diese Folge beschréankt ist, besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-

Weierstrall 517 eine konvergente Teilfolge t,, mit Grenzwertu.Daa t, b
fur alle n,istauch a u b.Esgiltalso

limt,, u2 a;b:
kK1l
Aufgrund der Stetigkeit von f ist
limf tn, fu:
K11
Da aber f t,  Teilfolge der konvergenten Folge f t, ist, erhalten wir insgesamt
fu ill!rrif th, r!l!rrif th m inf f:

a;b

7.13
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Damit erhalten wir auch eine Verbesserung des Intervallabbildungssatzes 19
fur abgeschlossene Intervalle.

Korollar Eine stetige reelle Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ist
beschrankt und bildet dieses auf ein abgeschlossenes Intervall ab. —

Fur die anderen Intervalltypen gilt dieses Korollar nicht. Eine stetige Funk-
tion kann auf einem o [Ceden Intervall unbeschréankt sein, oder das Bild kann ein
abgeschlossenes Intervall sein.

= Umkehrfunktionen

Wir betrachten nun eine stetige Funktion f: |1 ¥ R, die auRerdem injektiv
ist. Aufgrund des Intervallabbildungssatzes 10 ist J f | ebenfalls ein Intervall,
und aufgrund der Injektivitat existiert die Umkehrfunktion f 1 auf J. Diese
Funktion ist ebenfalls stetig:

Satz uber stetige Umkehrfunktionen Sei | ein Intervall. Ist f: | ¥ R stetig
und injektiv, soistauch f 1: J ¥ I mitJ f | stetig.

fitth  Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, kdnnen wir | a;b anneh-
men. In diesem Fall ist auch J ein abgeschlossenes Intervall 1. Sei nun s, eine
konvergente Folge mit Grenzwert s in J, und t, die Folge ihrer Bilder unter
flinl a;b . Aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstrass besitzt diese
Folge eine konvergente Teilfolge t9 . Fir deren Grenzwert t gilt dann, aufgrund
der Stetigkeit von f,

ft limftl lims) s;
denn jede Teilfolge von s, hat ja denselben Grenzwert s. Also ist
t fls:

Das aber bedeutet, dass jede konvergente Teilfolge von t, denselben Grenz-
wert t hat. Da die Folge selbst beschrankt ist, ist sie damit auch konvergent 5520,
und wir erhalten

limf s, fls:

Far stetige Funktionen auf einem beliebigen Definitionsbereich kann es recht
schwierig sein, ihre Injektivitat festzustellen. Auf Intervallen reduziert sich das
Problem allerdings auf die einfache Frage, ob f streng monoton ist.
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Abb 10  Zum Beweis des Lemmas

Definition Eine Funktion f: R D ¥ R heil3t monoton steigend, falls
u<v ) fu fv
fur alle u;v 2 D. Sie heif3t streng monoton steigend, falls sogar
u<v ) fu<fyv

far alle u;v 2 D. Analog sind monoton fallend und streng monoton fallend
definiert. SchlieBlich heif3t eine Funktion (streng) monoton, wenn sie (streng)
monoton steigt oder fallt. —

2 a. Jede konstante Funktionen t , c ist auf R monoton steigend und
monoton fallend, aber naturlich nicht streng monoton.
b. Die Identitatsfunktion t , t ist auf R streng monoton steigend.
c. DieParabel t , t2 ist auf 1;0 streng monoton fallend und auf 0;1
streng monoton steigend.
d. Die Cosinusfunktion g3 ist auf den abgeschlossenen Intervallen

I; 2n 1 ;2n ; I} 2n ;2n 1 ; n2z
streng monoton steigend respektive streng monoton fallend. 7

Lemma Sei | ein Intervall und f: 1 ¥ R stetig. Dann ist f injektiv genau
dann, wenn f streng monoton ist.

fith -  Das ist klar.

) Angenommen, f ist nicht streng monoton. Dann muss es in | je ein
Segment geben, auf dem f steigt respektive fallt. Dann gibt es aber auch drei
Punkte a<b <c in I, so dass

fa>fb <fc oder fa<fb>fc:

In jedem Fall folgt aus dem Zwischenwertsatz die Existenz von mindestens zwei
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Als erste Anwendung erhalten wir — endlich — die Existenz der n-ten Wurzel
als stetige Funktion auf der Halbgeraden 0;1 .

Wurzelsatz  Fur jedes n £ 2 besitzt die Funktion t , t" auf 0;1 eine
streng monoton steigende, stetige Umkehrfunktion

;1L ¥ 0;1; t, Pf;

genannt die n-te Wurzelfunktion.

7.3
Funktionsgrenzwerte

Ist eine Funktion f in einem Punkt a ihres Definitionsbereichs stetig, so ist
fa limf xn
nil

fur jede Folge x, im Definitionsbereich von f, die gegen a konvergiert 3. Ein
solcher Grenzwert kann aber auch dann existieren, wenn f im Punkt a gar nicht
definiert oder dort unstetig ist.

2 Beispiel Esistsio
€ 1
t 1

Die links stehende Funktion ist bei t 1 nicht definiert, die rechts stehende
dagegen auf ganz R stetig. Man kann daher erwarten, dass

2t 1

3: /

o t3 1
lim
tr1t 1
Wir wollen solche Grenzwerte unabhangig von einem eventuell vorliegenden
Funktionswert definieren, und das auch in solchen Punkten, wo die Funktion nur
in einer Umgebung, aber nicht im Punkt selbst definiert ist. Dazu bendtigen wir
den Begri [Cdes Haufungspunktes einer Menge.

Definition Sei E ein normierter Vektorraum und D  E. Ein Punkt a 2 E heifl3t
Haufungspunkt von D, wenn in jeder Umgebung von a unendlich viele
Punkte von D liegen.

2 a. Eine endliche Menge besitzt keine Haufungspunkte.
b. Die Menge f1=n:n 2 Ng R besitzt 0 als einzigen Haufungspunkt.
c. Die Menge Q R besitzt jede reelle Zahl als Haufungspunkt.
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d. Ist die Zahlenfolge a, nz1 konvergent mit Grenzwert a und sind un-
endlich viele Folgenglieder verschieden, so ist a der einzige Haufungspunkt
der Menge A faj:n £ 1g. Gibt es dagegegen nur endlich viele verschiedene
Folgenglieder, so ist A endlich und hat keinen Haufungspunkt. ~/

Definition Sei f: E D ¥ F eine Abbildung und a ein Haufungspunkt von D.
Dann heilt w 2 F der Grenzwert von f im Punkt a, geschrieben

limf x w;

x¥a
wenn fur jedes " >0 ein > 0 existiert, so dass

fU a\D U w; (4)
wobei

U a U anfag fx2E:0<kx akg< g
die punktierte -Umgebung des Punktes a 2 E bezeichnet. —

Die Bedingung (4) &hnelt der Stetigkeitsbedingung in (3), nur wird hier die
Funktion f an der Stelle a nicht ausgewertet. Sie muss daher auch nicht in a
definiert sein. Andererseits ist fur einen Haufunspunkt a die Menge U a \ D
fur alle > 0 nicht leer. Andernfalls wére Bedingung (4) automatisch erfullt.

Folgenkriterium fur Funktionsgrenzwerte Sei f: E D ' F und a ein
H&aufungspunkt von D. Dann gilt

limf x w
xTa

genau dann, wenn
limf xn w
nt®l1l

fur jede gegen a konvergierende Folge X, in Dnfag.

fitth  Der Beweis ist praktisch identisch mit dem Beweis des Folgenkriteriums
fur Stetigkeit in einem Punkt 3. Wir wiederholen ihn hier der Einfachheit halber.

D) Giltlimgsa f X  w,soexistiert zu jedem " >0 ein >0, so dass (4)
gilt. Ist X, eine Folge in Dnfag mit Grenzwert a, so existiert zu diesem
wiederumein N £1,sodass x, 2U a furalle n £N. Es gilt sogar

xn2U a \D; n & N:
da die Folgenglieder ja in Dnfag liegen. Also gilt
fxn 2U-w ; n /£ N:

Da fur jedes " > 0 solch ein N existiert, gilt limps1 f Xu W.
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C Angenommen, es gilt nicht limyxsa f X  w. Da jede punktierte Umge-
bung von a Punkte aus D enthdlt, gibt es ein " > 0, so dass in jeder punktierten
1=n-Umgebung von a ein X, 2 D existiert mit

f Xn U w

Diese xn bilden eine konvergente Folge in Dnfag mit Grenzwert a, fur die f x,

Aus diesem Kriterium ergibt sich die folgende Charakterisierung der Stetig-
keit, die oft auch als deren Definition dient.

Korollar Sei D E und a 2 D Haufungspunkt von D. Dannist f: D ¥ F
stetig in a genau dann, wenn limysa f X fa.

Bemerkung Jeder Punkt einer Menge D ist entweder ein Haufungspunkt
oder ein isolierter Punkt von D. In letzterem Fall existiert also eine Umgebung
von a, die keine weiteren Punkte von D enthélt. In einem isolierten Punkt ist
jede Funktion stetig .4 -

Mit dem Folgenkriterium 15 erhalten wir Grenzwertséatze flr Funktionen aus
den Grenzwertsatzen fur Folgen s 7. Der Beweis der folgenden Ergebnisse ist als
Ubung liberlassen.

Grenzwertsatze Sei a ein Haufungspunkt von D. Besitzen die Funktionen
f;g: D ¥ R im Punkt a die Grenzwerte

limf x u; limg x V;
xta xTa
so gilt auch
(i) limysg f g X u v,

(ii) limxsa fg X uv,
(iii) limgsa f=g X u=v, fallsv 0.

z a. Da die Sinusfunktion beschrankt ist, gilt lim¢sg tsint 1 0.
b. Die Funktion t , sint 1 dagegen hat in O keinen Grenzwert.
c. Die Dirichletfunktion, besitzt in keinem einzigen Punkt der reellen
Gerade einen Grenzwert.
d. Identitat (i) gilt tbrigens auch fur Abbildungen in einen beliebigen Ba-
nachraum F. 7/
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Abb 11

Einseitige Grenzwerte /
einer monotonen f. a

Funktion

= Einseitige Grenzwerte

Auf der reellen Geraden kann man noch unterscheiden, ob man sich einem
Punkt von links oder von rechts nahert. Fur eine Funktion f: I * F mitl R
erklart man deshalb noch den linksseitigen Grenzwert

f_a !(loggfx !(Imfjlg X ; I27IN\N 1;a;

und den rechtsseitigen Grenzwert

f,a “limf x ")I(i!r?1 fjll x; 1271\ a;1 ;

X&a
vorausgesetzt, a ist ein Haufungswert von 13 respektive 1. Man betrachtet also
nur Argumente links oder rechts des Punktes a. Andere fur diese Grenzwerte
Ubliche Bezeichnungensind f a und f a

z a. Fur die Wurzelfunktion gilt  limyio p§ limyego p; 0.
b. Fur die GauBBklammer oder Ganzzahlfunktion 314 R ¥ R giltin
jedem Punkt m2 Z

lim x m m ; lim x m 1:
X&m x%m
Man sagt dazu auch, ist in m rechtsseitig stetig.

c. Die Funktion t , sint 1 besitzt in O weder einen links- noch einen
rechtsseitigen Grenzwert. 7/

Einseitige Grenzwerte existieren insbesondere immer fir monotone Funktio-
nen, ohne jede Stetigkeitsannahme. Das macht sie besonders nutzlich.

Satz Ist f: R ¥ R monoton, so existieren in jedem Punkt a 2 R die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte von f. Genauer gilt

sup f f_a fa f,a inf f
1:a a; 1
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im Fall einer monoton steigenden Funktion, und

inf f f.a £fa £f, a sup f
1:a a;l

im Fall einer monoton fallenden Funktion.

fitth ~ Sei zum Beispiel f monoton steigendund a2 R.Dannist f auf 1;a
nach oben durch f a beschrénkt, und es gilt

sup f f a:
1a

Zu jedem " > 0O existiert aufgrund des Approximationssatzes ;g ein t- < a mit
"<t te

Aufgrund der Monotonie von f gilt dann aber auch
"<ft ; tr<t<a:

Das aber bedeutet, dass

f.a limf t sup f:
t%a 1:a

Bemerkung Eine monotone Funktion f: R ¥ R ist stetig in a genau dann,
wenn f_a  f, a . Andernfalls nennt man jf, a f_ a j die Sprunghdhe von
f in a.

= Uneigentliche Grenzwerte

FUr Funktionen auf der reellen Geraden sind auch uneigentliche Grenzwerte
bei 1 und 1 erklart. Wir missen dazu nur die entsprechende Umgebungen
wie zuvor 5 g betrachten, also

u 1 i, u o1 1, 1 >0:
In diesem Fall sind dies bereits punktierte Umgebungen.
So ist zum Beispiel 1 ein Haufungspunkt von I R, wenn | nach oben
unbeschrénkt ist. Es gilt dann

Iimf t w;
trl

wenn es zu jedem " >0 ein > 0 gibt, so dass
jFt o owj<y t2U 1 \I:
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Und dies gilt genau dann, wenn fir jede Folge t, in | mitt, ¥ 1 auch
limf t, W
ntl

Entsprechend sind uneigentliche Grenzwerte fur die Werte von Funktionen erklart,
indem in (4) die Umgebungen von w entsprechend gewahlt werden.

.1 .
z a. lim— 0; Iim - O

tr1 t t? 1
1 .

b. lim—- 1; lim— 1
t&o t t%o t

c. FirjedesPolynomp mitpt t" an 1t" 1 .. ag gilt
lim 1; lim 1" 1
tl!lp t ' t!I 1p t

d. Eine reelle Folge a, konnen wir als Funktion : N ¥ Rmit n an
betrachgten. Ist die Folge konvergent, so gilt

lim t: /
t11

lim a,
nig "

7.4
Topologische Grundbegri [e]

Der Begri [Cder Stetigkeit ist eng mit dem Begri Cdeér Umgebung verbunden.
Dieser Begri [und die damit verbundenen Begri CeWie o [ede und abgeschlossene
Menge, spielen eine fundamentale Rolle fur die Analysis. Wir fihren diese Begri [e_]
hier nur fur normierte Rdume ein, da dies fur unsere Zwecke voéllig ausreicht und
noch hinreichend anschaulich ist.

= O[ene Mengen

Sei E ein beliebiger normierter Raum. Mit Hilfe der -Umgebungen eines
Punktes a in E,

U a "fx2E: kx ak< g;
definieren wir den grundlegenden topologischen Begri [C_dér o Cedlen Menge.

20 Definition Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heif3t o [ed, wenn sie
mit jedem Punkt auch eine -Umgebung dieses Punktes enthéalt. Zu jedem
a2 A existiertalsoein >0,sodassU a A. —
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Abb 12 O [ede Menge A und o [ede Kugel By a

Br a

z Beispiele a. In R mit der Betragsnorm j j ist jedes o [ede Intervall
a;b R; 1 a<b 1;

topologisch o [ed. Denn fur jedes ¢ 2 a;b ist minfl;,c a;b c¢g=>0,
und fur dieses  gilt

U ¢ c iC a;b :

Dies gilt auch fur a 1 und b 1. Die Bezeichnung >0 [edes Intervall< ist
somit konsistent mit der obigen Definition von >o [enk.

b. Die Intervalle ; und R sind ebenfalls o[edin R.

c. Ineinem normierten Raum E ist jede o [ede Kugel

Bra “fx2E: kx ak<rg; r >0;

topologisch o [end. Denn fur b 2 B, a ist kb ak<r und r > 0.
Damitgilt U b B a ,denn fir jedes x2 U b ist

kx ak kx bk kb ak< r:

Da jeder Punkt in B, a eine solche Umgebung besitzt, ist B, a o[en. Die
Bezeichnung »o [endle Kugel< ist somit konsistent mit der obigen Definition.

d. Ein abgeschlossenes Intervall a;b ist nicht o[edin R, denn jede Um-
gebung von a oder b enthélt auch Punkte, die nicht zu a;b gehdren.

e. Ein-Punkt-Mengen eines normierten Raumes sind nicht o [en.

f. Die reelle Gerade R ist o [edl in R, aber aufgefasst als Teilmenge des R?
ist R nicht o [en. Daher ist es gelegentlich wichtig anzugeben, auf welchen Raum
man sich bezieht, wenn man von einer o [eden Menge spricht. 7/

Der folgende Satz beschreibt die grundlegenden topologischen Eigenschaf-
ten o Ceder Mengen.

Satz In einem normierten Raum E gilt:
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(i) 3 und E sind olen.
(i) Die Vereinigung beliebig vieler o Ceder Mengen ist o [en.
(iii) Der Durchschnitt endlich vieler o Cedler Mengen ist o [en.

Bemerkung In der allgemeinen Theorie topologischer Raume spielen diese
Eigenschaften die Rolle von Axiomen fir Familien o Cener Mengen. Eine beliebige
Familie von Teilmengen einer Menge X heil3t eine Topologie auf X, wenn sie
diese drei Eigenschaften besitzt.

fitth (i)  Die leere Menge ist o [en, da es gar keine Punkte gibt, fur die eine
Umgebung gebraucht wird. E ist o [ed, da E jede Umgebung enthalt.
(i) Sei A 2 eine beliebige Familie o Leder Teilmengen von E und
L
a2 A
21
Dannist a2 A fur wenigstensein 2 1.Da A oledist, enthdlt A auch eine
-Umgebung von a. Somit gilt auch

L
Uua A A

21
Also ist die Vereinigung ebenfalls o [en.

(iili)  Sei Ak 1 k n eine endliche Familie o [eder Teilmengen von E und
AN
az Ax:
1 kn
Zu jedem Kk existiertein U , a Ax. Dann ist minf 1;..; ,g>0,und fur

dieses gilt dann
U a u,a Ax; 1 k n:

Also gilt auch
AN
U a Ak
1 kn

Somit ist auch dieser Durchschnitt o [en. iiiii

Bemerkungen a. Die Indexmenge | in (ii) ist v6llig beliebig. Sie kann auch
Uberabzahlbar sein.

b. Wesentlich fur (iii) ist o [Cendsichtlich, dass das Minimum endlich vieler
positiver Zahlen wieder positiv ist. Dies gilt nicht fur unendlich viele positive

Zahlen, und (iii) ist im Allgemeinen auch falsch fir unendlich viele Durchschnitte.

So ist beispielsweise
AN
2 n.p N fOg
nkl
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nicht o [Cen.

= Abgeschlossene Mengen

Abgeschlossene Mengen werden als Komplemente o [Cedler Mengen erklart.

Definition Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heildt abgeschlossen,
wenn ihr Komplement A° E A oledist.

2 Beispiele a. Die Intervalle ; und R sind abgeschlossen, denn ;¢ R
und R® 3 sind olen.
b. Jedes abgeschlossene Intervall a;b ist abgeschlossen, denn

ab® 1;:a [ b;1

istolen. Ebensosind a;1 und 1;b abgeschlossen.
c. Die abgeschlossenen Kugeln

Bra “fx2E: kx ak rg; r £0;
sind abgeschlossen. Denn fur b B, a ist
U b \Bra =z kb ak r=>0:

Also ist das Komplement von B, a olen, und B, a selbst ist abgeschlossen.
d. Ein-Punkt-Mengen in normierten Rdumen sind abgeschlossen, denn
fag B a .
e. Halbo[ene Intervalle a;b und a;b mit 1 <a<b< 1 sind weder
o [ed noch abgeschlossen. 7

Nun die grundlegenden topologischen Eigenschaften abgeschlossener Men-
gen.

Satz In einem normierten Raum E gilt:

(i) 5 und E sind abgeschlossen.

(if) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

fitth  FUr beliebige Familien von Teilmengen eines Raumes gelten die Regeln
von de Morgan z.1.15,

¢ N\ AN c L
A A°: A A°:

Damit folgen alle Aussagen Uber abgeschlossene Mengen aus den entsprechenden

Aussagen Uber o Cede Mengen, indem man die Komplemente betrachtet 544 . iiiii
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Abb 13 Abgeschlossene Menge A und abgeschlossene Kugel Br a

Br a

2 a. Jede endliche Punktmenge ist abgeschlossen, denn diese ist die endliche
Vereinigung von Ein-Punkt-Mengen, welche abgeschlossen sind.
b. Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist im Allge-
meinen nicht mehr abgeschlossen. Beispielsweise ist

C

nkl

1 2M™m1 2n" 1;1
eine o Lede Menge. 7

Bemerkung Man beachte, dass »abgeschlossenc< nicht die logische Negation
von >0 [Cenk darstellt. Denn der Gesamtraum und die leere Menge sind gleich-
zeitig o [ed und abgeschlossen. Ebenso gibt es Mengen, die weder o [ed noch
abgeschlossen sind.

= Rand, Inneres und Abschluss

Das Konzept der o [enen und abgeschlossen Mengen wird klarer, wenn wir
auch noch den Rand einer Menge betrachten.

Definition Sei A E eine beliebige Menge. Ein Punkt a 2 E heil3t Randpunkt
von A, wenn jede Umgebung von a Punkte sowohl aus A wie auch aus A°
enthalt. Der Rand einer Menge A ist die Menge aller ihrer Randpunkte und
wird mit @A bezeichnet.

Man beachte, dass ein Randpunkt von A nicht Element von A sein muss,
denn ein Randpunkt von A ist immer auch Randpunkt von A°:

@A @ A°:

Ein Punkt a ist kein Randpunkt von A genau dann, wenn er eine Umgebung
besitzt, die entweder ganz in A oder ganz in A® enthalten ist.
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za @3 ; und @E ;.
@ a;b @ a;b fa;bg.

c. Q R.
d @Bra fx2E:kx ak rgfurr>=0.
e. @A AfirA ab fcg R2. 7/

Satz Fur jede Menge A E qilt:
(i) @A ist abgeschlossen.
(ii) A ist oled genau dann, wenn @A\ A 3.
(iii) A ist abgeschlossen genau dann, wenn @A A.

fith (i) Ist a @A, so gibt es eine Umgebung U a , die ganz in A oder
ganz in A® enthalten ist. Damit ist jeder Punkt in U a kein Randpunkt von A,
undesgilt U a @A €. Also ist das Komplement von @A o [ed, und @A selbst
ist abgeschlossen.

(i) Ist A olLen, so gibt es zu jedem Punkt a 2 A eine Umgebung U a ,
die ganz in A enthalten. Also ist kein Punkt in A ein Randpunkt von A. Enthalt
umgekehrt A keine Randpunkte, so muss es zu jedem a 2 A eine Umgebung
U a geben, die ganz in A enthalten ist, denn keine Umgebung von a kann ganz
in A® enthalten sein.

(iii) A ist abgeschlossen genau dann, wenn A° o [ed ist, also mit (iii) genau

dann, wenn @A \ A° s . Dies ist aber genau dann der Fall, wenn @A  A. iiiii

Somit ist eine Menge o [ed genau dann, wenn sie keinen ihrer Randpunkte,
und abgeschlossen genau dann, wenn sie alle ihre Randpunkte enthélt. Auf diese
Weise kann man jeder Menge auch ihr Inneres und ihren Abschluss zuordnen.

Definition Sei A E eine beliebige Menge. Dann heifRen
A TA @A, A TAL0A
das Innere oder der o [ede Kern respektive der Abschluss von A.
Aus dieser Defintion folgt unmittelbar, dass
A A A, 0A A A

AuBerdem hat der vorangehende Satz folgendes

Korollar Fir jede Teilmenge A E gilt:
(i) A istolend, und A ist o[ed genau dann, wenn A A .
(ii) A ist abgeschlossen, und A ist abgeschlossen genau dann, wenn A A .

z a. Esgilt 3 : 3 und ebenso E E E.
b. Far | a;b istl a;b und I a;b .
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Abb 14
D-relative -Umgebung

U a \D

c. Fir die rationalen Zahlen gilt Q s und Q R.

d. Furr £0 gilt B, a B a .

e. Firr>0qilt B, a I§r a , aber nicht fir r 0.

f. Fur A ab fcg R?ist A - und A a;b  fcg. 7/
= Stetigkeit

Wir charakterisieren nun Stetigkeit mit Hilfe von o [eden Mengen. Da wir
als Definitionsbereiche nicht nur o [ende, sondern beliebige Teilmengen eines
normierten Raumes zulassen wollen, bendtigen wir dazu noch eine Verallgemei-
nerung des Begri [Sdler Umgebung. Ist D E eine beliebige Menge und a2 D,
so definieren wir die Mengen

U a \D; > 0;

als die D-relativen Umgebungen von a. Ist die Bezugsmenge D aus dem Kontext
klar, so sprechen wir auch einfacher von relativen Umgebungen.

= a. Ist D oledund a2 D, soist fur alle > 0 hinreichend klein
U a\D U a:

In diesem Fall handelt es sich also um >normale< Umgebungen.
b. Fur ein abgeschlossenes Intervall a;b gilt

U a \ ab aa ; o< b a:

Also ist jedes halbo [efe Intervall a;a mit 0 < b a eine a;b -relativ
o [ede Umgebungvon a. 7

Bemerkung Beim ersten Lesen genligt es, jeden Definitionsbereich D einer
Abbildung als o [ed anzunehmen. D-relativ o [ed ist dann nichts anderes als o (e
im Sinne der ersten Definition og .

Es besteht nun folgender Zusammenhang zwischen stetigen Abbildungen
und o [Ceden Mengen. Zuerst die lokale Situation.
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Abb 15 Stetiges Urbild einer "-Umgebung mit relativer -Umgebung

Satz Eine Abbildung f: E D @ F ist stetig im Punkt a 2 D genau dann,
wenn das Urbild jeder "-Umgebung von f a eine D-relative -Umgebung
von a enthalt.

fith )  Sei f stetigin a und U+ f a eine "-Umgebung von f a . Dann
existiert zu diesem " ein positives , so dass

fU a\D U-fa : (5)
Also gilt auch
Ua\D flufa : (6)

Somit enthélt das Urbild dieser "-Umgebung von f a - die Menge rechts — wie
gefordert eine D-relative -Umgebung von a.

C Sei " = 0. Dann enthélt das Urbild der "-Umgebung von f a eine
D-relative -Umgebung von a. Es gilt also (6) mit einem geeigneten > 0. Dann

gilt aber auch (5). Also ist f in a stetig gemaR unserer - -Definition. iiiii

Um den globalen Sachverhalt zu beschreiben, nennen wir eine Menge A E
D-relativ o [en, wenn sie mit jedem Punkt auch eine D-relativ o [ede Umgebung
dieses Punktes enthalt — also zu jedem a 2 A ein > 0 existiert, so dass
U a \D A. Dies ist gleichbedeutend mit der Existenz einer in E o [eden
Menge U,sodass A U\D.g46-

Satz Eine Abbildung f: E D ! F ist stetig auf D genau dann, wenn das
Urbild jeder o Ceden Menge in F D-relativoledin E ist. —

fith ) SeiW FoleAundV f W .IstV leer,soistV olen, und
wir sind fertig. Ist dagegen a2 V,soist f a 2 W, und da W o [edist, enthalt
W auch eine "-Umgebung von f a . Aufgrund des vorangehenden Satzes enthalt
V eine D-relative -Umgebung von a. Da dies fur jedes a 2 V gilt, ist V D-relativ
olen.
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( Mitdem vorangehenden Satz folgt, dass f in jedem Punkt von D stetig

Dieser Satz ist in zweierlei Hinsicht interessant. Einerseits charakterisiert er
Stetigkeit durch rein topologische Begri e, indem er nur Bezug auf o [ede und
relativ-o [ede Teilmengen nimmt. Dies ermdglicht es, Stetigkeit in allgemeinen
topologischen Raumen zu definieren, ohne Bezug auf eine Norm, Metrik oder
Ahnliches. Dies werden wir allerdings im Rahmen dieser Analysis nicht weiter
betrachten.

Andererseits kbnnen wir damit Mengen als o [edl erkennen, die als Urbilder
o [Ceder Mengen unter stetigen Abbildungen dargestellt werden kénnen. Dasselbe
gilt dann auch fur abgeschlossene Mengen als Komplemente o [eder Mengen:

Satz Ist f: E ¥ F stetig, so ist das Urbild jeder abgeschlossenen Menge in F
eine abgeschlossene Menge in E.

fitth Ist A abgeschlossen in F, so ist A® oled in F. Wegen der Stetigkeit
von f istdannauch f * A® oledin E. Wegen 5132

flAC flA ¢
= a. Ist f: E ¥ R stetig, so ist die Nullstellenmenge von f,
Nf “flo "fx2E:fx O0g;

abgeschlossen, denn dieser ist das Urbild der abgeschlossenen Menge fOg.
b. Dasselbe gilt fir jede Niveaumenge M¢  f 1 ¢ .
c. Ineinem normierten Raum ist jeder Annulus app16

Asr TX2E:s kxk rg; 0 s r<1;

abgeschlossen, denn dies ist das Urbild des abgeschlossenen Intervalls r;s
unter der stetigen Funktion k kg.

d. Insbesondere gilt dies fur die Einheitskugel B Ag:1 und die Einheits-
sphare S Api. 7

7.5
Kompaktheit

Der Beweis des Satzes vom Minimum & Maximum 1; basiert auf dem Argu-
ment, dass jede beliebige Folge innerhalb eines abgeschlossenen Intervalls eine
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Abb 16

Der Annulus As:¢

konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls zu diesem Intervall
gehort. Es stellt sich heraus, dass dies eine eminent wichtige und nttzliche Eigen-
schaft von Mengen in beliebigen Raumen ist. Sie hat daher auch einen eigenen
Namen.

Definition Eine Teilmenge K eines normierten Raumes E heil3t kompakt, wenn
jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls
zu K gehort.

Wesentlich ist, dass die Teilfolge nicht nur konvergent ist, sondern dass ihr
Grenzwert ebenfalls in der Menge K liegt. — Zunachst zwei einfache Beobach-
tungen, wie aus kompakten Mengen neue kompakte Mengen entstehen.

Satz Die Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen ist kompakt, und jede
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

fith  Seien Kgp;..; Ky kompakt, K Ki; [.. [Kn,und a, eine Folge in K.
Dann muss wenigstens eine Menge K unendlich viele Folgenglieder enthalten.
Die aus diesen Gliedern gebildete Teilfolge ist ganz in K enthalten. Da K
kompakt ist, enthédlt sie ihrerseits eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in K . Diese zweite Teilfolge ist dann auch in der Obermenge K konvergent.
Somit ist K kompakt.

Sei nun A eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K. Ist ap
eine Folge in A, so auch in K. Sie besitzt somit eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in K. Da A abgeschlossen ist, gehért dieser Grenzwert ebenfalls zu A.

z a. Die leere Menge 3 und jede Ein-Punkt-Menge ist kompakt.
b. Jede endliche Teilmenge eines normierten Raumes E ist kompakt.
c. Ein abgeschlossenes Intervall ist kompakt »7.
d. O [ene, nichtleere Mengen sind niemals kompakt. 7/

Wir notieren jetzt zwei notwendige Eigenschaften kompakter Mengen.
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Satz Eine kompakte Teilmenge eines normierten Raumes ist abgeschlossen
und beschrankt.

fitth -~ Abgeschlossen: Sei K kompakt. Ist a ein Randpunkt von K, so ist a
auch Grenzwert einer Folge in K. Folglich gehort auch a zu K, da K kompakt
ist. Somit enthalt K alle seine Randpunkte und ist abgeschlossen »4 .

Beschrankt: Angenommen, K ist nicht beschrankt. Dann existiert zu jedem
n £ 1 ein ap 2 K mit kapk £ n. Die so gewonnene Folge in K besitzt keine

Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht. So ist in einem un-
endlich dimensionalen Vektorraum eine abgeschlossene und beschréankte Menge
im Allgemeinen nicht kompakt 4.49 . Anders ist dies in endlichen Dimensionen:

Satz Eine Teilmenge des R" ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.

fitth ) Dies ist der vorangehende Satz.

( Sei K abgeschlossen und beschréankt und a, eine Folge in K. Da K
beschrankt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 517 eine konver-
gente Teilfolge ap, .Da K abgeschlossen ist, gehort deren Grenzwert ebenfalls

zu K. Also besitzt a, eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K. iiiii

z a. Unter allen Intervallen sind genau die abgeschlossenen Intervalle a;b
kompakt.
b. Die abgeschlossene Einheitskugel B und die Einheitssphare S im R"
sind kompakt.
c. Die Nullstellenmenge einer stetigen Funktion f: R" ¥ R ist kompakt
genau dann, wenn sie beschrankt ist. 7

= Stetige Abbildungen auf kompakten Mengen

Wir haben bereits gesehen, dass das stetige Bild eines abgeschlossenen Inter-
valls wieder ein abgeschlossenes Intervall ist. Dies ist tatséchlich ein Spezialfall
des folgenden Satzes Uber stetige Bilder kompakter Mengen.

Satz Ist K kompakt und f: K ¥ F stetig, so ist auch f K kompakt.

fiith  Sei wp eine beliebige Folge in f K . Zu jedem n existiert mindestens
ein ahb 2K mitw, f a, .DieFolge a, besitzt in der kompakten Menge K
eine konvergente Teilfolge an, mit Grenzwert a 2 K. Aufgrund der Stetigkeit
von f gilt dann auch

Wnh fan 'Tw fa22fK:
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Somit besitzt w, einein f K konvergente Teilfolge. Da dies fir jede beliebige

Jetzt betrachten wir speziell reellwertige Funktionen auf kompakten Mengen.

29  Satz vom Minimum & Maximum Ist K kompakt und f: K I R stetig, so
existieren Punkte u und v in K mit

fu f x fv; X 2 K:
Insbesondere gilt
fu inff  minf; fv supf maxf:
K K K K

Die Funktion f nimmt also auf K ihr Infimum und Supremum an und ist
beschrankt.

fitth  Nach dem vorangehenden Satz ist f K kompakt in R und damit
beschrankt. Also ist zum Beispiel m infx f > 1. Dazu existiert eine Folge
un in Kmitf u, ¥ m.Da K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
Un, mit Grenzwert u 2 K. Aufgrund der Stetigkeit von f gilt dann

fu limf up, limf un m:

Als Anwendung des Satzes Uber Minimum und Maximum 29 zeigen wir, dass
alle Normen auf dem R" aquivalent sind im folgenden Sinn.

30 Definition Zwei Normen k k; und k k, auf einem Vektorraum E hei3en aqui-
valent, wenn es eine Konstante ¢ £ 1 gibt, so dass

c Tkxk, kxkp, ckxky; xX2E T

Geometrisch betrachtet bedeutet dies, dass jede "-Umgebung in der einen
Norm eine -Umgebung bezlglich der anderen Norm enthélt. Beide Normen
definieren in diesem Fall dieselben o [eden und abgeschlossenen Mengen. Damit
ist auch der Stetigkeitsbegri Cdérselbe: Eine Abbildung, die bezuglich einer Norm
stetig ist, ist es auch bezuglich jeder dquivalenten Norm. — O [ensichtlich stellt
die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation dar.

31 Satz Alle Normen auf dem R" sind aquivalent.

fitth  Seien k k und k k zwei beliebige Normen auf dem R". Die Einheits-
sphare S fx 2 R": kxk 1g bezuglich der ersten Norm ist abgeschlossen und
beschréankt, also kompakt 7 bezuglich der euklidischen Norm. Da die zweite
Norm stetig bezlglich der euklidischen norm ist, nimmt sie auf S ihr Minimum
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Abb 17 Kugeln in aquivalenten Normen

und Maximum an. Das Minimum kann nicht Null sein, denn k k nimmt diesen
Wert nur im Nullpunkt an, der nicht zu S geh6rt. Somit existieren Konstanten
O0<m M, sodass

m  kxk M; kxk 1:

Aus Homogenitatsgrinden gilt dann auch mkxk  kxk M kxk far alle x. iiiii

= GleichméaRige Stetigkeit

Bei der "- -Charaktersierung der Stetigkeit hangt die Wahl von im Allge-
meinen vom betrachten Punkt ab. >Funktioniert< dagegen ein  fur alle Punkte,
so spricht man von gleichmafiger Stetigkeit.

Definition Eine Abbildung f: E D ¥ F heil3t gleichmalig stetig auf D, wenn
es zu jedem " >0 ein > 0 gibt, so dass
ku vke< > kfu fvk<"

fur alle u;v 2 D gilt.

z a. Jede lipschitzstetige Abbildung ist gleichmaRig stetig.
b. Die Wurzelfunktion ist gleichmafig stetig auf 0;1 .
c. Die Parabel t , t? ist nicht gleichméRig stetig auf R.
d. Ebensoistt , t 1 nicht gleichmaRig stetig auf ioc0;1. ~

32  Satz Ist K kompakt und f: K ¥ F stetig, so ist f sogar gleichmafig stetig. —

fitth - Angenommen, f ist auf K nicht gleichmaRig stetig. Dann existieren ein
"> 0 und zu jedem n £ 1 zwei Punkte uy, Vv, in K mit

1
kun vpke < ﬁ; kf up fvnh ke £

Da K kompakt ist, besitzt die Folge up, eine konvergente Teilfolge un, mit
Grenzwert a in K. Wegen ku, vhkg < 1=n konvergiert auch v, gegen
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denselben Grenzwert a. Dann aber ist aufgrund der Stetigkeit von f
r!i!rrlkf Un, fvan ke kfa fak: O
ein Widerspruch zu kf up f vnh kg £" fur alle n. iiiii

Wir werden diesen Satz erst in der mehrdimensionalen Analysis benétigen,
zum Beispiel bei der Vertauschbarkeit von Di [erknziation und Integration.

7.6
Funktionenfolgen und Funktionenraume

Sei D eine beliebige Teilmenge eines normierten Raumes E, und F D
der Vektorraum aller reellwertigen Funktionen f: D T R. Wir wollen Folgen in
F D und deren Konvergenz betrachten. Fur solche Folgen gibt es vielféltige
Mdglichkeiten, die Konvergenz gegen eine Funktion f in F D zu definieren. Die
einfachste ist die punktweise Konvergenz.

Definition Eine Folge f, in F D konvergiert punktweise gegen eine Funktion
f2F D ,fallsf, x ¥ f x furjedesx2D. —

Bei der punktweisen Konvergenz betrachtet man die Folge der Funktionswer-
te f, x einzeln in jedem Punkt x, unabhangig von allen anderen Punkten im
Definitionsbereich D. Daher werden Eigenschaften der Funktionen in der Folge -
wie zum Beispiel Stetigkeit — im Limes im Allgemeinen verlorengehen.

za Faro t 1 gilt

8
. <0; 0 t<1;
pht Tth¥ _
N S S

Abb 18

Die Parabeln t , t"
auf 0;1 und ihre
Grenzfunktion
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Abb 19 Die Funktionen gn und ihre Grenzfunktion sgn

Im Raum F 0;1 konvergieren also die stetigen Funktionen p, punktweise
gegen eine im Punkt 1 unstetige Funktion app1s -
b. Fir t 2 R gilt

8
% 1, t>0;
t "nitlsnt 0, t O
On 1 jntj g § ; ;
-1 t<O:

Im Raum F R konvergieren also die stetigen Funktionen g, punktweise gegen
die unstetige Signumfunktion app19. 7

Ein starkerer Konvergenzbegri [Cethalt die Stetigkeit beim Grenzubergang.

Definition Eine Folge f, in F D konvergiert gleichmalRlig gegen eine Funktion
f 2 F D , geschrieben

fnDf;

falls fur jedes " > 0 ein N £ 1 existiert, so dass
jflax  fxj<™

furallex2D und n £EN. —

Anders als bei der punktweisen Konvergenz mussen also die Folgen f, x
fur alle x 2 D den "-N-Test gleichzeitig bestehen. Anschaulich bedeutet dies,
dass in jedem "-Schlauch um den Graphen der Grenzfunktion f die Graphen fast
aller Funktionen f, liegen missen app21 -

Umgekehrt konvergiert eine Folge f, nicht gleichmé&Rig gegen f, wenn es
ein " > 0 gibt, so dass
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Abb 20

Nicht-gleichmaRige
Konvergenz

supjfn x Ff xjAE"
x2D

fur unendlich viele n gilt aApp20 -
Unter gleichmaliger Konvergenz bleibt Stetigkeit nun erhalten.

Satz Konvergiert die Folge f, in F D gleichmé&gig gegen f und sind alle
fn stetig, so ist auch f stetig. Mit anderen Worten, der gleichmagige Limes
stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig. —

fitth  Sei a 2 D und " > 0. Da die Folge f, gleichmaRig konvergiert, gibt
esein m £ 1, so dass

JFx  fm xj<"=3; x 2 D:
Da f,, stetig ist, existiert ferner zum Punkt a ein > 0, so dass
jfm x  fn aj<"=3; x2U a \D:

Daraus folgt fur f und alle x2 U a \ D die Abschéatzung

Abb 21

"-Schlauch um f
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ifx faj
jfX fmxj jfmnx fmaj jfma faj
<"=3 "=3 "=3

Da fir jedes a2 D und " > 0 ein solches > 0O existiert, ist f stetig. iiiii

= Supremumsnorm

Interessant ist, dass sich die gleichmaRige Konvergenz in F D mithilfe
einer Norm ausdricken lasst. — Dazu definieren wir die Supremumsnorm tber
der Menge D,

kfkp “supjf x j:
x2D
Fur eine unbeschrankte Funktion ist allerdings kfky, 1, was fur eine Norm
nicht zuléssig ist. Erst auf RAumen beschrankter Funktionen wird dies tatséachlich
eine Norm. Daher fihren wir folgende Raume ein.

Definition und Notiz Die Raume

BD ™ f2F D : kfkp<1 ;
CB D ™ f2B D : f iststetig

mit der Supremumsnorm k kp sind normierte Vektorraume.

fitth  Linearkombinationen beschrankter Funktionen sind wieder beschrankt.
Dasselbe gilt fur stetige Funktionen. Somit sind beide RAume Vektorraume, und
die Funktion k kp ist dort per definitionem endlich. Von den Normeigenschaf-
ten bendétigt nur die Dreiecksungleichung etwas Aufmerksamkeit. Es ist aber
aufgrund der Dreiecksungleichung des reellen Betrages

kf gkp supjf x gxj
x2D
sup jf xj jg xj
x2D
supjf x j supjg xj kfkp kgkp: @ iiii
X2D x2D

Konvergenz bezuglich der Supremumsnorm ist nun nichts anderes als gleich-
maRige Konvergenz, denn

kf, fkp "
ist gleichbedeutend mit

jfax  fxj ' X2 D:
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Zusammen mit dem Satz Uber den gleichmé&Rigen Limes stetiger Funktionen
kdnnen wir daher die letzte Notiz 34 verbessern.

Satz Die Raume B D und CB D mit der Supremumsnorm sind vollstéandige
normierte Vektorraume, also Banachrdume. —

fitth  Wir betrachten zuerst B D . Sei f, eine Cauchyfolge in B D bezug-
lich der Supremumsnorm. Dann ist f, x fur jedes x 2 D eine Cauchyfolge in
R und damit wegen der Vollstandigkeit von R konvergent. Wir kdnnen daher
eine Funktion f: D ¥ F in jedem Punkt von D definieren durch

fx T limf, x; x 2 D:
ntl

Diese Funktion ist o Cedsichtlich der punktweise Limes der Folge f, . Zu zeigen
ist, dass dies auch der gleichmé&Rige Limesin B D ist-das alsoauch f 2B D
und kf, fkp ¥ O gilt.
Nun, aus der Cauchy-Eigenschaft der Folge f, ,
kfn fmkp supjfa x fn X j<"=2; nmAN " ;
x2D

folgt durch punktweisen Grenziibergang m ¥ 1 auchsg
Jjfa X fxj "=2; nEN"; x2D:
Also gilt auch

supjfn x f xj kfp fkp "=2; neEN " ;
x2D

und damit
kfn fkp<"; ngEN " :

Also konvergiert f, inder Norm k kp gegen f.
Mit " 1 und einem geeigneten f,, folgt auBerdem

kfkp kfmkp 1< 1:

Also ist f beschrankt und damit f 2 B D . Damit ist gezeigt, dass jede Cauchy-
folge in B D einen Grenzwert in diesem Raum hat. Also ist B D vollstéandig.
Nun betrachten wir noch den Unterraum CB D von B D . Sind alle f,
stetig, so ist auch f als deren gleichmaRiger Limes stetig 33 . Also hat eine Cauchy-
folge in CB D einen Grenzwert, der ebenfalls wieder zu CB D gehdrt. Also ist

Der vorangehende Satz macht keine weiteren Annahmen tUber den Defini-
tionsbereich. Dieser kann also eine beliebige Menge sein. Besonders elegant ist
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der Sachverhalt allerdings fur kompakte Definitionsbereiche, da wir hier die
Beschréanktheit fur stetige Funktionen nicht explizit fordern mussen.
Sei dazu

CD —~ f2F D : fiststetig
Es gilt dann CB D CDN\BD.

Korollar Ist K kompakt, so ist der Raum C K aller stetigen reellwertigen
Funktionen mit der Supremumsnorm vollstandig, also ein Banachraum.

fitth  Nach dem zweiten Satz vom Minimum & Maximum 29 ist jede stetige
Funktion auf einer kompakten Menge beschrankt. Also ist C K B K und
deshalb auch

CK CB K :

Wir werden dieses Korollar vor allem auf die Ra&ume C a;b stetiger reeller
Funktionen auf kompakten Intervallen anwenden.

Bemerkung Alles Vorhergehende gilt auch fir Abbildungen in einen belie-
bigen Banachraum F. So bildet

C D;F ™ f: D I F stetig
einen Vektorraum, und der Unterraum
CB D;F ™ f2C D;F : kfkpe <1

bildet einen Banachraum, wobei kfkp.r ™ supyop kf x ke . Dasselbe gilt fur
C K;F ,wenn K kompakt ist. Die Beweise sind praktisch dieselben.
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Aufgaben

Gegeben sind zwei Funktionen f;g: R ¥ R. Welche Aussagen sind wahr?
a. Ist f beschrénkt, so nimmt f sein Maximum an.

Ist f beschrankt, so ist f lipschitz.

Ist f g stetig, so ist f stetig.

Ist f stetig, so existiert limysq f X .

Sind f und g unstetig, so auch f g.

a oo

Welche Aussagen Uber eine Funktion f: 0;1 ¥ R sind wahr?
a. Ist f monoton, so ist f beschrankt.

Ist f unbeschrankt, so ist f nicht stetig.

Wechselt f das Vorzeichen, so hat f eine Nullstelle.
Nimmt f ihr Minimum und Maximum an, so ist f stetig.
Ist f injektiv und stetig, so ist f streng monoton.

Zeigen Sie die Stetigkeit der Funktion f: 0;1 ¥ 0;1 fur
a ft t b ft 1=t.

a oo

Jede Funktion f: D ¥ R istin einem isolierten Punkt von D stetig. Dabei heif3t ein
Punkt a 2 D isolierter Punkt von D, wenn esein >0 gibt,sodass U a \D fag.

Beweisen sie das Folgenkriterium 4 fur die Stetigkeitvon f: E D ¥ F auf D
Sind die Funktionen f;g: D ¥ R stetig, so auch

frg: DIR; f~g x “maxff x ;g xg;

f_g:DIR;, f_g x "minff x;g xg:
Grenzwertungleichung Sei a ein Haufungspunkt von D. Besitzen die Funktionen
f;g: D ¥ R im Punkt a Grenzwerte und gilt f g in einer punktierten Umgebung von
a, so gilt auch limysgf x limgsag X .
Zeigen sie, dass die Funktion

. t
1t

h: R1Y 1;1 ;

bijektiv ist, und dass h und h 1 stetig sind.
Zeigen sie, dass alle drei Zwischenwertséatze 7, g, 9 aquivalent sind.

Ist die Funktion

8 p_
<0, x< 2
f-Qv'Q; x., . pP_
-1, x> 2
stetig? Gilt der Zwischenwertsatz?

Zu einer stetigen Funktion f: a;b ¥ R definiereman f : a;b ¥ R durch

f t max f:
a;t

Dann ist die Funktion f
a. monoton steigend mit f £f, b. stetig, c. die kleinste solche Funktion. Hat
also eine Funktion : a;b ! R dieselben Eigenschaften wie f |, so gilt f
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Die Thomaefunktion
g
0; X
cRIR; X 7 Q
- 1=g; X p=qg mit teilerfremden p;q und q > 0.

ist in jedem rationalen Punkt unstetig und sonst stetig.

Sei f: a;b ¥ R monoton,und J- ft2 a;b :jfi t f_t j>"g die Menge aller
Sprungstellen von f gréRer als . Zeigen sie:

a. Fur jedes " >0 ist J- endlich.

b. Die Menge J aller Sprungstellen von f ist abzahlbar.

Sei | ein o[edes Intervall und f: 1 ¥ R im Punkt a 2 | stetig. Dann existiert zu jedem
">0ein >0, sodass

jFxjE 1 " jfaij; x2U a:
Gilt entsprechend auch jf x j 1 " jfaj?
Sei b > 0 beliebig.
a. Die Parabel t , t? ist lipschitz auf 0:b , nicht aber auf b;1 .
b. Umgekehrt ist die Wurzel t ,  t lipschitz auf b;1 , nicht aber auf 0O;b .
Jede lineare Abbildung A: R"™ ¥ R™ ist lipschitzstetig.
Ist f: D ¥ F lipschitzstetig, so ist deren kleinstmogliche Lipschitzkonstante auf D

T kf u fvKkg,
SO 8 ku vkg
u;v2D
Sei E;k k ein normierter Raum und M E nichtleer. Dann ist die Abstandsfunktion
du: ET! R; duv x 7 inf kx mk
m2M
1-lipschitz.
Sei h ; i ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum E. Fir jedes | 2 E ist dann
die Linearform E ¥ R, x , hl;xi lipschitzstetig.

Geben sie ein Beispiel einer lipschitzstetigen, umkehrbaren Funktion f: R ¥ R, deren
Umkehrfunktion nicht lipschitzstetig ist.

Es gibt keine stetige Funktion f: R I R, die jeden Wert ihres Wertebereiches f R
genau zweimal annimmt.

Gibt es eine stetige surjektive Funktion f: R ¥ R, die jeden Wert genau dreimal an-
nimmt?

Sei | ein Intervall und f: I ¥ R streng monoton. Dann ist f bijektiv auf die Bildmenge
fi.

Die Funktion
8
<t; t rational
f: 0;1 ¢ 0;1; ft .
-1 t; tirrational

ist a. bijektiv, b. auf keinem nichtentarteten Teilintervall monoton, c. nur
im Punkt 1=2 stetig.
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Ist eine Funktion a;b ¥ R stetig und injektiv, so ist sie streng monoton.

P
Sei g1 an konvergent mit positiven Gliedern. Zu einer beliebigen Abzahlung q von

Q definiere man dann
X
f: RIR;, ft an:
n:gn t
Dann ist f a. streng monoton, b. in jedem irrationalen Punkt stetig, c. in
jeder rationalen Zahl r g, unstetig mit Sprunghéhe ap.

Sei | a;b und f: 1 ¥ | stetig. Dann besitzt f mindestens einen Fixpunkt, also einen
Punkt p2 1 mit f p p.

Istf: 0;1 ¥ 0;1 stetigmitf O fl 0, so existiert zu jedem n £ 1 ein Punkt
X2 0;1 mit f x fx 1=n far x21, 0;1 1=n .

Sei D E und a 2 E. Liegt in jeder punktierten Umgebung von a wenigstens ein Punkt
von D, so ist a ein Haufungspunkt von D.

Existiert limxsaf X , soist f in einer Umgebung von a beschréankt.

Fur jedes a2 R und n 2 N gilt
x"an
lim——— nx
xTa X a
Sei f: R ¥ R periodisch. Das heildt,esgilt f t T ft furein T>0undallet2R.
Giltdann limgsq f t 0;soist f t 0 far alle t 2 R.

n 1.

Man bestimme die Grenzwerte

ottt o1 ot t?2 ot ot t?2 ot
a. lim———= b. lim——F= c. lim——m———=
t1l Ft) 1 te1 t 1 t1l 2 1
1 1 x2 %2
d lim——— e. lim—.
X10 X2 x10 jXj

Man bestimme die uneigentlichen Grenzwerte

o83 22 1 _p—p p— )
a. lim & X 2 b. lim x x 1 X c. lim 4x2 2x 1 2x
x1 1  2x3 7x x11 x¥1
X
d. lim
xT1 X

Cauchykriterium fur Funktionsgrenzwerte  Sei a ein Haufungspunkt des Definitionsbe-
reiches von f: D I F. Existiert zu jedem " >0 ein >0, so dass

u;v2U a \D D kfu fvk<"
so existiert limysaf X .

Die beiden Funktionen f;g: a;b ¥ R seien stetig. Sind sie auf a;b \ Q gleich, so
sind sie auf ganz a;b gleich.

Far eine Funktion f: R ¥ R gelte die Funktionalgleichung
fu v fu fv; u;v2R:

Man zeige sukzessive:

7.42



38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

7 — Aufgaben

fo O.

f x fx.

f x=n f x =n fur alle n 2 N.

frx rf x faraller 2 Q.

Ist f stetig in 0, so auch aufganz R,und mita f 1 giltf x ax.

® a0 op

Eine Funktion f: D ¥ F ist an einem Punkt a 2 D stetig genau dann, wenn a ein
isolierter Punkt von d ist oder limyxsaf X f a gilt

Sei jfj stetig in einem Punkt a. Ist dann auch f stetig im Punkt a?

Kann das Produkt fg oder die Komposition f g zweier Funktionen in einem Punkt
stetig sein, auch wenn beide Funktionen in den entsprechenden Punkten unstetig sind?

Nimmt h: 0;1 ¥ R jeden ihrer Werte genau zweimal an, so kann h nicht stetig sein.

Zu jeder Tageszeit gibt es antipodale Punkte auf dem Aquator mit derselben Tempera-
tur.

Fir a >0 und n=m 2 Q definiere man

n=m -~ _n 1=m.

a a

Dann gelten die Potenzgesetze

rs rs

a a"a®; a a" s; ab" a'b"

fur alle r;s 2 Q und a;b > 0 sowie a™™™ al¥m n,

Man beweise Satz 22 Uber abgeschlossene Mengen.

Fur jede Teilmenge A eines normierten Raumes gilt @ @A  @A.

Eine Menge A  E ist D-relativ o [ed genau dann, wenn es eine o Lede Menge U E
gibt, sodass A U\D.

Was kann man tber den Abschluss des Inneren und den Kern des Abschlusses sagen —
also A und A einer beliebigen Menge A E?

Far nichtleere Teilmengen A;B R sei
A B fx y:x2A~"y2Bg:

a. Sind A und B olen, soistauch A B olen

b. Sind A und B kompakt, so ist auch A B kompakt.

c. Ist A abgeschlossen und B kompakt, so ist A B abgeschlossen.

d. Es gibt abgeschlossene Mengen A und B, wo A B nicht abgeschlossen ist.

Man zeige, dass im Folgenraum c 5g die Einheitskugel nicht kompakt ist.
Sei E ein normierter Raum und M E nichtleer. Dann ist die Abstandsfunktion
du: ET R; dvy x Tdist x;M T inf kx mk
m2M
1-lipschitz.

Sei O eine nichtleere o [ede Teilmenge eines normierten Raumes und ", eine mono-
ton fallende Nullfolge. Dann bilden die Mengen

Kn ™™ x20: dist x;,00 £", M kxk 1=", ; nk1l,

7.43
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202 7 — Stetigkeit

eine kompakte Ausschopfung von O. Das heif3t, es gilt
(i) Jedes Kj ist kompakt.
(ii) Die Kp sind monoton steigend: K1 K2
(ili) Die K, schopfen O aus: gz Kn O.
52 Zu jeder nichtleeren abgeschlossen Menge F eineﬁ_normierten Raumes existiert eine
fallende Folge o Ceder Mengen O\ derart,dass ,0O, F.

7.44



Ableitung

Die Ableitung einer Funktion f: t , f t in einem Punkt a beschreibt ihr
punktuelles Veranderungsverhalten in der Néhe eines Punktes a. Dazu betrachtet
man die Anderung der abhéngigen GroRe, f t f a , im Verhaltnis zur Anderung
der unabhangigen GroRRe, t a, wenn t sich a nahert.

Im einfachsten Fall ist dieses Verhaltnis konstant, namlich dann, wenn es
sich bei f um eine lineare oder a [neFunktion der Gestalt :t , mt b handelt.
Andernfalls kann man versuchen, eine solche a [neFunktion zu finden, die die
gegebene Funktion in der Umgebung von a am besten approximiert. Existiert
eine solche bestapproximierende Gerade, so ist sie eindeutig — es handelt sich
um die Tangente an den Graphen von f im Punkt a. lhre Steigung m ist dann
die Ableitung von f im Punkt a.

Diese Interpretation der Ableitung als Steigung einer bestapproximierenden
Geraden werden wir spater auf hohere Dimensionen verallgemeinern. Diese
Steigung erscheint dort als lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.

Doch zunéchst beginnen wir mit der klassischen Definition der Ableitung
als Grenzwert von Di Cerknzenquotienten.

Abb 1

Tangente an einen
Graphen

8.1
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Abb 2

Sekante an einen
Graphen

8.1
Definitionen und Rechenregeln

Im Folgenden sei | immer ein nichtentartetes Intervall, also ein Intervall mit
mehr als einem Punkt. Ferner sei f: | ¥ R eine reellwertige Funktion auf |. Die
folgende Definition der Di Lerknzierbarkeit in einem Punkt ist wahrscheinlich aus
der Schule vertraut.

Definition Eine Funktion f: 1 ¥ R heif3t di LerkEnzierbar im Punkt a 2 |, wenn
der Grenzwert

. ft fa

lim ——

tla t a

existiert. In diesem Fall hei3t m die erste Ableitung von f im Punkt a und

wird mit f® a bezeichnet.

Da t nur in der Nahe von a zu betrachten ist, schreibt manoftt a h
und nimmt h als hinreichend klein an. Damit wird
fa Im 2N fa,
h1o h
Dieser Definition liegt folgende geometrische Anschauung zugrunde. Der
Di Cerknzenquotient
ft fa
t a
beschreibt die Steigung der Sekante durch die Punkte des Graphen von f Uber
a und t. Konvergieren diese Steigungen fiir t ¥ a gegen einen Grenzwert m,
so kann man diesen als infinitesimale Steigung von f im Punkt a au [@sken. Die
Grenzlage der Sekanten bildet dann eine Tangente an den Graphen von f mit
der Steigung m.
Unbefriedigend an dieser Definition ist allerdings, dass sie sich in dieser
Form nicht auf héhere Dimensionen verallgemeinern lasst, da eine Division durch

8.2 09.02.2022 — 15:04



8.1 — Definitionen und Rechenregeln

Vektoren nicht sinnvoll erklart werden kann. Um dieses Problem zu umgehen,
charakterisieren wir Di Lerknzierbarkeit noch auf andere, aquivalente Weisen.

Dilerknzierbarkeitssatz  FuUr eine Funktion f: 1 ¥ R und einen Punkt a 2 |
sind folgende Aussagen aquivalent:
(i) f ist dilerknzierbarin a mit fa  m.
(i) Es gibt eine reelle Zahl m, so dass

_jft  fa mt aj

lim _ " 0: 1)
tla jt  aj
(iii) Es gibt eine reelle Zahl m und eine im Punkt a stetige Funktion ": 1 ¥ R
mit " a 0, so dass
ft fa mt a "tt a: )

(iv) Es gibt eine im Punkt a stetige Funktion ”: 1 * R mit = a m, so dass
ft fa Tt t a; t21: — ?3)

fitth  (i)a(ii) Die Definition von m als Ableitung ist aquivalent mit

. ft fa . ft fa mt a
0O Iim ————— m lim
tla t a tla t a

und dies ist aquivalent mit (1).
(ii)a(iii) Gleichung (2) ist fur t a &quivalent mit

ft fa mt a
t a '

"t

Somit ist (1) Aquivalent dazu, dass die Funktion " durch O stetig nach a fortge-
setzt werden kann.
(iiiya(iv) Dies ergibt sich mit * t m "t iiii

Wir haben nicht verlangt, dass eine im Punkt a di Cerenzierbare Funktion
dort auch stetig ist. Da in Gleichung (3) aber * im Punkt a stetig ist, ist es auch
die gesamte rechte Seite dieser Gleichung. Ist also f im Punkt a di Cerknzierbar,
so ist f dort auch stetig.

Gleichungen (1) und (2) erlauben folgende geometrische Interpretation. Die
a [neFunktion

ct, ot f a mt a

beschreibt eine Gerade durch den Punkt des Graphen von f Uber a mit der
Steigung m, und fur diese gilt

lim thitj 0:

tfa jt aj

09.02.2022 — 15:04 8.3

205



206

8 — Ableitung

Abb 3

Wurzelfunktion mit
Tangente

Der Approximationsfehler jf t t j zwischen Funktion und Gerade verschwin-
det also schneller als jt aj fur t ¥ a. Diese Eigenschaft bestimmt diese Gerade
in der Tat eindeutig 5-33 . Mit anderen Worten, die Tangente ist die bestapproxi-
mierende Gerade an den Graphen von f in diesem Punkt.

Definition Ist f: 1 ¥ R im Punkt a 2 | di Cerknzierbar, so heif3t die Gerade

t, t fa flat a

die Linearisierung und ihr Graph die Tangente von f im Punkt a.

z Beispiele a. Jede a [meFunktion :t , mt b istinjedem Punkt dile-]
renzierbar, denn fur alle t und h gilt
t h t
h
Alsoist 0t m fir alle t. Ihre Linearisierung im Punkt a ist

m:

t a mt a ma b mt a t:

Jede Gerade ist daher in jedem Punkt ihre eigene Tangente.
b. Die Wurzelfunktion t , t istin jedem Punkt t > O diCerknzierbar,
denn

B S SO N S
h h t h t t h t
und damit
p¥0 Iimu ﬂ:l%; t>0:
h1o h 2t

Im Punkt a 1 beispielsweise ist die Linearisierungt , 1 t 1 =2 app3-

Bei t 0O dagegen divergiert der Di Cerbnzenquotient, und die Wurzelfunkti-
on ist in O nicht di Cerknzierbar.

c. Die Betragsfunktion j j ist im Punkt O nicht di Cerknzierbar, da es dort
keine eindeutige bestapproximierende Tangente gibt. 7

8.4
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Rechenregeln fur die Ableitung Sind f;g: 1 ¥ R im Punkt a 2 | dierkn-
zierbar, so sind es auch f g, fg, und f=g, falls g a 0, und es gilt die
Summen-, Produkt- und Quotientenregeln

f ga f ¢ a (Summenregel)
fg'a fg fg° a (Produktregel)
f=g " a fig fg’ =g® a (Quotientenregel):
fitth  Im Folgenden verwenden wir Kriterium (iv) von Satz 1. Wir schreiben
ft f a Tt t a; gt ga tt a;

mit in a stetigen Funktionen > und ,wobei > a f°a und a g'a.

Fur das Produkt beispielsweise folgt daraus
fg t ftgt
faga tga fa t t a
"t tt a?

fg a tga fa t ~t tt a t a:

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist stetig im Punkt a und hat dort den Wert

aga fa a flaga fag'a:

Also ist fg in a dilerknzierbar mit der behaupteten Ableitung. Die Ubrigen

Satz Fur alle n 2 Z qgilt
tn 0 nt" 1.
wobeit O furn 0. —

tith Fir n O ist dies die Ableitung der konstanten Funktion, 1 ° 0. Fir
n 1 ist es die Ableitung der Identitat, t 0 1. Mit Induktion tGber n und der
Produktregel folgt fir n £1

"0 "% "t "t " n o1t™
FUr n < 0 erhélt man hieraus mit der Quotientenregel

tnO io tnO ntnl n I"Itnl'
tn tn2 t 2n tnil )

z Beispiel Ein reelles Polynom ist Uberall di Cerenzierbar, und es gilt

X K 0 X
agt kak
k O k O k 1

th 1 kagt< 1./

8.5
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= Kettenregel und Umkehrregel

Wie bei der Stetigkeit untersuchen wir nun die Frage, unter welchen Bedin-
gungen die Di Cerknzierbarkeit bei Verkettung und Umkehrung von Funktionen
erhalten bleibt. — Zuerst die Verkettung zweier Funktionen.

5 Kettenregel Esseienf: 1 ¥ JimPunkta 2 1 undg:J ¥ R im Punkt
f a 2 J dilerknzierbar. Dann ist auch g f im Punkt a di Cerknzierbar,

und es gilt

g fla ¢°fa ffa: ~
fitth  Nach Voraussetzung ist
ft fa Tt t a; gs gb s s b;

mit in a respektive b f a stetigen Funktionen > und ,wobei > a fla
und b g% b .Somitwird
g f t gft
gb ft ft b
g f a ft t t a:

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist stetig im Punkt a mit Wert

fa ” a g"fa fla:

Man beachte, dass nur die Di Cerknzierbarkeit von f und g in den Punkten
a respektive b f a gefordert wird. Di Lerknzierbarkeit in anderen Punkten
wird nicht benétigt. Dasselbe gilt fur die gleich folgende Umkehrregel .

z Beispiel Die Funktion

p
f:t, 1 t2
kann als Komposition der Wurzel g: x , p§ mit dem Polynom h:t , 1 t?
aufgefasst werden. Sie ist auf ganz R definiert und di [Cerknzierbar mit der
Ableitung
t

1
0t 0 x Rt —Pp= 2t p——:
9 x ht 2 X x ht 1 t2

6 Umkehrregel Sei f: 1 ¥ J stetig und bijektiv. Ist f im Punkt a 2 | di Cerkn-
zierbar und fa 0, so ist die Umkehrfunktion f 1: J ¥ I im Punkt

8.6
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b f a dilerknzierbar, und es gilt

1

f10 —_—
b fOof 1 p

- (4)
fitth  Nach Voraussetzung ist wieder

ft fa Tttt a

mit einer im Punkt a stetigen Funktion ~, wobei * a f'a 0. Es existiert
dannein >0,sodass * t O furallet2U a \/I.Fur diese t kbnnen wir
die erste Gleichung umformen zu

ft fa
» t N
Setzenwirs ft undb f a,soistt gs unda gb mitg f 1. Die
letzte Gleichung geht dann Uber in
s b
b ——-
gs g9 = gs

Da der Nenner im Punkt b stetig ist und nicht verschwindet, ist g im Punkt b
di Cerknzierbar, und die Ableitung ist wie behauptet.

1 1

0 R

gb ’gb fogb : iiiii

Man kann Gleichung (4) leicht rekonstruieren. Aus f 1 f t t folgt mit

der Kettenregel 5
frofe 7t 1

also

1

fFroft :
fot

Dies ist allerdings kein Ersatz fur den vorangehenden Beweis. Wir mussen ja
zuerst wissen, dass f 1 im Punkt b di [erknzierbar ist, bevor wir die Kettenregel
anwenden durfen.

8.7
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210 8 — Ableitung

z Beispiel Die Parabel f: t , t2 ist fiur t £ 0 strikt wachsend, bijektiv und
di Cerknzierbar mit Ableitung

't 2t

Diese ist nicht Null fur t > 0. Die Umkehrfunktion g f 1 ist deshalb in jedem
Punkt x t? > 0 di [erknzierbar mit Ableitung

1 1
flg x 2g x

g’ x
Fur die Wurzelfunktion erhalten wir also wieder das Ergebnis von Beispiel 2,
P o 4%&:
2 X
Andererseits ist f° 0 O,undin 0 f O istdie Wurzelfunktion auch tatsach-
lich nicht di Cerenzierbar. Die Annahme, dass f° im betrachteten Punkt nicht
verschwinden darf, ist also notwendig. 7/

s Di[erknzierbare Funktionen

Wir definieren nun noch die Di Cerknzierbarkeit auf einem Intervall. Dies
geschieht genauso wie im Fall der Stetigkeit.

Definition Eine Funktion f: I ¥ R heilRt di Lerknzierbar auf |, oder einfach
di Lerknzierbar, wenn sie in jedem Punkt von | di Cerknzierbar ist. In diesem
Fall heif3t die Funktion
foo1rR t, 0t
die Ableitung von f. Ist f° stetig, so heiRt f stetig di [erknzierbar auf 1. ~

Der Raum aller auf | stetig di Cerknzierbaren reellen Funktionen wird mit
C' | bezeichnet. O [edsichtlich gilt
ctr c%1 7ci g

denn stetige Funktionen mussen nicht di Cerenzierbar sein. Es gibt sogar stetige
Funktionen auf R, die in keinem einzigen Punkt di Cerknzierbar sind 2. Da-
neben gibt es natirlich auch Funktionen, die di Cerenzierbar, aber nicht stetig
di Cerknzierbar sind 5.9.

Satz Sind f und g in C' 1 ,sosindauch f g und fg in C' I , und es gilt
f g’ 0 o5 fg° fig fg"
Verschwindet g nirgends auf I, so ist auch f=g in C! I , und es gilt
f° flg fg' _
9 9>
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Aufgrund dieses Satzes ist C' | nicht nur ein Vektorraum, sondern eine
kommutative Algebra — das heil3t, es ist neben der Addition eine Multiplikation
erklart, fur die die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze gelten. —
Nun noch die globale Kettenregel.

Kettenregel Sind f und g beide C* und ist g f auf dem Definitionsbereich
von f erklart, so ist auch g f eine C1-Funktion, und es gilt

g f° ¢ f f%

Die globale Umkehrregel formulieren wir im nachsten Abschnitt 15, da wir
hierfur den Monotoniesatz 1o bendtigen.

8.2
Lokale Extrema und Mittelwertsatz

Es liegt nahe, dass die Ableitung einer Funktion Aufschluss gibt tber ihr
lokales Verhalten. Man sollte zum Beispiel an ihr erkennen, ob sie monoton ist
oder eine Extremstelle ausbildet. Dies wollen wir jetzt untersuchen.

Definition Eine Funktion f: | ¥ R besitzt im Punkt ¢ 2 | ein lokales Minimum,
wenn es eine Umgebung U ¢ gibt, so dass

fc ft; t2U ¢ \I:

Sie besitzt in ¢ ein striktes lokales Minimum, wenn auRerdem fur t ¢ die
strikte Ungleichung gilt, also

fc <ft; t2U ¢ \1I:

Entsprechend ist ein (striktes) lokales Maximum definiert.

Abb 4

Verschiedene Minimal-
stellen
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Abb 5

Satz von Fermat fur
eine Maximalstelle

Lokale Minima und Maxima werden gemeinsam als Extrema bezeichnet.
Punkte, an denen ein lokales Extremum vorliegt, werden Extremstellen genannt,
unterschieden in Minimal- und Maximalstellen.

Der folgende Satz ist von fundamentaler Bedeutung fur das Au [Cnd&n von
Extremalstellen. Hierbei hei3t ¢ 2 | innerer Punkt des Intervalls |, wenn er kein
Randpunkt ist.

Satz von Fermat Besitzt f: 1 ¥ R in einem inneren Punkt ¢ von | ein lokales
Extremum und ist f in diesem Punkt di [erknzierbar, so gilt % ¢ 0. —

fitth  Sei zum Beispiel ¢ eine Minimalstelle von f im Innern von |. Dann

existiertein >0,sodass U ¢ I und
fc h Efc,; jhj <
Also gilt
f
c_h fe £ O; O<h< ;
h
und
fc hh fc o: 0>h>

Da wegen der Di [erknzierbarkeit von f im Punkt ¢ der Grenzwert fir h ¥ O
existiert, folgt aus diesen Ungleichungen sowohl f° ¢ £ 0 als auch f° ¢ 0.
Alsoist f' ¢ 0. iiiii

Beide Voraussetzungen des Satzes - Lage der Extremstelle ¢ im Innern und
Di [erknzierbarkeit im Punkt ¢ - sind notwendig. In einer Extremstelle am Rand
muss die Ableitung nicht verschwinden, und an einer Extremstelle im Innern
muss eine Funktion nicht di Cerknzierbar sein.

Das Kriterium von Fermat ist allerdings nur notwendig, aber nicht hinrei-
chend. Ein kritischer Punkt ist nicht notwendigerweise eine Extremstelle — siehe
Abbildung 6.

Punkte, in denen die Ableitung einer Funktion verschwindet, haben eine
besondere Bedeutung und deshalb auch einen besonderen Namen.
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Abb 6 Zum Satz von Fermat

/\/

Extremstellen am Rand respektive nicht di Cerenzierbar Kritischer Punkt nicht extremal

Definition Ist f: 1 ¥ R im Punkt ¢ di Cerknzierbar und f° c 0, so hei3t ¢
ein stationarer oder kritischer Punkt von f. —

Der Satz von Fermat besagt also, dass eine Extremstelle im Innern notwendig
ein kritischer Punkt ist, wenn die Funktion dort di Cerknzierbar ist. Geometrisch
bedeutet dies, dass der Graph von f an einer solchen Extremstelle eine horizon-
tale Tangente aufweist.

= Mittelwertsatze

Als erste Anwendung des Satzes von Fermat erhalten wir sogenannte Mittel-
wertsatze. Zuerst betrachten wir einen Spezialfall.

Satz von Rolle Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b dilerknzierbar. Gilt
fa f b , so existiert ein Punkt ¢ 2 a;b mit

¢ o

Somit besitzt f einen kritischen Punkt im Innern von a;b .

tith Ist f konstant, so verschwindet f° Giberall, und jeder Punktin a;b
ist ein kritischer Punkt. Sei also f nicht konstant. Die stetige Funktion f nimmt
auf a;b ihr Minimum und Maximum an, und beide kdnnen nicht gleichzeitig
am Rand liegen, da f sonst konstant ware. Also besitzt f wenigstens eine
Extremalstelle ¢ im Innern von a;b . Da f dort auch di Cerknzierbar ist, ist

nach dem Satz von Fermatg f°c 0. iiiii

Der Satz von Rolle gilt naturlich erst recht, wenn f auf ganz a;b dileren-
zierbar ist. Es ist aber sinnvoll, hier und im Folgenden nur die Di Cerenzierbarkeit

Abb 7

Satz von Rolle

8.11
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Abb 8

Zum Mittelwertsatz

auf a;b zuverlangen, um auch Funktionen zu erfassen, die in den Endpunkten
des Intervalls stetig, aber nicht di Cerknzierbar sind, wie zum Beispiel in Abbil-
dung 7. Und Uberhaupt vermeidet ein Mathematiker gerne Bedingungen, die er
nicht benétigt.

Ubrigens war Rolle ein franzdsischer Mathematiker, sein Name wird daher
ohne »e< gesprochen. — Nun der allgemeine Fall.

Mittelwertsatz (Mws) Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b dilerknzierbar.
Dann existiert ein Punkt ¢ 2 a;b , so dass

fb fa f'c b a: ~

fitth  Betrachte die Hilfsfunktion = mit

fb fa

b a
Mit anderen Worten, wir subtrahieren von der Funktion f die Sekante durch die
Eckpunkte ihres Graphen. Fur diese Funktion gilt = a 7 b . Auchist = auf
a;b stetigund auf a;b dilerknzierbar. Nach dem Satz von Rolle g existiert
alsoeinc2 a;b mit

7t ft mt a;

*0¢ % m o

Der Quotient m im Beweis des Mittelwertsatzes stellt die mittlere Steigung
der Funktion f im Intervall a;b dar. Der Mittelwertsatz sagt also aus, dass an
wenigstens einer Stelle im Innern des Intervalls die Tangentensteigung gleich der
mittleren Steigung ist. Der Satz von Rolle ist hiervon ein Spezialfall, denn fur
fb f a istdie mittlere Steigung 0. Andererseits haben wir den Mittelwertsatz
gerade mit dem Satz von Rolle bewiesen. Beide Satze sind somit &quivalent.

Oft wird der Mittelwertsatz in folgender Form angewandt. Sei f: a;b ¥ R
stetig und auf a;b dilerknzierbar Dann existiert zu t;t h2 a;b immer ein

8.12
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2 0;1 ,sodass
ft h ft ft hh

In dieser Formulierung ist das Vorzeichen von h und damit die Anordnung von
t und t h unerheblich.

= Folgerungen

11 Schrankensatz Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b dilerknzierbar. Dann
gilt fir alle u<v in a;b die Ungleichung
jfv fuj v u supjfitij:
u<t<v
Ist also
L supjfltj<a;

a<t<b

so ist f L-lipschitz auf a;b .

fitth - Wir kénnen den Mittelwertsatz 1o auf u < v anwenden und erhalten
einc2 u;v mit

fv fu fc v u:

Also gilt erst recht

jfv fuj v ujffcj v u supjfitij: iii
u<t<v

12 Monotoniesatz Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b dilerknzierbar. Dann
gilt
(i) f* 0 auf a;b gdw f konstantauf a;b ,
(iiy f°£0 auf a;b gdw f monoton steigend auf a;b ,
(i) f0 0 auf ab gdw f monoton fallend auf a;b ,
(iv) f>0 auf a;b impliziert f ist streng monoton steigend auf a;b .

fitth ~ Wir beweisen zuerst die Richtung ).
(i) Furt2 a;b wenden wir den Mittelwertsatz auf das Intervall a;t an
und erhaltenein c 2 a;t mit

ft fa fct a o

Alsoist f t f a furallet2 a;b , und damit f konstant.
(ii) Entsprechend wenden wir den Mittelwertsatz auf zwei Punkte u <v
in a;b anunderhalteneinc2 u;v mit

fv fu f'c v u £o0:

8.13
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Somit ist f monoton steigend auf a;b .
(iii); (iv) gehen genau so.

Man beachte, dass in (iv) nicht die Umkehrung gilt So ist die kubische Parabel
t , t3 streng monoton steigend, aber ihre Ableitung verschwindet bei t 0.

Wir bendtigen noch folgende Verallgemeinerung des Mws. Er beinhaltet den
>normalen< Mittelwertsatz mit g  id.

Allgemeiner Mittelwertsatz Seien f;g: a;b ¥ R stetig, auf a;b dile-]
renzierbar, und g0 0 auf a;b .Danngibtesein c2 a;b mit

fb fa f'c
gb ga g'c’

fith Esistga g b ,daandernfalls g in a;b aufgrund des Satzes von
Rolle einen krtitischen Punkt hatte. Also ist
fb fa
gb ga’
auf a;b wohldefiniert, stetig und auf a;b dilerknzierbar. AuRerdem ist
7 a ” b . Mit Rolle g existiert also ein Punkt ¢ 2 a;b mit

7t ft mgt ga ;

0 "¢ fc¢c mgc:

Aus dem Korollar 12 ergibt sich ein einfaches Kriterium fir das Vorliegen
einer Extremalstelle.

Satz Die Funktion f: I ¥ R sei di Lerknzierbar und besitze im Innern von |
einen kritischen Punkt c. Ist 0 in einer Umgebung von ¢ streng monoton
steigend respektive fallend, so besitzt f in ¢ ein striktes lokales Minimum
respektive Maximum.

ttth - Angenommen, f° ist in einer Umgebung U ¢ | streng monoton
steigend. Wegen f° ¢ 0 ist dann in dieser Umgebung f° t <O fir t <c und
ft >0 firt>c. Alsoist f auf ¢ ;¢ streng monoton fallend und auf
c;c streng monoton steigend. Das aber bedeutet, dass

fc <fc h; O0<jhj<

2 Beispiel In welchem Verhaltnis missen H6he h und Radius r einer Kon-
servendose gewéahlt werden, um bei vorgegebenen Volumen V den Blechbedarf

8.14
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zu minimieren? Flr Volumen und Oberflache gilt
Y} r2h; A 2 r2 2 rh

Auflésen der Volumengleichung nach h auf und Einsetzen in die Oberflachen-
gleichung ergibt

2V

-

Da A r unbeschrankt ist fur r & 0 und r % 1, muss aus Stetigkeitsgriinden
mindestens ein Minimum auf 0;1 vorliegen. Nach dem Satz von Fermat ist
dort notwendigerweise

Ar 2 r?

2V s VvV
Da es nur einen einzigen kritischen Punkt gibt, muss dieser die Minimalstelle
sein, auch ohne weitere Betrachtung von A’ oder AV, ~

o Ar 4 r

SchlieRRlich erhalten wir noch einen handlichen Satz tiber Umkehrfunktionen.

Satz Uiber C'-Umkehrfunktionen Ist f in C1 1 und f® 0 aufganz I, so
ist f umkehrbar, die Umkehrfunktion f 1 ist auf dem Intervall 3 f |
ebenfalls C*, und es gilt dort
0 1 -
fof 1
tith Da f0 auf | stetig ist und nirgends verschwindet, hat f° festes Vor-
zeichen. Somit 1o ist f streng monoton und somit umkehrbar. Aufgrund des
Umkehrsatzes g ist, da f° nirgends verschwindet, die Umkehrfunktion g f 1
auf f | diLCerkenzierbar mit Ableitung
0 1.
0 g’

f 1

9

8.3
Hohere Ableitungen

Ist f: 1 ¥ R dilerknzierbar, so ist die Ableitung f: I ¥ R wieder eine
reelle Funktion auf 1. Somit kann man fragen, ob f° ebenfalls di [erénzierbar ist.
Ist dies der Fall, so erhalt man die zweite Ableitung von f,

O~ 00 1R

8.15
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So kann man fortfahren, so lange die néchste Ableitung ebenfalls di Cerenzierbar
ist, und induktiv die hdheren Ableitungen von f erkléaren. Bezeichnen wir die
r-te Ableitung mit f ", so gilt mit f © ~f also

fr—frto r E1:

Insbesondereist f 1 found f2 % Andere Uibliche Bezeichnungen hierfiir
sind D' f oder auch @'f.

Man sagt, f ist r-mal di[erknzierbar, wenn f:f%..;f " existieren. Ist au-
Rerdem f " stetig, so heiRt f r-mal stetig di Lerknzierbar. Die Klasse dieser
Funktionen wird mit C" I bezeichnet, und man sagt, eine Funktion f 2 C" |
ist eine C"-Funktion oder kurz C".

Schlie3lich definiert man noch den Raum der unendlich oft di Cerknzierbaren
Funktionen auf I,

N\
ctir — c'i:
r £0

Man erhalt somit eine Skala von Funktionenraumen
cti DN oL I oLl . ct1 c%r:

Jede Inklusion ist eine echte Inklusion, denn natdrlich gibt es fir jedes r £ 0
C'-Funktionen, die nicht C" 1 sind.

2z a. Jede Potenz t , t" mit n £ O ist unendlich oft di Lerknzierbar, wobei

n!
t"" nn 1-nr 1t"" —— " T O r n;
n r!
insbesondere
t" " n!:

Somitistauch t" * O furaller >n.

b. Jedes Polynom ist unendlich oft di Lerknzierbar. Ist das Polynom p vom
Grad n,soistp™ 1 0.

c. Die im néchsten Kapitel definierten Funktionen exp, sin und cos sind
auf R unendlich oft di Cerenzierbar, und es gilt

0 . in0 . 0

exp’  exp; sin’  cos; cos sin: 7

Jede Linearkombination von C"-Funktionen ist wieder eine C'-Funktion, wie
man induktivmit f g° O  g° leicht zeigt. Somit ist C" | ein reeller
Vektorraum. Es gilt aber noch mehr.

8.16
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Leibnizsche Formel Das Produkt zweier Funktionen f;g 2 C" | gehort
ebenfalls zu C" | , und es gilt

f r XBrfrs s
g9 s g
s O

mit den Binomialkoe [ziehten Bf ———— .
stlr s S

Den Beweis erfolgt per Induktion wie bei der binomischen Formel 5.35. Auch

bei der Komposition und der Umkehrung gibt es keine Uberraschungen.

Satz Uber C"-Komposition Istf2C" 1 undg2C"J mitJ f 1 ,soist
auchg f2Cri1 . —

fitth  Fr r 1 ist dies die Kettenregel 7, und es gilt
g f° ¢ f f"

Alles Weitere folgt mit Induktion: Sind f und g von der Klasse C" 1, so sind f°
und g° von der Klasse C'. Dann ist auch g° f C' aufgrund der Induktionsan-
nahme, und damit auch das Produkt mit f° Somitist g f ° C" und damitg f
selbst C* 1. iiiii
Satz Uiber C"-Umkehrfunktion Sei f 2 C" | . Verschwindet f° nirgends, so
ist f umkehrbarund f 12C"J mitd f1 . ~
tith  Aufgrund des Satzes tiber C1-Umkehrfunktionen 15 ist f auf jeden Fall
umkehrbar, und fur flgilt 2cCc'J mit

0 1
f0

Alles Weitere folgt mit Induktion: Ist f C" 1, so ist f* C" ebenso wie  aufgrund
der Induktionsannahme. Dann steht auf der rechten Seite ebenfalls eine C'-
Funktion aufgrund des Satzes uber die C r-Komposition. Somitist ° C" und
damit  selbst C" 1. iiiii

Bemerkung Die zweite Ableitung von f 1istdann
00 1 F00 0 £ LOO -
£0 2 £0 3 £03

8.17
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8.4
Die Regel von I'Hospital

Oft sind sogenannte >unbestimmte Ausdricke< der Form 0=0 zu bestimmen,

also Grenzwerte wie

. sint .1 cos?t

lim——; lim——-m—;

t1o t t1o 12
wo Zahler und Nenner gleichzeitig gegen Null konvergieren. Fur diesen Fall gibt
es eine nutzliche Regel, die auf dem verallgemeinerten Mittelwertsatz basiert.
Einfache Regel von I'Hospital Seien f;g 2 C1 I . Ist in einem Punkt a 2 |

fa ga O

und g° 0 in einer punktierten Umgebung von a, so gilt

ft . 0t

Insbesondere existiert der linke Grenzwert, wenn der rechte Grenzwert
existiert. —

fitth -~ Aufgrund des allgemeinen Mittelwertsatzes 13 ist
ft ft fa s
gt gt ga (¢s

mit einem s zwischen a und t. Mit t ¥ a haben wir auch s ¥ a. Existert also
der Grenzwert auf der rechten Seite fur s 1 a, so folgt

2 2
= Beispiele a. lim lim -,
P x¥1X2 x 2 x112x 1 3
. sint . cost . ft fa it
b. lim=— lim 1. c lim———— lim fa .
t1o t tro 1 tla t a tta 1

d. Man darf nicht vergessen zu Uberprifen, ob tatsachlich alle Voraussetzungen
der Regel erfullt sind. So ist zum Beispiel
t2 . 2t . 2

lim 0 lim - lim
t10 cost t1o sint t10 Ccost

Istauch fa g’°a 0, so kann man den Satz nochmals anwenden.
Erfullen die Ableitungen von f° und g° die entsprechenden Voraussetzungen, so
geht man zu den zweiten Ableitungen Uber.

8.18
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oox3 x2 x 1 . 3x%¥ 2x 1 .. 66X 2
z a. lim—s—— lim lim —:
x¥1 x3 3x 2 x¥1  3x2 3 x¥1  6X 3
1 cos?t . sintcost .. cos?t sin’t
b. m—m lim——— lim———— 1.
t1o t2 t1o t t1o 1
c limfa h 2fa fa h Iimfoa h fla h 0o
" hro h2 h1o 2h )

= Der allgemeine Fall

Oft handelt es sich bei a um einen Randpunkt eines Definitionsintervalls,
in dem % und g’ nicht definiert sind. Auch ist der Fall eines uneigentlichen
Randpunktes bei 1 oder 1 von Interesse, sowie unbestimmte Ausdriicke der

Form 1=1.Auf alle diese Félle lasst sich die Regel von I’'Hospital verallgemeinern.
Der Beweis ist etwas technisch und kann beim ersten Lesen Ubergangen werden.

Regel von I'Hospital Es seien f;g 2 C' | . Ist a ein Randpunkt von | mit
limf t limg t 0 oder limg t 1;
tia tla t¥a

und ist g° 0 in einer punktierten Umgebung von a, so gilt

ft Ot
lim—— lim ; 5)
ttagt traglt
falls der zweite Grenzwert auf der erweiterten Zahlengerade existiert.
fitth ~ Sei
Ot
lim ———: (6)
ttag’t
Wir zeigen, dass im Fall < 1 zujedem * > ein Intervall | U a \I
existiert, so dass
ft
— . t21: @)
gt

Analog zeigt man im Fall > 1 ,dass zu jedem ~ < ein &hnliches Intervall
J existiert, so dass

— K 7 t2J:

Beides zusammen ergibt die Behauptung (5).
Seialso < * < 1.Dader Grenzwert in Gleichung (6) existiert, gibt es ein

" > 0 und ein Intervall | U a \I so, dass
0t
; oo t21
g't

8.19
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Mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt hieraus
ft fs fou .
gt gs g'u
mit einem von s und t abhdangenden u 21 .
Gilt jetzt

" s;t21 ; (8)

limf t limg t 0;
tla tla

so folgt mit s ¥ a hieraus (7), und wir sind fertig.
Gilt dagegen beispielsweise limiiag t 1, so schreiben wir zuerst

ft ft fs gt gs fs

gt gt gs gt gt
Fur irgendein festes s 21 und t hinreichend nahebeiaistgt gs >0,so
dass mit (8)

ft

+ « 9t gs fS; t21

gt gt gt
auf einem hinreichend kleinen Intervall | | . FOr t T a konvergiert die rechte
Seite gegen * . Wahlen wir also I nochmal kleiner, so gilt auch

ij, +; t21 ;

gt
und damit wieder (7). Der Fall limgrag t 1 geht genauso. iiiii

Bemerkung Der Beweis giltfirdenFallt * aund t ¥ 1 als auch fur
den Fall, dass es sich in (5) um einen uneigentlichen Grenzwert handelt.

. . t2 2t 2
a. limt?e ' lim— lim= lim= O.
trl t11 et triet traet
b. Ganz allgemein gilt tIilrritme ' 0 fur mEDO.
. logt . 1=t
C. Ilm—g lim— 0.
tr1l t tral 1

Andere unbestimmte Ausdriicke wie 0 1 lassen sich oft in eine Form
bringen, auf die man die Regel von I’'Hospital anwenden kann:

. . logt 1=t .

d. lim tlogt lim-23%  Jim limt 0
t10 t10 1=t t10 1=t2 t10

1 . log1 s . 1=1 s

e. limtlog 1 — lim g lim 1
ty t 10 S s¥10 1
. " 1

f lim 1 = limexp nlog 1 = el e
ntl n nil n
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8.5
Taylorpolynome

Sei f eine reelle Funktion auf einem Intervall | und a 2 | . Die Stetigkeit von
f im Punkt a kdénnen wir au [asken als lokale Approximierbarkeit von f durch
eine konstante Funktion, denn es gilt

fa h f a " h

mit einer in 0 stetigen und dort verschwindenden Funktion ". Die Di Lerknzier-
barkeit von f in a ist gleichbedeutend mit der lokalen Approximierbarkeit durch
eine lineare Funktion, denn

fa h fa fah "hh

wiederum mit einer in O stetigen und dort verschwindenden Funktion " ;.
Man kann daher fragen, ob sich eine Funktion lokal auch durch Polynome
héherer Ordnung so approximieren lasst, dass

X
fa h fa axhk " hh"
k 1
mit einer im Punkt O stetigen und dort verschwindenden Funktion "
Vernachlassigen wir den "-Term, so sind die Koe [ziehten ax eindeutig

bestimmt durch die Ableitungen von f an der Stelle a, denn
X
fk a agh' o Kag 1 k n
I 1

Dies nehmen wir zum Anlass fur folgende Definition.

Definition Fur f 2C" I und a 21| heil3t
X fk a

k
Kl t a

Tt 7
k 0
das n-te Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt a.
Insbesondere ist T2f t  f a und
Tt fa flat a;
1
T2ft fa flah Efooat a
und T2f ist genau die Linearisierung von f im Punkt a.
Schreibtmant a h, so lautet das n-te Taylorpolynom
0 a h2 fh a
2 v n!

Thfa h fa flah h":
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Abb 9

Taylorpolynome zu

1 t imPunktO

z Beispiele a. FOrf:t , pl tunda Oist

t o t?
Tt 1 -
0 2 4
Ubringens schreibt man 1 t, um den Entwicklungspunkt in den Nullpunkt zu
legen.
b. FurdasPolynomp:t, 1 t"gilt

pX 0 n-n k 1 n! n
k! k! kln k! k -’
Also ist
1
x n-
Topt ktk 1 t" pt
k0

aufgrund der binomischen Formel 325 .
c. Entwickeln wir p an einer anderen Stelle a 0, so erhalten wir ein
Polynom n-ter Ordnung mit anderen Koe [ zZiehten. 7

= Restgliedformel

Das Taylorpolynom allein sagt wenig aus, solange man den Approximations-
fehler, das sogenannte Restglied

ROft ft TRt
nicht kontrollieren kann. Eine erste Abschatzung gibt der folgende Satz.

22 Satz von Taylor mit Restglied von Lagrange Sei f 2C" 11 unda 2 1.
Dann existiert zu jedem a h 21 ein 2 0;1 ,so dass
f"l a h
n 1!

Rf a h hn

8.22
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fitth  Betrachte
Rh fa h Tifa h; Sh h"?

als Funktionen von h. Alle Ableitungen von R und S im Punkt O bis zur Ord-
nung n verschwinden:

Rk o sko o 0 k n;
wahrend
gnt n 1! 0O

Durch n-fache Anwendung des allgemeinen Mittelwertsatzes 13 erhalten wir eine
Folge von Punkten q;:::; n 1 zwischen O und h mit
Rh Rh RO R 4
S h Sh SO S0
RO, RO RO
st , sto s,

Rnl n o1 1:n1a h
snl .1 n 1!

denn die n  1-te Ableitung des n-ten Taylorpolynoms verschwindet. Dies ist

Eine Funktion f 2 C" 1 | kann man also lokal durch sein Taylorpolynom
vom Grad n so approximieren, dass

ft TNt Ot a"?t:
Hierbei steht der >O-Ausdruck« fir eine Funktion = mit der Eigenschaft, dass
i hi Mmjhj"*
fur alle kleinen jhj mit einer Konstanten M £ 0. Man sagt,  verschwindet bei

Null mit der Ordnung n 1. Diese Information ist fur viele Zwecke bereits véllig
ausreichend.

Die Bewegungsgleichung eines Oszillators mit Masse m ist gege-
ben durch

mX F x;

wobei x die Auslenkung aus der Ruhelage bei x 0, X ihre zweite Ableitung
nach der Zeit, und F die dort wirkende Ruckstellkraft bezeichnen. Es gilt also

8.23
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Fx £0 F 0 ,undEntwickeln bei O ergibt
Fx FO F'0x 0Ox 12x O x?

mit einer gewissen Konstanten ¥2 > 0. Fir kleine Auslenkungen kann man
in erster Naherung den quadratischen Term vernachlassigen und erhélt die
Bewegungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator,

mX ¥ ex: /

2 Beispiel Die kinetische Energie eines relativistischen Teilchens mit Ruhe-
masse mg und Geschwindigkeit v ist

1
E m (:2 [ == 1 ;
rel 0 1 v=c 2

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. FUr die Funktion  mit
1 1=2 e
t pﬁ 1 t ; ju <1,
finden wir
1 3
t 1 Zt =-t2 ot3:
2 8
Somit erhalten wir mit u  v2=c? naherungsweise

1
E moc? =u =u “mev? Zmo—:
rel 0 2 3 2 0 8 002

8.6
Taylorreihe

Ist f beliebig oft di Cerknzierbar, so kénnen wir Taylorpolynome jeder
Ordnung bilden. Dies fuhrt zum Begri [Cdér Taylorreihe.
Definition Fur f2C1 1 und a2 1 heilt
X f k a
k!

Taft 7TrFt t ak

k 0
die Taylorreihe von f am Entwicklungspunkt a.
Die Taylorreihe Taf konvergiert immer im Entwicklungspunkt a selbst und
hat dort den Wert f a . Das ist trivial. Eine ganz andere Frage ist, ob sie auch

in anderen Punkten konvergiert, und ob ihr Wert dort mit der Funktion selbst
Ubereinstimmt.
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Definition Konvergiert die Taylorreihe von f in einer Umgebung von a gegen f,
so heilst f um a entwickelbar in seine Taylorreihe.

In diesem Fall gilt also
0 limft Tt lim RO t :
ntl ntl
Somit erhalten wir sofort folgendes
Entwicklungskriterium Es gilt f t Taf t genau dann, wenn
limRJft 0O
ntl

Dies muss man nun fir die jeweilige Funktion nachprifen, so wie man auch
die Konvergenz einer Reihe in jedem Fall einzeln prufen muss. Ein Allzweckkrite-
rium gibt es nicht. Am einfachsten ist noch folgende Situation, welche wir auch im
néchsten Kapitel antre Ced werden. — Zur Erinnerung: Esist kK k; supysj tj
die Supremumsnorm von  Uber I.

Satz Seif2cl | .Gilt
q___
sup" kfnk, <1;
n&kO0

so wird f durch seine Taylorreihe in jedem Punkt von | dargestellt.

fitth  Sei a 2 1 und r > 0. Aufgrund der Annahme existiert ein M £ 0, so
dass kf " k; < M" fur alle n £ 1. Auf dem Intervall I, U, a \ gilt fur das
Restglied von Lagrange 2> dann

n Mn n
KRD 1fk,  kf "k, — r. nE1L
a Ir "'ni n!

= Binomische Reihe

Als Beispiel betrachten wir die binomische Formel fir beliebige reelle Expo-
nenten. Wir greifen dabei der Definitionvon t furt>0und 2R g2 und der
verallgemeinerten Ableitungsregel t t 1vor.

Binomische Reihe fur reelle Exponenten FUr jedes 2 R gilt
x
1t 1 B tX;  jti<1;
KEL
mit den allgemeinen Binomialkoe [ziehten

1 - kK 1
12-k '

B, KEL
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Man beachte, dass die Identitat nur fur jtj < 1 gilt, wahrend die Funktion
selbst fur alle t > 1 erklart ist.

fith  Die Funktion f: t , 1 t istauf 1; 1 unendlich oft di Cerknzier-
bar mit

Xt 1 - k 1.1 t ™

Also ist
fko 1 -
k! 12-k
Fur das Restglied erhalten wir die Abschéatzung

k 1

By :

. L jtj"
RO Lf t B S L -
JRo ] ) anl Snj”
mit s, zwischen t und 0. Dies konvergiert gegen Null fiur 1=2 <t < 1. Flr

1<t 1=2 bendtigen wir allerdings eine bessere Restgliedabschatzung durch

= a. Far 0 verschwinden alle Binomialkoe [Ziehten, und die Gleichung
reduziert sichauf 1 t©° 1, was jastimmt.
b. FUr natirliche Exponenten n £ 1 gilt BQ 0 fir k > n, und wir
erhalten die klassische binomische Formel 355.
c. Fur 1 ist B 1 ¥ und somit
%t 1 % 1Rk 1t 2 8 L jti<i:
KEL

— 1 t 1t t2 .. jti<i;

wie es sich fur die geometrische Reihe auch gehort.

d. Far 1=2 erhalten wir
p— X 1 1 1 5
1t 1 btk 1 =t =t2 —t3 —t*
L 2 8 16 128
mit
b 1k 1 13 -2k 3 ,
ko ok 12 -k ‘

Funktionen in C1 | , die sich in jedem Punkt in ihre Taylorreihe entwickeln
lassen, heiRen reell analytisch. lhre Klasse wird mit C* | bezeichnet. Diese
Funktionen kénnen also lokal immer durch eine Potenzreihe dargestellt werden.
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Dies gilt aber nicht fiir jede Funktion in C1 | ! Selbst wenn die Taylorreihe einer

Funktion in einer Umgebung des Entwicklungspunktes konvergiert, so bedeutet
dies keineswegs, dass sie auch die Funktion darstellt 123 .

= Noch einmal Potenzreihen

O [edist noch die Frage, ob die Summenfunktion einer Potenzreihe innerhalb

ihres Konvergenzbereichs eine analytische Funktion darstellt. Dies ist tatsachlich
der Fall. Die Grundlage dafur bildet der folgende Satz.

24 Satz Jede Potenzreihe
X

t ant”
n&O0

definiert im Innern ihres Konvergenzintervalls eine di Cerenzierbare Funk-

tion, deren Ableitung man durch gliedweises Di Cerenzieren erhélt:
X

0t nant" :
nkl

Diese Reihe hat denselben Konvergenzradius wie

fitth - Wie im Fall der Potenzreihe selbst g 16 zeigt man, dass die

-Reihe fur
Jtj <jtoj konvergiert, wenn die

-Reihe im Punkt ty konvergiert, und umgekehrt.
Daher haben beide Reihen denselben Konvergenzradius .34 .

FUr den Di Lerenzenquotienten erhalten wir mit dem Mittelwertsatz 19

t h t X _ t hn 0 X -
E— anf nansy
n 0 n 1
mit Punkten sp ng1 zwischen t und t  h. Mit
X
t nant" 1
nAkl
erhalten wir also
t h t X
E— t nan s/ 1 ¢nt
n 1
X
njanjjsh * t"
n 1
X X o )
Njanjjsp * t" 1j:
1 n N n>N
Fur t und t

h in einem abgeschlossenen Konvergenzintervall wird die zweite
Summe kleiner als ein vorgegebenes " > 0, indem man N hinreichend grof3
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wahlt. AnschlieRend wird die erste Summe kleiner als ", indem man jhj <
hinreichend klein wahlt. Daher gilt

lim—t h t ‘-
h1o h '
Also ist  im Punkt t di Cerknzierbar, und esist ° t t . iiiii

Da der Konvergenzradius einer Reihe unter Di Lerknziation derselbe bleibt,
kénnen wir diesen Vorgang beliebig oft wiederholen. Das Ergebnis ist der

Potenzreihensatz Eine Potenzreihe
X
t ant"
n&0
mit positivem Konvergenzradius definiert im Innern ihres Konvergenzin-
tervalles | eine analytische Funktion , deren Taylorreihe im Punkt O die
Potenzreihe selbst ist:

To . -

fitth - Aus dem vorangehenden Satz folgt durch Induktion, dass eine Potenz-
reihe im Innern ihres Konvergenzintervalls beliebig oft di Cerenzierbar ist, mit

K X n K
t ﬁant” ) k £ O:
n&k n ’

Alsoist &k 0  k!ay fur alle k £ 0 und damit
X
To t axtk t:o i
K/EO
Im néchsten Kapitel werden wir mithilfe von Potenzreihen einige der wich-
tigsten Funktionen der Analysis definieren.
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Aufgaben

Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b dilerknzierbar. Welche Aussagen sind wahr?
Ist f monoton steigend, so ist f£0 auf a;b .

Ist f umkehrbar, so besitzt f keinen kritischen Punkt.

Ist f nicht monoton, so besitzt f einen kritischen Punkt.

Besitzt f im Punkt a eine Minimalstelle, so ist f’ a 0.

Istfa £fb ,soist f'c 0 fur wenigstensein c 2 a;b .

Ist f umkehrbar, so ist auch f ! di [erknzierbar.

o a0 oo

Sei f: 1 ¥ R im Punkt a 2| stetig. Gibt es eine a [neFunktion :t, mt a b mit

Iimet.i.tJ ;
tfa jt aj

so ist diese eindeutig bestimmt, undesistb fa undm fla .

Die Funktionen f;g seien in einer Umgebung des Punktes ¢ 2 R erklart, im Punkt c
seien f di Lerknzierbar, g stetig, und f ¢ 0. Dann ist auch fg in c di Cerknzierbar.

a. Die Funktionen f;g: a;b ' R seien diLlerknzierbar. Dann sind max f;g und
min f;g dilerknzierbar in allen Punkten ¢ 2 a;b mit f c g ¢ ,undinden
Ubrigen Punkten genau dann, wenn f° ¢ g° ¢ .

b. Wie lautet der entsprechende Satz fur jfj? Mit Beweis naturlich.

Bestimmen sie die Linearisierungen in a 0 der Funktionen f mit Funktionsterm
P _
a 1t b 1 t?! ¢ 1 t" d pl t.

Fur t £0 und n £1 ist pf t1*n definiert als die Umkehrfunktion von t". Bestimmen

sie die Ableitung von t¥" mit Hilfe des Umkehrsatzes.

Die Funktion f sei auf O;b stetig, auf O;b dilerknzierbar, undessei f 0 0. Ist
0 (streng) monoton wachsend, so ist auch f=t (streng) monoton wachsend.
Ist f auf a;b dilerenzierbar und % monoton, so ist f sogar stetig di [erenzierbar.
Die Funktion 8
<t?cost 1; t O
h: RTR; ht _
-0 t
istim Punkt t O diCerknzierbar, aber nicht stetig di Lerenzierbar.

Verbesserter Schrankensatz Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b dilerknzierbar.
Dann ist f lipschitzstetig auf a;b genau dann, wenn f® auf a;b beschrankt ist.
Die bestmoégliche Lipschitzkonstante ist in diesem Fall

L sup jf’tj:
a<t<b
Gilt fur eine Funktion f: R ¥ R die Ungleichung
jfu fvj ju vjz; u;v2R;

so ist f konstant.

8.29
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8 — Ableitung

Sei f: a;b U R stetig, auf a;b stetig di [erenzierbar, und ¥ sei auf a;b stetig
fortsetzbar. Dann ist f in a und b ebenfalls di Cerknzierbar.

Zwischenwertsatz fur die erste Ableitung Sei f: a;b ¥ R stetigund auf a;b dile-]
renzierbar. Dann nimmt f° jeden Wert zwischen inf 4, % und sup 5, f° an. Hinweis:
Es ist nicht erforderlich, dass f° stetig ist.

Eine Funktion f: R ¥ R heil3t gerade, falls f t f t ,ungerade, falls f t ft
fur alle t 2 R. Dann gilt: Ist f di Cerknzierbar und gerade respektive ungerade, so ist
% ungerade respektive gerade.

Essei f: a;b 1 R stetig di [erenzierbarmit f a <f b und f® a < 0. Dann besitzt
f in a;b einen kritischen Punkt.

Sei f: a;b ¥ R dilerknzierbar und f a 0. Existiert ein M £ 0, so dass
iftj Mjftj; t2 ab;

soist f O.

ForaZlund t£1 gilt i 1 p—pa 1
9 1t 1 at a 1’

Sei f 2C2 1 und c ein innerer Punkt von 1. Zeigen sie:
a Istfc 0und fPc >0, soist ¢ eine Minimalstelle von f.
b. Ist ¢ eine Minimalstelle von f,soist fc 0 und f® ¢ £0.
c. Dies ist falsch, wenn nur fc 0 und f® ¢ /£ 0 vorausgesetzt wird.
Unter allen Dreiecken gleichen Flacheninhalts besitzt das gleichseitige Dreieck den
kleinsten Umfang.
a. Ist f an der Stelle a einmal respektive zweimal di Lerknzierbar, so ist
fa h fa h

f a lim :
hI!o 2h
fa h 2fa fa h
00 .
f* a Ilgn e :

b. Folgt umgekehrt aus der Existenz der ersten Grenzwerts die Di [erknzierbarkeit von
fina?
Die Funktion f: 1;1 ¥ R sei im Punkt O diLCerknzierbar, und up ; v, seien zwei
gegen O konvergierende Folgen in  1;1 . Dann gilt

. foup f vn

im f0;
: Un Vn

|
nil
wenn eine der drei folgenden Bedingungen erfullt ist:
(i) up <0<v, furalle n.
(ii) 0<up <vp furalle n und vp= vy Uy ist beschrankt.
(iii) fO ist stetig auf  1;1 .
Fur f2CN 1 gilt @" tf t t@"ft n@" ft.

Die Legendreschen Polynome Py sind definiert durch

Pht "2 1™ n £ 0:

2"n!
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8 — Aufgaben

a. Bestimmensie P, fur 0 n 5.
b. Jedes Py ist ein Polynom vom Grad n mit genau n Nullstellenin  1;1 .

Verallgemeinerter Satz von Rolle Die Funktion f: a;b ¥ R sein 1-mal stetig
di Cerknzierbar und auf a;b n-mal di Cerknzierbar, wobei n £ 1. Besitzt f Nullstellen
ap<a;<. <apin a;b ,sogibteseinenPunkt c 2 ag;an, mitf" ¢ 0.

Sei | ein o [endes Intervall. Eine Funktion f 2 C2 1 heiRe konvex, wenn f® £ 0 auf
ganz |. Man zeige:
a. Furalle a2l gilt

ft ETt; t21

Man sagt, f liegt oberhalb aller seiner Stltzgeraden.
b. Fdralle u;v21 und 0 1 qilt

f u 1 \Y; fu 1 fv:
c. Fur beliebige uj;..;upn 21 und 1;..; 2 0;1 mit 1 .. n 1 qilt
f qur . nUn 1f ug . nf unp

Restglied von Schlomilch  Sei f2C" 11 und 0 p n.Danngibteszu a;a h21
ein 2 0;1 ,sodass

hnloq np

RIf a h f"la h:

n! p 1

Fur p O ist dies das Restglied von Cauchy.

Sei | ein kompaktes Intervall, f 2 C" 1 | und a 2 | ein beliebiger Punkt. Gilt fur ein
Polynom p, vom Grad n die Abschatzung

fft pntj Mjt a"?t; t21

soist pn T2f.

Sei f2C2 R und My kf"kg<1 furr 0;1;2. Dann gilt
M2 4MoMj:

Hinweis: Man stelle mithilfe der Taylorschen Formel f° durch f und f® dar.

Sei f 2 C2 R , und die zweite Ableitung % sei gleichmaRig beschrankt. Gilt
limgeg f t 0, so gilt auch lim¢sq Ot 0. Hinweis: Vorangehende Aufgabe .28 .

P
Abelscher Gr|e_pzwertsatz Konvergiert die reelle Reihe g0 an, so konvergiert die

Potenzreihe g9 ant” gleichmaRig auf 0;1 gegen eine stetige Funktion, und es gilt
X X
lim ant” an:
0
1 ko n/&o

Hinweis: Verfahre dhnlich wie beim Beweis des Abelschen Konvergenzkriteriums 5.6.12 -

Die Funktion f: 1;1 ¥ R sei dreimal di Cerenzierbar mit

f 1 fo f'0 o0 f1 1:

8.31
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8 — Ableitung

Dann existiertein ¢ 2  1;1 mit f% ¢ 3. Konstruieren sie auch ein Polynom p
dieser Art mit p® 3.

Beweisen sie folgende Aussagen Uber die binomische Reihe

1t B,t":

a. Fur /£ 0 konvergiert die Reihe gleichméaRig auf  1;1 . Hinweis: Aufgabe 6.13.
b. Fiur 1< <0 konvergiert die Reihe fur t 1 und divergiert fur t 1.
c. Fur 1 divergiert die Reihe sowohl fur t 1 als auch t 1.

Ist f: 1 ¥ R imPunkt a 2 | dilerknzierbar,soist :t , fa fla t a die
eindeutig bestimmte bestapproximierende Gerade an f im Punkt a.

Man zeige, dass eine Potenzreihe und ihre formale, gliedweise Ableitung 24 denselben
Konvergenzradius haben.
Man beweise die Leibnizsche Formel 17 per Induktion Uber den Grad der Ableitung.
Man beweise Satz 18 per Induktion tUber den Grad der Ableitung.
Ist f: R ¥ R bei a diLlerknzierbar, so gilt
f h f h

lim —2 a fla:

h1o 2h
Aus der Existenz des Grenzwertes links allein folgt jedoch nicht die Di Lerenzierbarkeit
von f bei a.

Sei *: R I R lediglich beschréankt. Dann ist f mit f t t2~ t bei O di[Lerenzierbar
mit f°0 0.

Sind f;g: R ¥ R dilerknzierbar und fg id, so kdnnen nicht beide Funktionen bei 0
verschwinden.

Sei f: 0;1 ! R stetig, auf 0;1 dilerknzierbar, und es existiere limgiof? t
Dann ist f auch in 0 di [erenzierbar, und es ist f* 0

8.32



Spezielle Funktionen

Spezielle Funktionen sind das Salz der Analysis. An erster Stelle stehen dabei
die Exponenzialfunktion und die trigopnometrischen Funktionen, mit deren Hilfe
Wachstums- und Schwingungsvorgange beschrieben werden. Solche Vorgange
werden, entsprechend ihrer physikalischen Natur, durch Di Cerknzialgleichungen
modelliert.

Das einfachste und zugleich wichtigste Wachstumsgesetz ist

>0 > .

Bezeichnet * irgendeine positive MessgréfRe, so bringt diese Gleichung zum
Ausdruck, dass die Veranderungsrate ~° proportional zu * selbst ist — wobei
der Proportionalitatsfaktor hier der Einfachheit halber 1 ist.

Das einfachste Schwingungsgesetz wird beschrieben durch die Gleichung

> 00 >.

Bezeichnet ” die Auslenkung aus einer gewissen Ruhelage, so bringt sie zum
Ausdruck, dass die Ruckstellkraft, also im Wesentlichen die Beschleunigung ~ 0o
proportional zur Auslenkung * wachst und in die entgegengesetzte Richtung
weist.

Lésungen des Wachstumsgesetzes werden durch Exponenzialfunktionen,
Lésungen des Schwingungsgesetzes durch trigonometrische Funktionen beschrie-
ben. Den allgemeinen Existenzsatz fur Losungen von Di Cerknzialgleichungen
beno6tigen wir hierfur nicht, es reicht die Theorie der Potenzreihen.

9.1
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9 — Spezielle Funktionen

9.1
Exponenzialfunktion

Wir suchen eine Lésung des Wachstumsgesetzes

>0 > .

Das heil3t, wir suchen eine reelle di Cerknzierbare Funktion
groRen Intervall I, so dass ~° t 7 t farallet21 gilt.

Eine solche Losung kann allerdings nicht eindeutig sein. Denn ist eine
Ldsung, so ist auch ~ fur jedes reelle eine L6sung, die fur lund = O
von ~ verschiedenen ist. Eindeutig wird eine solche Losung erst, wenn man zum
Beispiel noch einen festen Wert zu einem festen Zeitpunkt vorgibt. Man spricht
dann von einem Anfangswertproblem.

auf einem moglichst

Existenz- und Eindeutigkeitssatz Das Anfangswertproblem
>0 » : >0 1

besitzt die eindeutige analytische Losung
X tn

exp: RIR; expt —l;
n&O n:

genannt Exponenzialfunktion.

fith  Nehmen wir zunéchst an, dass es eine solche Ldsung auf einem In-
tervall 1 um den Nullpunkt gibt. Dann ist sie notwendigerweise unendlich oft
di Cerenzierbar,und = " * fir alle n £ 1. Insbesondere ist

=" 1; n £ 0;

und die Taylrorreihe von ~ ist

X tn
To, t 7| :
n&0 n:
Das Lagrange-Restglied g 2> verschwindet auf jedem Intervall a;b I, denn
n r" r"
k= ka;bm k,ka;bm!o; n?t 1:
Somit wird * durch seine Taylorreihe dargestellt, und es ist ~ t exp t .

Dies beweist die Eindeutigkeit. — Andererseits definiert die Exponenzialreihe
o [edsichtlich eine Losung des Anfangswertproblems. Somit ist auch die Existenz

Genauso beweist man den etwas allgemeineren Fall.
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9.1 — Exponenzialfunktion

Satz Das allgemeine Anfangswertproblem

>0 > =0 >

0

besitzt die eindeutige analytische Losung
:RIR;, 7t Toexp t:

Aus der Reihendarstellung von exp kann man allerdings kaum auf die
wesentlichen Eigenschaften der Exponenzialfunktion schlief3en. Hierfuir benétigen
wir die

Funktionalgleichung der Exponenzialfunktion Fur reelle s;t gilt

exps t exps expt: Q)

Insbesondere ist exp t exp t lundexpt >0 furalle t 2 R.

fitth - Als Funktion nur von t betrachtet erfillen beide Seiten von (1) die
Di Cerknzialgleichung =%  * . Zum Beispiel ist

0

exp s exp t exps expt? exps expt:

Aulerdem haben sie denselben Wertbei t 0, namlich exp s . Also , gilt also (1).

Die zweite Gleichung folgt hieraus mit exp t exp t exp 0 1. Das aber
bedeutet, dass exp keine Nullstelle besitzt. Aus Stetigkeitsgriinden ist daher exp

Satz  Die Exponenzialfunktion ist streng monoton steigend mit
limexp t 1; lim exp t 0:
tra P ’ ty o1 P

Insbesondere bildet exp die reelle Gerade bijektiv auf 0;1 ab.

tith  Aufgrund des letzten Satzes ist exp® Uberall positiv und damit exp
streng monoton steigend. Aus der Reihendarstellung folgt

expt £1 t1 1, O t&of1:

Wieder mit (1) ist dann

=Y

lim exp t lim ex t
tro1 P tra P

]
X
©
-
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238 9 — Spezielle Funktionen

Abb 1

Exponenzialfunktion exp

= Die Funktion et

Bis jetzt ist noch nicht klar, was die Exponenzialfunktion mit Exponenziation
und der Eulerschen Zahl 515

X 1
e — exp 1l

nol
zu tun hat. Das wollen wir jetzt klaren.
5 Lemma FUrn2Z und m2 N gilt
exp n=m  e""Mm " gl¥m n.  ~
fiith  FUr n £ O ist aufgrund der Funktionalgleichung

exp n expl .. 1 exp 1l -expl e";

wobei die PUnktchen fur insgesamt n Summanden respektive Faktoren stehen.
Also ist auch

1 1 n
exp n — :
exp n en
Fir m £ 1 qilt entsprechend exp 1=m ™ exp m=m e. Somit ist nach

Definition der m-ten Wurzel 7,15

exp 1=m  e™™:

Aus Stetigkeitsgrinden ist es sinnvoll, diese Identitat per definitionem auf
beliebige reelle Exponenten auszudehnen.

Definition Firallet 2 R ist
X tn

e' “exp t —
nAO0 n:

9.4



9.2 — Logarithmusfunktion

Damit gilt also e$ ' eSet, wie es sich fiir eine Exponenzialfunktion gehort.

9.2
Logarithmusfunktion

Die Exponenzialfunktion ist streng monoton steigend, und ihre Ableitung
verschwindet nirgends. Sie besitzt somit eine Umkehrfunktion, die ebenfalls
streng monoton steigt und Uberall di Cerenzierbar ist. Dies ist die Logarithmus-
funktion.

Definiton und Satz  Die Umkehrfunktion der Exponenzialfunktion ist der
naturliche Logarithmus log: 0;1 ¥ R. Seine Ableitung ist
1
log” t -
9 t
und es gilt die Funktionalgleichung

log uv logu logv ; u;v =>0: (2)

Insbesondere gilt log u" nlogu furallen22Zz.

fitth - Aufgrund der Regel fur die Ableitung einer Umkehrfunktion ist
1 1 1

exp’ s ¢ jogt exp log t t

Iog0 t

Und aufgrund der Funktionalgleichung fir exp ist

exp log u log v exp log u exp log v
uv
exp log uv
Also ist log u log v log uv . Die letzte Behauptung folgt fur n £ 1 mit
Induktion, und dann fur n 1 aus

1 1

0 log1l log uu log u logu -~ ;

1

also log u log u . iiiii

Da log’ t 1=t auf 0;1 unendlich oft di [(fetenzierbar ist, ist es auch
der Logarithmus. Tatsachlich ist er sogar reell analytisch.

Satz  Die Logarithmusfunktion ist reell analytisch auf 0;1 und besitzt die
Potenzreihenentwicklung

X tn
logl t 1"t ot

2t
nkl n 2

— .. jitj < 1:
3 ; 1Y

9.5
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9 — Spezielle Funktionen

Abb 2
exp
Logarithmus- und

Exponenzialfunktion
log

fitth - Aufgrund der Funktionalgleichung (2) gilt
h h
loga h log a 1 Y loga log 1 Y ; a>0:

Es genlgt daher zu zeigen, dass log 1 t um O durch seine Taylorreihe dar-
gestellt wird. Dann existiert eine solche Darstellung auch um jeden anderen
Punkt a > 0.

Seigt logl t .Dannistg’t 1=t und

nt 1n1n1!.

T oen NAEL

9

alsog O 0 und

gno 1n1
n! n

; n &1l

Somit hat die Taylorreihe Tpg die im Satz angegebene Gestalt. Fir das Restglied
erhalten wir fur 0 t 1 die Abschatzung

jRD gt j kg”k.ﬂ E nea:
0 Lni n - 7 -
Die Tayloreihe stellt also dort die Logarithmusfunktion dar. FUr eine entspre-

chende Abschatzung fiur 1 <t < 0 benétigen wir allerdings die Darstellung des

Bemerkung Es gilt also insbesondere

X q1nti 1 1 1
log2 -—— 1 = = =
g D 2 3 4

Ferner gilt

9.6



9.2 — Logarithmusfunktion

1
log — t"; jtj < 1:
9 1 1 Ju
= Allgemeine Potenzen

FUr a > 0 und rationale Exponenten n=m vereinbaren wir

a~n=m - a1=m n

wie zuvor fur die e-Funktion. Mit a  e'°92 folgt hieraus

an=m e N=m Ioga:

Daher ist folgende Definition sinnvoll.

Definition und Satz Fira=>0und t 2 R ist

at - et log a.

Die Funktion t , at! ist stetig di Lerknzierbar mit

to

a a'loga

und

fiuralle s;t2R und a;b>0. —

fitth ~ Alle Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition, zum Beispiel

at 0 et loga 0 etloga Iog a at Iog a: iiiii

Betrachten wir nicht t, sondern a als Variable, so haben wir mit at zugleich
auch fur jedes reelle  die Potenz

t e logt t>0;
erklart. FUr diese gilt

t O g logt 0 o logt__ t t 1

t t

Die Di Lerknziationsregel fur ganzzahlige Exponenten g 4 gilt damit ebenso fur
beliebige reelle Exponenten.

9.7
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9 — Spezielle Funktionen

9.3
Sinus und Cosinus

Die Sinus- und Cosinusfunktion erhalten wir als spezielle Losungen der
Schwingungsgleichung =% >

Satz und Definition Das Anfangswertproblem
=00 - >0 o =%0 1;

besitzt die eindeutige analytische, Sinusfunktion genannte Losung
X t2n 1
sin: RIR; sint 1”7|:
hEO 2n 1!

Ebenso besitzt das Anfangswertproblem
> 00 > : =0 1’ >0 0 0’

die eindeutige analytische, Cosinusfunktion genannte Lésung

X t2n
cos: RYTR; cost ™ 1”2 g =
37:50] n:

fitth - Wir betrachten die erste Gleichung und nehmen zunéchst an, dass
es eine L6ésung auf einem Intervall I um den Nullpunkt gibt. Dann ist
notwendigerweise unendlich oft di Cerknzierbar, und

= 2n 1"~ nA&1:
Insbesondere gilt dann
20 0 =2n1lp 1"  nko:

Die Tayloreihe von * bei O ist also

X g2n 1
To™ t 1 ”*I :
WEO 2n 1!
Das Lagrange-Restglied g2 verschwindet auf jedem Intervall r;r I wie bei

der Expoenzialfunktion. Somit wird * durch seine Taylorreihe dargestellt, und
esist 7 t sin t . Dies beweist die Eindeutigkeit. — Andererseits definiert die
Sinusreihe o Censichtlich eine Lésung des Anfangswertproblems. Somit ist auch

Aufgrund der Linearitat der Schwingungsgleichung erhalt man die Lésung
eines beliebigen Anfangswertproblems als Linearkombination dieser beiden Ba-
sisldsungen.
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9.3 — Sinus und Cosinus

Satz Das Anfangswertproblem
> 00 =, 0 a ~*%0 b

besitzt die eindeutige analytische Losung

- RIR, 7t acos t bsint :

Im Folgenden geht es darum, die wesentlichen Eigenschaften dieser Funk-
tionen zu bestimmen. Die Potenzreihenentwicklungen sind dabei allerdings
wenig hilfreich. So sieht man ihnen nicht im Geringsten an, dass sie periodi-
sche Funktionen definieren. Vielmehr stitzen wir uns im Folgenden auf die
Di Cerknzialgleichung.

Satz Fur alle s;t 2 R gilt

(i) sin t sint; cos t cost,
(i) si"t cost; cos’t sint ,
(iii) sint cos?t 1,

(iv) sins t sins cost coss sint ,
(v) coss t coss cost sins sint .

fitth  Die ersten zwei Behauptungen folgen unmittelbar aus der Potenzreihen-
darstellung. Die nachste Behauptung ergibt sich aus

s2 ¢20 258" 2¢c® 2s¢ 2¢cs O;

wobei s sinund ¢ cos. Die Funktion s? c¢? ist somit konstant und gleich
ihrem Wert 1 bei 0. Die letzten beiden Gleichungen ergeben sich aus dem Ein-
deutigkeitssatz. Denn beide Seiten jeder Gleichung sind Lésungen der Gleichung

=0 > mit denselben Anfangswerten bei 0. iiiii

Aussage (i) bedeutet, dass der Sinus eine ungerade, der Cosinus eine gerade
Funktion ist. Ihre Graphen sind demnach symmetrisch zum Ursprung respektive
zur Ordinatenachse.

= Die Zahl

Wir kommen nun zur Zahl , einer der wichtigsten Zahlen der Mathematik.
Wir definieren sie als die erste positive Nullstelle der Sinusfunktion.

Satz  Es gibt eine eindeutig bestimmte reelle Zahl > 0, so dass

sin 0; sint >0; 0<t<

9.9
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fitth  Sei wieder s sin und ¢ cos. Aus Stetigkeitsgrinden gibt es wegen
cO 1 ein >0, sodass

ct >0; 0 t
Wegen s° ¢ g ist s strikt wachsend auf 0; gi> und damit
st >0; o<t

Zu zeigen bleibt damit, dass s Uberhaupt eine positive Nullstelle besitzt. Dann
ist das Infimum aller positiven Nullstellen die kleinste positive Nullstelle von s.

Angenommen, es ist s > 0 auf 0;71 .Dann ist ¢ wegen c’ s dort streng
fallend, und es gibt zwei Mdglichkeiten: ¢ hat eine positive Nullstelle, oder eben
nicht. Im ersten Fall gibt es auch ein a mit ¢ a < 0. Dann aber wéare wegen der
Monotonie von ¢

st ct ca <O t £a:

Also fallt s ab dem Punkt a mit nicht nachlassender Rate und muss daher doch
eine Nullstelle haben. Im anderen Fall aber wéare s wegen s° ¢ strikt wachsend,
und aus

et st sa <O0; t £ a;

folgt analog wie zuvor, dass jetzt ¢ eine Nullstelle rechts von a haben musste.
In beiden Fallen gelangen wir also zu einem Widerspruch. Also hat sin doch

Satz Die Cosinusfunktion bildet das Intervall O; streng monoton fallend
auf 1;1 ab, und es gilt

cos =2 0; sin =2 1.

fitth  Sei wieder s sin und ¢ cos. Aufgrund des letzten Satzes ist

c’t st <0 o<t<
Also ist ¢ streng monoton fallend auf 0; .Ausg c®2t st 1firallet
und s 0 folgt weiter c? 1. Da aber bereits ¢ O 1, muss c 1

gelten. Mit den Additionstheoremen des vorletzten Satzes g ist dann noch
2s =2c¢ =2 S 0:

Wegens =2 >Oistalsoundc =2 0 undweiters =2 1. iiiii

Nun kdénnen wir feststellen, dass sin und cos periodische Funktionen sind.

9.10



9.3 — Sinus und Cosinus 245

Abb 3 Sinus und Cosinus

sin

11 Satz Sinus und Cosinus sind antiperiodisch mit der Periode  und daher
periodisch mit der Periode 2 . Das heifdt, es gilt

sin t sint ; sint 2 sint ;
und dasselbe fur cos. Aulzerdem gilt
sin t =2 cost ; cos t =2 sint:

fitth  Dies folgt direkt aus den Additionstheoremen fir sin und cos g und
deren speziellen Werten bei =2 und . Zum Beispiel ist

sin t sin t cos cos t sin sint ;i

Fur den Graphen der Sinusfunktion bedeutet dies zum Beispiel:
— Verschiebungum 2 fuhrt ihn in sich selbst Uber,
— Verschiebung um  und Spiegelung an der x-Achse ebenso,
— Verschiebung um =2 ergibt den Graphen der Cosinusfunktion.
Die Graphen dieser Funktionen sehen daher wie in Abbildung 3 aus.

s Der Schul-Sinus

Bis jetzt ist noch nicht klar, was dieser Sinus mit dem >Schul-Sinus< zu tun

hat. Um dies zu kléren, sei

STFfxy x> y2 1g
der Einheitskreis in der euklidischen Ebene, und

S. S\ fy £0g; S. S\fy O0Og
dessen obere respektive untere Halfte.

12 Satz Die Abbildung
"RIR% t, t cost;sint

bildet O; bijektiv auf S: und ;2 Dbijektiv auf S_ ab.
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Abb 4 Die Abbildung : t , cost;sint

Y — &
0 2 0 2
S_
ith Wegens?t c¢2t lundst £0auf 0; istklar, dass
0; 1S,

Da der Cosinus dort streng monoton fallt 1o, ist diese Abbildung injektiv. Und

sie ist surjektiv, denn zu jedem x 2 1;1 existierteint2 O; mitc t X,
und dort ist
o) P
st 1 c2t 1 x2 vy
Die Behauptungzu : ;2 Y S_ folgt analog. iiiii

Aus den beiden letzten Satzen folgt, dass der Punkt t eine Bahn gegen
den Uhrzeigersinn auf dem Einheitskreis S beschreibt, beginnend beim Punkt
0 1;0 und periodisch mit Periode 2 . Sein Geschwindigkeitsvektor ist

Tt sint;cost ;

und seine Absolutgeschwindigkeit ist konstant,
q

k™ tk, sin’t cos?t 1:
Die Lange der Bahn vom Punkt 0 zum Punkt t ist demnach t — dies
wird noch genauer im Kapitel Gber Kurven erklart werden. Nimmt man diese
Lange t als das Bogenmald des zwischen den Punkten 0, 0;0 und t
eingeschlossenen Winkels, so erhalt man die geometrische Definition des Sinus
und Cosinus wie in Abbildung 5:

Gegenkathete Ankathete

sint ; —_—,
Hypotenuse Hypotenuse

wobei im Einheitskreis die Hypotenuse die Lange 1 hat.

9.12



9.4 — Tangens und Arcusfunktionen

Abb 5

Schul-Sinus und

Schul-Cosinus t cost;sint

9.4
Tangens und Arcusfunktionen

Mit Sinus und Cosinus verbunden sind einige weitere trigonometrische
Funktionen. Wir erwdhnen noch den Tangens, die Ubrigen Gbergehen wir.
Definition und Satz Der Tangens ist auf ft 2 R: cost 0g definiert durch

sint
cost’

tant

Er ist ungerade, -periodisch und stetig di Lerknzierbar mit Ableitung
tan’t 1 tan’t:

fitth  Der Quotient einer geraden und einer ungeraden Funktion ist immer
ungerade. Ferner ist 11
sin t sint sint

tan t tant:
cos t cost cost

Die stetige Di [erknzierbarkeit folgt aus der Quotientenregel und

o, sin'tcost sintcos’t cos?t sin?t 1 5.
tan't cos?t cos?t tan”t;

Bemerkung Der Tangens ist naturlich ebenfalls reell analytisch. Wir beno-
tigen seine Taylorreihe jedoch nicht. ~

9.13
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Abb 6

Tangens

s Arcusfunktionen

Die Umkehrfunktion der exp-Funktion ist die log-Funktion. Was sind die
Umkehrfunktionen von sin, cos und tan ?

Umkehrbarkeit setzt Injektivitat voraus. Eine periodische Funktion ist aber
geradezu die Antithese einer injektiven Funktion — sie wiederholt sich ja stan-
dig. Um die betre Cedden Funktionen sumkehrbar zu machen<, missen wir sie
daher auf geeignete Intervalle einschranken. Hierflr gibt es zwar unendlich viele
Madoglichkeiten, doch die Einschrankungen

sinj . =2 ; cosj 0. ; tanj - -

sind die gebrauchlichsten. Diese Funktionen sind umkehrbar, ihre Umkehrfunk-
tionen werden Arcussinus, Arcuscosinus und Arcustangens genannt und mit
arcsin, arccos und arctan bezeichnet.

Satz Die Funktionen
arcsin : 1;1 1 =2; =2 arccos : 1;1 ¥ O;

sind auf 1;1 stetig, auf 1;1 stetig di Cerknzierbar, und es gilt

1 1
arcsin®t  p=——; arccos’t P
1 t2 1 t2
Die Funktion arctan: R ¥ =2; =2 st stetig di Lerknzierbar mit

arctan’t ———:
t2

9.14



9.4 — Tangens und Arcusfunktionen

Abb 7

Hauptzweige des
Arcussinus und
Arcuscosinus mit Teilen

zweier Nebenzweige arccos

arcsin

fitth Betrachte arctan. Die Funktion tan: =2; =2 1 R besitzt eine
strikt positive Ableitung und ist surjektiv. Sie ist daher umkehrbar, und die
Umkehrfunktion arctan ist auf R di Lerknzierbar. Fir die Ableitung gilt mit
s arctant und der Umkehrregel

1 1

arctan’t :
tan’s 1 tan?s 1 t2

Bemerkung Die hier definierten Arcusfunktionen werden als die Haupt-
zweige der jeweiligen Arcusfunktion bezeichnet. Schrankt man sin, cos, tan auf
andere geeignete Intervalle ein, so erhélt man entsprechende Nebenzweige dieser
Funktionen.

9.15
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Abb 8

Hauptzweig des
Arcustangens mit zwei
Nebenzweigen

95
Exp, Sin und Cos im Komplexen

Die Funktionen sin, cos und exp kdnnen kaum unterschiedlicher sein: sin
und cos sind periodisch, beschrankt und besitzen unendlich viele Nullstellen,
exp dagegen ist streng monoton, unbeschrankt, und ohne jede Nullstelle.

Tatsachlich handelt es sich um ein und dieselbe Funktion. Der Zusammen-
hang wird erkennbar, wenn wir diese auch fur komplexe Argumente betrachten.
Da die Potenzreihenentwicklungen von exp, sin und cos fur komplexe Argu-
mente ebensogut wie fur reelle Argumente konvergieren, ist folgende Definition
gerechtfertigt.

Definition Fur z 2 C ist

X zn
expz -
nAO n!
sowie
X z2n 1 X z2n
sinz ™~ 1 ”7|; cosz 1" - -
n&A0 2n 1! n&A0 2n !

Die Theorie der Potenzreihen zeigt, dass diese Funktionen auch im Komple-
xen beliebig oft di Cerknzierbar sind und man ihre Ableitungen durch gliedweises
Di Cerknzieren erhélt. Zum Beispiel gilt

X Zzn 1 X Zzn
exp’z —_ = expz:

| |
nEl n 1! n&0 n:

9.16
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9.5 — Exp, Sin und Cos im Komplexen

Entsprechend gilt sin® cos und cos’ sin. Ausmultiplizieren liefert auf3er-
dem die Funktionalgleichung

EXPZ W expz expw:

Hieraus folgt beispielsweise, dass die Exponenzialfunktion auch im Komplexen
keine Nullstelle hat. Momentan brauchen wir diese Resultate jedoch nicht. Uns
genugt folgende grundlegende Identitéat.

Eulersche Formel Fur alle z 2 C gilt

exp iz cos z isin z :

fitth  Da die exp-Reihe absolut konvergiert, kénnen wir sie beliebig umord-

nengg. Mit i2" 1 " fur alle n £ 0 erhalten wir
exp iz X iz "
]
n&£0 n:
X z2n X z2n 1
Yo Y e 1
n&£0 n: n&£0 n 1!
cos z isin z : iiii
Setzen wir ein, so erhalten wir mit sin 0 und cos 1 die
berihmte

Eulersche Gleichung

el 1 o

Viele Mathematiker halten sie fur die schénste Gleichung der Mathematik.
Sie verbindet ihre funf wichtigsten Zahlen,
0; 1; i; e
auf gelegentlich mystisch anmutende Weise.
Insbesondere fur reelle t ist

et cost isint

immer ein Punkt auf dem Einheitskreis S fz 2 C: jzj 19, denn
- |t'

je'tj cos?t sin’t 1:

Identifizieren die komplexe Zahl eit in C mit dem Punkt cost;sint in RZ, so
kénnen wir das Ergebnis von Satz 12 wie folgt formulieren.

9.17
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Satz Die Funktion
cis: RYIC; t, et

ist 2 -periodisch und bildet 0;2 bijektiv auf den Einheitskreis S in der
komplexen Ebene ab.

>cis< ist ein Akronym fiur >cos i sin«. Diese Abbildung wickelt also die
reelle Gerade gleichmafig mit der Periode 2 so um den Einheitskreis, dass
aufgrund der Additionstheoreme fur Sinus und Cosinus g

ciss t ciss cist;

oder kirzer

ei st eiseit:

Es handelt sich also um einen Endomorphismus der additiven Gruppe R; in
die multiplikative Gruppe S;

Umgekehrt fuhrt die Funktionalgleichung fiir e't zu den Additionstheore-
men fir sin und cos. Einerseits ist aufgrund der Eulerschen Gleichung 14

elst coss t isins t:

Andererseits ist dies aufgrund der Funktionalgleichung fur exp 3 gleich

e'Sel®  coss isins cost isint

cosscost sinssint i sinscost cosssint :

Ein Vergleich der Real- und Imaginarteile ergibt dann die Additionstheoreme.
Ebenso leicht erh&lt man die Formeln von Moivre,

cost isint™ €™ cosnt isinnt;

aus denen mit den binomischen Formeln Identitéten fur sinnt und cosnt folgen.
SchlieBlich gilt

eit g it ) Lot et

?, sint =e T

Beginnt man das Studium der Speziellen Funktionen mit der exp-Funktion im
Komplexen, und insbesondere der cis-Funktion, so werden cos und sin mithilfe
dieser Formeln definiert. Auf diesem Weg fallen diese Funktionen allerdings
gewissermassen >»vom Himmel«. Der Zugang Uber die Schwingungsgleichung
illustriert dagegen das allgemeine Phdnomen, dass viele wichtige Funktionen
durch Di Cerknzialgleichungen definiert werden und ihre Eigenschaften sich auch
aus diesen ableiten lassen.

cost <e't

9.18



9.5 — Exp, Sinund Cos im Komplexen

Abb 9

Polardarstellung einer z a ib re’
komplexen Zahl

= Polardarstellung komplexer Zahlen

Bisher kennen wir die kartesische Darstellung z a ib komplexer Zahlen.

Die cis-Funktion ermdglicht die ebenso nttzliche Polardarstellung.

16 Satz Zu jeder komplexen Zahl z 0O existieren genau ein r > 0 und ein
2 0;2 ,sodass

z re’

Die reelle Zzahl * heil3t das Argument der komplexen Zahl z 0.

fitth  Gibt es eine solche Darstellung, so ist notwendigerweise r  jzj, und
z z

— 2S
rJzj

bestimmt eindeutig = 2 0;2 15. Somit ist die Darstellung eindeutig. Die

Existenz einer solchen Darstellung ist o [Cedsichtlich, auch fur z 0. iiiii

Wegen der Periodizitat der cis-Funktion gilt dann auch

z rel” rel7 2n: n2z

Das Argument einer komplexen Zahl 0O ist also bis auf ganzzahlige Vielfache
von 2 erklart. Fir z 0 dagegen ist das Argument nicht erklart.

Mithilfe der Polardarstellung finden wir leicht alle Wurzeln einer komplexen
Zahl. Zuerst betrachten wir die Wurzeln aus 1.

17 Satz Es gibt genau n verschiedene komplexe n-te Wurzeln der Zahl 1, die
sogenannten n-ten Einheitswurzeln
kK—eg2 ikn.  k 0;.;n 1. ~
fitth O Cedbar ist O keine Wurzel aus 1. Somit kdnnen wir die gesuchten
Wurzeln als z rel” ansetzen. Dann gilt

Zz"n r.nein’ 1

9.19

253



254

18

19

9 — Spezielle Funktionen

Abb 10

Die sieben Einheitszwerge

genau dann,wennr lund n® 2 Kk miteiner ganzen Zahl k, also

> 2—k; k2Z:
n

Alsoist z e? " K Dies sind genau n verschiedene komplexe Zahlen 15,
zum Beispiel fur k  0;..;n 1. iiiii
Nun noch der allgemeine Fall.

Satz Zu jeder komplexen Zahl z re'” 0 gibt es genau n verschiedene

n-te Wurzeln

Wk wo K; k 0;,..;n 1
wobei wg rineiT=n,

fith  FUr wop gilt sicher w§'  z. Ist w eine weitere n-te Wurzel von z, so ist
w=wp eine n-te Einheitswurzel, also gleich X firein 0 k < n. Das ergibt die

9.6
Die Hyperbelfunktionen

Satz und Definition Es gibt jeweils genau eine auf der reellen Geraden zwei-
mal di [erknzierbare Lésung der Di Cerkbnzialgleichung =%® = mit

0 0 *"0 1
respektive
0o 1, "o o

9.20
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9.6 — Die Hyperbelfunktionen 255

Abb 11

Sinus hyperbolicus und

Cosinus hyperbolicus
cosh

sinh

Diese werden Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus genannt und
mit sinh respektive cosh bezeichnet. Sie sind reell analytisch und besitzen
die Darstellung

t e t X t2n 1

sinht %
2 . 2n 1!
et et X t2n
cosht > >n % -
n&k0 )

fitth  Man verifiziert sofort, dass die angegebenen Funktionen die Gleichung
” erfullen und die geforderten Anfangswerte haben. Die Eindeutigkeit

Diese Funktionen sind naturlich ebenso in der ganzen komplexen Ebene

erklart. Wir beschranken uns hier aber auf die reellen Aspekte.

Satz

()
(i)
(iii)

und

Far alle t 2 R gilt
sinh t sinht; cosh t cosht,
cosh’t sinh?t 1,
sinht isin it ; cosht «cos it . ™

fitth  Zum Beispiel ist

2t 2t 2t 2t
. e 2 e e 2 e
cosh?t sinh?t 1;

sin it —_— e_¢© isinht: iiiii
2i z it 2| ’
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Abb 12

Tangens hyperbolicus 1

Die Funktion sinh steigt streng monoton auf ganz R und bildet die reelle
Gerade bijektiv auf sich selbst ab. Die Funktion cosh fallt streng monoton
auf 1;0 und wachst streng monoton auf 0;1 und bildet beide Intervalle
bijektivauf 1;1 ab. Siehe Abbildung 11 fur ihre Graphen.

Der Tangens hyperbolicus wird analog zum >klassischen< Tangens gebildet:

Definition und Satz  Der Tangens hyperbolicus ist auf R definiert durch

sinht

tanht
cosht

und bildet die reelle Gerade streng monoton steigend und surjektiv auf
1;1 ab. —

Aus dem Vorangehenden ergibt sich, dass sinh und tanh ohne Einschran-
kung umkehrbar sind, wahrend bei cosh dessen Einschrdnkung auf 0;1 um-
kehrbar ist. Deren Umkehrungen werden Areasinus hyperbolicus, Areatangens
hyperbolicus und Areacosinus hyperbolicus genannt und mit arsinh, artanh und
arcosh, respektive, bezeichnet. Es gilt damit

arsinh: RT R;
arcosh: 1;1 % 0;1 ;
artanh : 1;1 ' R:

Da die Hyperbelfunktionen durch die Exponenzialfunktion dargestellt werden,
kénnen diese Areafunktionen durch die Logarithmusfunktion dargestellt werden.

Satz Im Innern ihrer Definitionsbereiche gilt

p p
arsinht log t 2 1, arcosht logt 2 1
sowie
1 1 t —
artanht —log——::
2 1t

9.22



9.6 — Die Hyperbelfunktionen

fth st
eS eSS
t coshs T; s £0:

so gilt auch 2te® e 1, oder
e 2te® 1 O

Dies ist eine quadratische Gleichung fur e mit den beiden Lésung

p
e’ t t2 1
Von diesen ist jedoch nur die Plusldsung groéRer oder gleich 1. Somit ist

P
s arcosht logt 2 1:

Zum Schluss listen wir noch sdmtliche Ableitungen auf. Die einzelnen Rech-

nungen sind eine einfache Ubung.

Satz  Im Innern der jeweiligen Definitionsbereiche gilt
1

sinh’t cosht; arsinh’t pP—;
2 1
. 1
cosh’t sinht; arcosh’t pP—;
2 1
1
tanh’t 1 tanhzt; artanh®t ——:
1 t2

9.23
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Aufgaben

Welche Aussagen sind wahr?

Die Funktionalgleichung u v
sinit mit t 2 R hat keine Nullstellen.
e’ mit t 2 R ist streng monoton.
Die komplexe Sinusfunktion ist unbeschrankt.
arctanist die Umkehrfunktion von sin=cos.
arcosh0 1.

u 7 v hat unendliche viele Lésungen.

o a0 oo

Die di Lerknzierbare Funktion *: R ¥ R genuge der Funktionalgleichung

u v A\

sei aber nicht identisch 0. Dann gilt:

a ~0 1.

b. =t >0 furallet2R.

c. "%t a=t furallet2Rmita =°0.
d ~t exp at .

Man bearbeite die vorangehende Aufgabe 2 nur mit der Annahme, dass * stetig ist.

FUr jedes n 2 Z gilt tIi'nlt”e t 0.

Es gilt
X X tn
log t" —
nAOo n&1l n
a. Furo t 1=2 gilt
1 2t.
1t '
b. Sind pi;..;pm alle Primzahlen, die eine der Zahlen 1;2;..;n teilen, so gilt
X1 ¥ 1! X 2
- 1 — exp —
k1Ko P 1P
c. SchlieRBen sie hieraus, dass die Summe der Kehrwerte aller Primzahlen divergiert:
X1
- 1
p2P P
Die Funktion

<e ", t>0
f:RIR, ft . '
- 0; t O

ist unendlich oft di Cerenzierbar, und esgilt f* 0 0 furalle r £0.

Die Funktion
8 et 1
' . 2 St o0
f:RIR, ft . t
-1; t O
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9 — Aufgaben

ist reell analytisch. Dasselbe gilt fur g  1=f in einer hinreichend kleinen Umgebung
des Nullpunkts.

Zur Funktion

1t
fot, log
91 ¢

bestimme man TZ" 1f.

Die Umkehrfunktionzu t , a' mita > 0, a 1, ist der Logarithmus zur Basis a,
bezeichnet mit log, . Hierfir gilt

logt
log, t @ log,e logt:

Zeigen sie, dass fur jedes >0
)!l!rrix logx O; )I(l!nax logx O:

Zeigen sie damit auch, dass limygox* 1.

a. Sei ¥ > 0. Wie lautet die L6sung des Anfangswertproblems
- 127, T0 7o 0 o2

b. Zeigen sie, dass der Raum aller Losungen von ~ 12> mit ¥ 2R einen zweidi-
mensionalen reellen Vektorraum bildet.

c. Wie sieht dieser Raum fur ¥ 0 aus?

. t
a. Esgilt 1t log1l t t; t£O0.

a a
b. Fur a=> 0 folgt hieraus exp ——— 1 — exp a ; nk1l.
9 P 1 a=n n P
. . a "

c. Also gilt r!l!nl 1 n exp a .
Man beweise die folgenden Ungleichungen fur n £ 1.

2n¢l tk . ) 2l « 1tk )
a. —<e furt O b. 1 —=>logl t furt> 1,t O

ko K k1 k

Man beweise die folgenden Identitaten. a. 2cos?u=2 1 cosu
b. 2sinu=2 1 cosu c. tanu=2 1 cosu =sinu sinu=1 cosu

Seien a und c reelle Konstanten und

a tc
f: 0;1L ¥ 0;1; ft l;
a. Furalle c gilt limgsqg T t ed.

b. Fir 0<a 2c ist f streng monoton fallend auf 0;1 .

c. Firc O<a ist f streng monoton steigend auf 0;1 .

d. Fur 0 <2c < a existiertein T >0, sodass f auf O;T streng monoton fallt und
auf T;1 streng monoton wéchst. Dabeiist T <ac=a 2c .

Hinweis: Man betrachte auch fur a die zweite Ableitung von

logf.

9.25

259



260 9 — Spezielle Funktionen

17 Esgilt
1 sinn 1=2 x
— COSX C€O0S2X .. cosnx —————:
2 2sinx=2

Hinweis: Stellen sie die linke Seite als geometrische Summe dar.

18  Tschebyschew-Polynome  Fur jedes n £ 1 gibt es ein Polynom T, vom Grad n, so dass
Th cosz cosnz:

Dieses Polynom heif3t Tschebyschew-Polynom vom Grad n.
a. Es gilt die Rekursionsformel

Th 1 t 2tTh t Th 1t nkl,

mitTop lund Tyt t. Man berechne damit Ty;..;Ts.
b. In 1;1 hat T, die Nullstellen

2k 1
2n

Xk COS ; k 1;..;n;
und die Extremalstellen cx cosk =n, k 0;1;..;n.
19  Additionstheorem fir die Tangensfunktion Es gilt

tanu tanv

tanu v —_—
1 tanutanv

wann immer die Ausdricke tanx, tany und tan x vy erklart sind.

20  Untersuchen sie, fur welche ; /£ 0 die Funktion
8
<t sint ; t O

f: RIR; ft -
- 0; t O

a. stetig b. diLlCerknzierbar c. stetig di Cerknzierbar im Punkt t O ist.
21 Far jtj <1 gilt
X t2n 1
arctant 1 ”27; jtj<1:
n&0 n 1
22 Fur kein a2 R ist cosna ngo eine Nullfolge.
23 a. Furallet2R und n2 N gilt
jsinntj njsintj:
b. Esgibtt2 R und a > 0, so dass
Jjsinatj > ajsintj:
24 FUr eine stetige Funktion f: 1;1 gilt
z
171 hft

lim —

h&o 1 h? t2dt fo:

Hinweis: Betrachte zuerst den Fall einer konstanten Funktion.
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9 — Aufgaben

Fuor t2R und n £1 sei z, e/ und
X o k1
Lnt 1Zn Zn 7}
K1

die Lange des Polygonzugs z0;z};..;z" auf dem Einheitskreis. Dann gilt
Ln t 2njsin t=2n j ¥ jtj; nt1:
Die Lange des Polygonzugs konvergiert also gegen die Lange des Kreisbogens vom
Punkt 1 bis zum Punkt e't.
Fur t 2 R bestimme man
t 2k

limf, t; fn t lim cos n!
ntl k11

Hinweis: Man unterscheide t2Q und t Q.

Fur t 2 R betrachte man auf dem Einheitskreis S die Folge
ant €%t n £ 0:

a. Diese Folge hat fur t 2 Q nur endlich viele Haufungswerte.

b. Andernfalls ist sie dicht auf S.

Man zeige, dass sinl und cos1 irrational sind.

Fur eine Losung ~ der DiLerknzialgleichung = ~ mit = 0O Ound = O 0 gilt
a *2 *2- 0 b =2 =2 c. * 0.

Additionstheoreme fur Hyperbelfunktionen Es gilt

sinhu v sinhucoshv coshusinhv;

coshu v coshucoshv sinhusinhv:

Es gilt

u v u v,

sinhu sinhv  2sinh cosh

Fir z x iy mitreellen x;y gilt
jsinzj? sin?x sinh?y;
jecoszj? cos?x sinh?y:

Fur jtj <1 gilt

X13-2n 1 t1
2 4-2n 2n 1’

arcsint
n&O0

Bestimmen sie a. sini b. cosi c. i d. i
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Integration

Der Flacheninhalt eines Rechtecks bestimmt sich aus dem Produkt der
Langen seiner beiden Seiten. Doch wie bestimmt sich der Inhalt krummlinig
begrenzter Flachen, beispielsweise einer Ellipse? Oder die Fldche zwischen dem
Graphen einer Funktion und der Abszisse, wenn diese Funktion nicht konstant
ist? Die naheliegende, bereits von Archimedes angewandte ldee ist, solche Flachen
durch Rechteckflachen — deren Inhalt wir ja kennen — zu approximieren, die immer
kleiner werden. Wenn alles gut geht, konvergiert die Summe ihrer Flacheninhalte
gegen einen Wert, den wir als den Inhalt dieser krummlinig begrenzten Flache
definieren kénnen.

Wir werden daher das Integral zuerst fiir sogenannte Treppenfunktionen
definieren. Diese sind stiickweise konstant, und ihr Integral ist nichts anderes als
die mit Vorzeichen gewichtete Summe der zugehdérigen Rechteckflachen. Dieses
Integral reprasentiert somit unseren vertrauten Flachenbegri ]

Anschlieend geht es darum, dieses Integral auf Funktionen auszudehnen,
die sich durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Diese Approximation
kann allerdings auf unterschiedliche Weisen erfolgen, und fuhrt zu unterschiedli-
chen Integralbegri Ced wie dem Cauchy-, Riemann- oder Lebesgueintegral.

Wir beschréanken uns hier auf das Cauchyintegral, auch Regelintegral ge-
nannt, da es fur unsere unmittelbaren Zwecke ausreicht und am leichtesten zu
definieren ist. Hier werden solche Funktionen betrachtet, die sich gleichméaRig
durch Treppenfunktionen approximieren lassen.
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264 10 — Integration

10.1
Treppenfunktionen

Definition Eine Zerlegung Z eines Intervalls a;b istein Tupel to;..;ty reel-
ler Zahlen mit

a t<ti<.<ty, b

Eine Funktion 7 : a;b ¥ R heil3t Treppenfunktion, wenn es eine derartige
Zerlegung von a;b und reelle Zahlen cy;..;c, gibt, so dass

Ttk itk k 1;..:n:
Der Raum aller Treppenfunktionen auf a;b wird mit T,E bezeichnet.

Eine Treppenfunktion nimmt nattrlich auch an den Teilungspunkten selbst
gewisse Werte an. Diese gehen aber nicht in das zu definierende Integral ein und
erhalten deshalb auch keine eigene Bezeichnung. Wir schreiben daher kurz

X

Ck itk 1 -
k 1

Da eine Treppenfunktion nur endlich viele verschiedene Werte annimmt, ist

sie auch beschrénkt. Es gilt also
K”K a.p sup j7tj<1
t2 a;b

und damit T® B2 “B a;b

Verschiedene Treppenfunktionen * und basieren im Allgemeinen auf
verschiedenen Zerlegungen. Fasst man aber die Teilungspunkte ihrer Zerlegungen
zu einer gemeinsamen Verfeinerung zusammen, so lassen sich beide Uber dersel-
ben Zerlegung definieren. Dann ist auch ~ wieder eine Treppenfunktion.
Somit bilden alle Treppenfunktionen auf a;b einen Vektorraum.

Notiz Der Raum TE? aller Treppenfunktionen auf dem Intervall a;b ist ein
reeller Untervektorraum von BE. ~

Abb 1 —

Eine Treppenfunktion

10.2 09.02.2022 — 15:04



10.1 — Treppenfunktionen

Abb 2

Gemeinsame Zerlegung
zweier Treppenfunktionen

Die folgende Definition des Integrals einer Treppenfunktion verallgemeinert
unsere Vorstellung des Flacheninhalts eines Rechtecks.

Definition und Notiz Das Integral einer Treppenfunktion

X
Ck  ty 1ty » a t<ti<.<t, b
k 1

ist definiert als

b » - .
Ja ck tk tx 1 :
k 1

Dieses Integral hangt nicht von der Darstellung von ~ ab.

ttth Seien =3 und ~, zwei Treppenfunktionen in T2, die als Funktionen
auf a;b identisch sind, also in jedem Punkt denselben Wert annehmen, aber auf
verschiedenen Zerlegungen Z; respektive Z, beruhen. Aus diesen Zerlegungen
kénnen wir immer eine gemeinsame Verfeinerung Z bilden. Der Ubergang von Z;
oder Z, zu Z besteht darin, in endlich vielen Schritten jeweils einem Teilintervall
tk 1;tk einen weiteren Teilungspunkt t; 2 tx 1;tx hinzuzufigen. Bei einem
solchen Schritt wird in der Summe Jg der Term cx tx tx 1 ersetzt durch

Ck tk 4 ck it k1

Dies andert die Integralsumme o [ensichtlich nicht. Somit hangt J® > nur von

z a. Die charakteristische Funktion ; eines beliebigen Intervalls J a;b
ist eine Treppenfunktion, und Jg J JJj ist die Lange dieses Intervalls.
b. Die Signum- und die GauRklammerfunktion, eingeschrankt auf jedes
beliebige Intervall a;b , sind Treppenfunktionen.
c. Eine Funktion 7, die nur an endlich vielen Punkten in a;b nicht
verschwindet, ist eine Treppenfunktion, und es ist J2 ~¢ 0. 7

Das Integral ordnet jeder Treppenfunktion in T2 eine reelle Zahl zu. Wir
erhalten also eine Funktion

NEEE U = PN L

09.02.2022 — 15:04 10.3
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Da es sich um eine reellwertige Funktion auf einem Funktionenraum handelt,
spricht man in klassischer Terminologie auch von einem Funktional.

Satz Das Funktional J2: T? ¥ R hat folgende Eigenschaften:
(i) Linearitat:

- JL - a8
(ii) Monotonie:
DI R
(iif) Normierung:
z ab D I~ b a:
(iv) Lipschitzstetigkeit:
o= gk b ak~ Kab:

fith - Wahlen wir fur = und eine Darstellung mit einer gemeinsamen
Zerlegung von a;b , so folgen die ersten zwei Behauptungen aus der Definition 1
von J2. Ebenfalls aus der Definition folgt

- b - X
B3 7 Ck tk k1
en
Jokj tk 1
1 kn poe
max fjcij; ..;jcnig tw tk 1 k?kap b a:
1 kn

Wegen der Linearitat von J® folgt damit auch

[N - T K - i k? kap b a:

FUr Treppenfunktionen haben wir somit ein Integral definiert, das unseren
Vorstellungen entspricht. Dies sind aber noch nicht die Funktionen, die uns
eigentlich interessieren - sie sind ja nicht einmal stetig. Dies erreichen wir jedoch
mit einer stetigen Fortsetzung des Funktionals J2 auf den Raum aller Funktionen,
die sich durch Treppenfunktionen gleichm&Rig approximieren lassen.

104



10.2 — Das Cauchyintegral

Abb 3

Regelfunktion f und
approximierende f
Treppenfunktion ~*

10.2
Das Cauchyintegral

Definition und Notiz  Eine Funktion f 2 BY ist eine Regelfunktion genau dann,
wenn es eine Folge ~, von Treppenfunktionen in Tg gibt, die gleichmé&Rig
auf a;b gegen f konvergiert. Das Cauchyintegral einer solcher Funktion
ist definiert als

2 ~limak 7,
und ist unabhangig von der Wahl der approximierenden Folge ~, . Der

Raum aller Regelfunktionen auf a;b wird mit R bezeichnet.

fitth - Angenommen, es gilt * ) f und , ) f flr zwei Folgen in TQ. Dann
folgt k” nK a.p ¥ 0 und damit;

98 7n 32 a3 7h nd b akTn  nkap 'O
Alsoist imJ? =, 1imJ2 , ,und das Integral ist wohldefiniert. iiii
Dies ist im Moment eine sehr abstrakte Definition. Weder wissen wir, welche

Funktionen genau Regelfunktionen sind, noch wie deren Integral zu bestimmen
ist. Diese beiden Probleme werden wir in den néchsten Abschnitten behandeln.

Bemerkung Funktionalanalytisch betrachtet sind wir folgendermaR3en vor-
gegangen. Der Raum T2 aller Treppenfunktionen auf a;b ist ein reeller, aber
nicht abgeschlossener Unterraum des Banachraumes BY aller beschrankten Funk-
tionen auf a;b , versehen mit der Supremumsnorm k k 5., . Sein Abschluss ist

der Raum aller Grenzwerte von Cauchyfolgen in T2, also der Raum R.:
T2 T®?  RE BY

a

Das Funktional J2: T2 ¥ R ist lipschitzstetig beziiglich dieser Norm und besitzt

daher eine eindeutige lipschitzstetige Fortsetzung auf den Abschluss,
2 REIR:

a

Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese wieder mit demselben Symbol.

10.5
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Wir notieren nun einige elementare Eigenschaften dieses Integrals auf RE.
3 Permanenzsatz Das Cauchyintegral
. RYR, F L0 F

hat dieselben Eigenschaften wie seine Einschrankung auf Té’, also Lineari-
tat, Monotonie, Normierung und Lipschitzstetigkeit.

fitth  Linearitat: Sind f und g gleichmaRige Limites der Treppenfunktionen
n respektive ,,soist f g der gleichmaRige Limes der Treppenfunktio-

nen 7 n. Dann gilt aufgrund der Linearitat auf Ta? und der ublichen
Grenzwertsétze
B f g limJ2 7, n
lim J° =, NI
limJ2 =, limJ2
L f 2 g:

Monotonie: Wegen der Linearitdt des Funktionals geniigt es zu zeigen, dass
fur f 2 RY mit f £0 auch J2 f £0. Nun, gilt >, ) f und f £0, so gilt auch

I f; “r “max 7,0 EO:
Die ~} sind ebenfalls Treppenfunktionen, und es ist J® =} /£ 0. Also ist auch
£ 1imdk 7} Eo:

Normierung: Hier gibt es nichts Neues zu zeigen.

4 Intervalladditivitat Sei ¢ 2 a;b . Dann gilt
f2RY a fiac 2R; ™ ficy 2R
und in diesem Fall gilt weiter J8 f JSf  J°f . —
fitth  FUr Treppenfunktionen ~ ist o [Cedsichtlich, dass
T2TP a Tja. 2TEN T 2TO

sowie J® = 35 7 3P 7 . Gegebenenfalls fugt man c als weiteren Teilungs-
punkt hinzu. Entsprechendes gilt dann auch fur die gleichméafigen Limites von
Treppenfunktionen. Zum Beispiel ist

2f 1imab 7,
lim 3¢ =, J° =7,
imJd$ =n  1limJ2 =, 3Sf 32 F: i

10.6
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10.2 — Das Cauchyintegral

Zusatz ~Mit den Vereinbarungen J2 f O und J¢ f J2 f fur a<b gilt
NI SN SN |

fur beliebige a;b;c und jede Regelfunktion f, die auf dem kleinsten, alle
Integrationsgrenzen umfassenden Intervall definiert ist.

fitth  Dies ist eine Routinerechnung. Fiir ¢ < a < b haben wir beispielsweise 4
AL SN BN L
Mit der Zusatzvereinbarung s ist dies aquivalent mit
of P F 33 fF QS F 20 f

Beginnend mit dem néachsten Satz verwenden wir die auf Leibniz zurlckge-
hende Schreibweise fur Integrale, die aus einem stilisierten S fir Summe besteht.

Definition Eine Funktion f: a;b ¥ R heif3t integrierbar genau dann, wenn
sie eine Regelfunktion auf a;b ist, also zu RE gehort. Ihr Integral mit den
Integrationsgrenzen a und b ist dann

Zy
f7a0f: —
a
Die Intervalladditivitat schreibt sich damit
Zy A Zy
f f f
a a [

fur jede Funktion f, die auf einem alle Integrationsgrenzen umfassenden Intervall
integrierbar ist.

Dreiecksungleichung Ist f auf a;b integrierbar, so auch jfj, und es gilt
Zy Zy
f ifi:
a a
fitth Ist f gleichmafiger Limes der Treppenfunktionen *, so ist jfj gleich-
maRiger Limes der Funktionen j~,j. Da diese ebenfalls Treppenfunktionen
sind, ist auch jfj eine Regelfunktion. Fur jede Treppenfunktion ~, gilt nun
o Ledsichtlich mit der entsprechenden Zerlegung
Zy X X Zy

“n Ck tk 1tk 1 jod tk ks J
a k 1 k 1 a

ni:

10.7
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Abb 4

Zum Mittelwertsatz
der Integralrechnung
mitp 1 a

fc b a

Mittelwertsatz der Integralrechnung Seien f und p integrierbar auf a;b ,
aullerdem sei f stetig und p nichtnegativ. Dann existiert ein c 2 a;b , so
dass

Zy Zy
fp fc p:
a

a
fitth - Aufgrund ihrer Stetigkeit nimmt die Funktion f auf a;b ihr Mini-
mum m und Maximum M an7i;. Esgiltdann m f M auf a;b . Wegen
p £ O gilt dann auch mp fp Mp auf a;b . Mit der Monotonie des Inte-
grals » 3 folgt
Z, Zp Zy
m p fp M p:

a a a

R R
Ist nun ;)p 0, so ist foIgAich auch ;fp 0, und die Behauptung gilt fur jedes

c 2 a;b . Andernfalls ist :p > 0 und damit

Zy 1Zb
m w7 p fp M:

a a

Nach dem Zwischenwertsatz von Bolzano gibtesein c 2 a;b mit f ¢ W.

Vertauschungssatz  Eine Cauchyfolge f, in R ist konvergent, und es gilt
Zy Zy

limf, Iim f,:@
a a

fitth  Dies folgt aus der Definition des Regelintegrals. Eine Cauchyfolge f,
in R2 beziglich k k a:b ist auch eine Cauchyfolge im umgebenden Banachraum
B2 und hat dort einen Grenzwert f 2 BY. Da aber RY in B? abgeschlossen ist, ist
auch f 2 RY, also integrierbar. Die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral

10.8
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10.3
Regelfunktionen

Im Folgenden charakterisieren wir Regelfunktionen durch eine leicht zu
verifizierende Eigenschaft. Zunéchst eine einfache Feststellung.

Satz  Eine Regelfunktion besitzt hdochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstel-

len.

fith  Sei f der gleichmaRige Limes einer Folge ~, in T‘.E. Jede Treppen-
funktion 7, hat nur endlich viele Unstetigkeitsstellen. Die Menge S der Un-
stetigkeitsstellen aller *,, zusammengenommen ist somit abz&hlbar 5.315. Auf
a;b S ist nun jedes *, stetig. Als gleichmaRiger Limes der 7 ist dann f

Satz Eine Regelfunktion f: a;b ¥ R besitzt in jedem Punkt von a;b
einseitige Grenzwerte. Das heifl3t, auf a;b existieren alle rechtsseitigen
Grenzwerte f,, und auf a;b alle linksseitigen Grenzwerte f_ von f.

ttth - Wir betrachten den linksseitigen Grenzwert einer Funktion f 2 RY in
einem Punkt ¢ 2 a;b . Sei dazu t, eine Folge in a;b mit ty; % c, und sei
" > 0. Dann existiert eine Treppenfunktion = 2 T2 mit

kKf "Kap <"=2: @

Diese ist auf einem kleinen, o [eden Intervall c ;¢ links von ¢ konstant,
unabhangig davon, ob c ein Teilungspunkt der zugehdrigen Zerlegung ist oder
nicht. Wegen t, % ¢ gibt es dazu ein N £ 1, so dass

™ 7 tm n;m /A N:

Mit (1) gilt dann auch

7 tm ftm_]<§ 5 "

Da es fur jedes " ein solches N gibt, bildet f t, eine Cauchyfolge. Ihr Grenzwert
hangt nicht von t, ab, denn ist tﬂ eine weitere solche Folge, so zeigt dasselbe
Argument,dass f t, f t eine Nullfolge bildet. Also existiert der linksseitige
Grenzwert

ftn ftmj jfta 7 thj ]

foc limf t:
t%c

Fur rechtsseitige Grenzwerte f, ¢ limge f t argumentiert man analog. iiiii

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung. Fur den Beweis bendétigen wir
noch den folgenden Spezialfall eines Satzes Uber kompakte Mengen.

10.9
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Abb 5 u, U,
Endliche Teiluberdeckung U, U,
und Zerlegung Z U,

a t b

Uberdeckungslemma von Heine-Borel Sei a;b ein kompaktes Intervall

und | 5 eine beliebige o [ede Uberdeckung von a;b , das heiflt, eine
Familie o [eder Intervalle mit
LC
a;b l:
2

Dann enthéalt diese Familie auch eine endliche Teiluberdeckung von a;b .
Das heil3t, es gibt endlich viele Intervalle I |;..;1 ., so dass

LC
a;b |

1im

Man sagt, »jede o [ede Uberdeckung von a;b enthélt eine endliche
Teiluberdeckung«.

fitth - Angenommen, es gibt keine solche endliche TeilUberdeckung. Wir zei-
gen, dass es dann eine fallende Folge von abgeschlossenen Intervallen

a;b Jo Jq Jo

mit Lange
i 2 "jdj; nEQ;

gibt, die alle ebenfalls keine endliche Teiluberdeckung besitzen. Fir Jg a;b
entspricht dies der Annahme. Besitzt nun J, fur ein n £ 0 keine endliche
Teiluberdeckung, so besitzt mindestens eine der beiden abgeschlossenen Halften
von J, ebenfalls keine. Wahlen wir diese als J, 1, so erhalten wir das nachste
abgeschlossene Intervall dieser Folge.

Wir erhalten somit eine Intervallschachtelung, deren Durchschnitt genau
einen Punkt p 2 a;b enthalt. Dieser ist in wenigstens einem Intervall | | der
Uberdeckung enthalten. Da | b aber o [ed ist, enthalt es alle Intervalle J, mit

n hinreichend grof3. Das heif3t, diese Intervalle J, werden sogar von nur einem
Intervall I der Familie Gberdeckt. Dies ist ein Widerspruch zur Konstruktion

Satz Die Funktion f: a;b ! R besitze in jedem Punkt von a;b einseitige
Grenzwerte. Dann ist f der gleichmé&Rige Limes von Treppenfunktionen. —

10.10
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Abb 6 -

Approximation durch
konstante Funktion
auf tx 1;tk

L] Sk LS

fitth  Sei " > 0. Zu jedem Punkt ¢ 2 a;b existiert aufgrund der Existenz
der einseitigen Grenzwerte eine Umgebung U c¢ , so dass

jfu fvj<©

fur alle u;v2U c¢ \ a;b , die beide auf derselben Seite von ¢ liegen. Dabei
hédngt vom Punkt c ab.

Die Familie U ¢ (2 a:p bildet eine o [ene Uberdeckung von a;b . Nach
dem Lemma von Heine-Borel 19 besitzt diese eine endliche TeiluUberdeckung. Es
gibt also endlich viele U ; ¢; , so dass

a;b U,ct L..LYU , cm:

Sei Z to;..;tn diejenige Zerlegung von a;b , die aus allen Mittel- und
Endpunkten dieser m Intervalle bestehen, die innerhalb von a;b liegen, zuzlg-
lich der Punkte a und b selbst. Jedes Zerlegungsintervall tx 1;tx geho6rt dann
entweder zu einer linken oder einer rechten Halfte eines dieser m Intervalle,
da deren Mittelpunkte zu den Teilungspunkten gehdren. Somit gilt auf jedem
Teilungsintervall

jf u fvj<™ u;v 2 tg 1)tk 2
Dazu definieren wir nun = 2 T2 durch

te 1tk

2
AuRerdem setzen wir der Vollstadndigkeit halber = ty ftk fur 0 k n.
Dann gilt wegen (2) auf jedem Zerlegungsintervall

’j Lo X f sk ; Sk

kf  "ky . KF s ky o <™
Also gilt insgesamt

kK” fkap <™

10.11
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Abb 7 Stuckweise, und nicht stiickweise stetige Funktion
a t1 t b a t1 b

Zusammengefasst g 11 erhalten wir folgende

Charakterisierung der Regelfunktionen Eine Funktion f: a;b ¥ R ist eine
Regelfunktion genau dann, wenn sie in jedem Punkt des Intervalls a;b
einseitige Grenzwerte besitzt. Insbesondere sind stetige, stlickweise stetige
und monotone Funktionen Regelfunktionen und damit integrierbar.

Dabei hei3t eine Funktion f: a;b ¥ R stiuckweise stetig, wenn es eine
Zerlegung to;..;ts von a;b gibt, so dass die Einschrankungen fj tx 1;tx fur
1 k n stetig sind und einseitige Grenzwerte in allen Endpunkten besitzen.

z a. Die GauRklammer und die Signumfunktion sind auf jedem abgeschlosse-
nen Intervall integrierbar. Sie sind ja auch Treppenfunktionen.
b. Die Thomaefunktion ist integrierbar 5.g.
c. Die Dirichletfunktion ist auf keinem nichttrivialen Intervall integrier-
bar ag9. 7

10.4
Der Hauptsatz

Wir wissen nun, welche Funktionen auf abgeschlossen Intervallen im Sinne
von Cauchy integrierbar sind. Jetzt geht es darum, eine brauchbare Methode zu
finden, um deren Integrale auch zu bestimmen.

Die Idee ist, das Integral einer stetigen Funktion f als Funktion der rechten
Intervallgrenze zu betrachten. Auf diese Weise erhélt man eine di Cerknzierbare
Funktion F mit F® . Man spricht von einer Stammfunktion von f. Auswertung
einer solchen Stammfunktion f zwischen den Grenzen von a;b ergibt dann
das Integral von f Uber a;b .

10.12
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10.4 — Der Hauptsatz

Um diese Idee auch fur Regelfunktionen umzusetzen, bendtigen wir noch
die rechts- und linksseitige Ableitung einer Funktion f,

ft h ft
£t “lim—m—
* h&0 h
und
ft h ft
£t ~lim——;
h%0 h

wenn diese Grenzwerte existieren. O Cedsichtlich ist f in einem inneren Punkt ¢
di Cerknzierbar genau dann, wenn dort links- und rechtsseitige Ableitung existie-
ren und Uibereinstimmen. In diesem Fall ist f°t  f't f0t .

Definition Eine Funktion F: 1 ¥ R heil3t Stammfunktion einer Regelfunktion
f: 1 ¥ R,wenn F in jedem Punkt von | einseitige Ableitungen besitzt und

Ff, F O

auf | gilt. In einem Randpunkt von | wird dabei nur der jeweilige einseitige
Grenzwert betrachtet.

Besonders Ubersichtlich ist der Fall einer stetigen Funktionen.

Notiz Ist f: 1 ¥ R stetig, so ist jede Stammfunktion F von f stetig di Cerkn-
zierbar, und es gilt F° f auf ganz I.

fitth Ist F Stammfunktion der stetigen Funktion f, so ist tberall
£ f f, Fu

Also ist F!  F{ auf I, somit F dilCerknzierbar, und F® . AuRerdem folgt

Stammfunktionen sind nicht eindeutig. Ist F eine Stammfunktion, so ist es
auch F ¢ fur jede reelle Konstante c¢. Auf einem Intervall ist dies aber die einzig
madgliche Unbestimmtheit:

Lemma Auf einem Intervall unterscheiden sich verschiedene Stammfunktionen
einer Regelfunktion nur durch eine additive Konstante.

fith Seien G und H zwei Stammfunktionen derselben Regelfunktion f.
Dann besitzt auch G H in jedem Punkt einseitige Ableitungen — das ist eine
leichte Ubung —, und es gilt

G H? & H! f, f, O

10.13
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Entsprechendes gilt fur linksseitige Grenzwerte. Also ist G H sogar di [erkn-
zierbar mit G H ° 0. Aufgrund des Monotoniesatzes g1» ist G H auf dem

Intervall | konstant. iiiii

Die fundamentale Beobachtung ist nun, dass man eine Stammfunktion einer
Regelfunktion f erhdlt, indem man das Integral Uber f als Funktion der oberen
Grenze betrachtet.

14 Stammfunktionensatz Sei f auf | integrierbar und ¢ 2 | ein beliebiger
Punkt. Dann definiert

t T f; t21;

eine Stammfunktion : 1 ¥ R von f. Diese ist aul3erdem lipschitzstetig
mit Lipschitzkonstante L  kfk,. —

fith Ist f auf | integrierbar, so auch auf jedem Teilintervall von | 4. Die
Funktion ist daher fur jedes t 2 | definiert. Aus der Additivitat des Integrals 5
ergibt sich
\Y, u f f f; u;v 2 I:
Cc Cc u

Fur u < v folgt hieraus mit der Dreiecksungleichung

ZV ZV
j v uj f jfi kfk, v u:
u u
Alsoist  L-lipschitzmit L kfk,.Mitu tundv t h istferner
t h ¢ 1%t hf_
h h ¢ '

Aufgrund des Riemannschen Lemmas 15 — das wir gleich beweisen — besitzt der
Ausdruck auf der rechten Seite die einseitigen Grenzwerte f. t respektive f_ t .
Also besitzt  die entsprechenden einseitigen Ableitungen, und es gilt

Ot fit:

Somit ist eine Stammfunktion von f. iiiii

15 Riemannsches Lemma Ist f: a;b ¥ R integrierbar, so gilt
1 Zt h 1 Zt
lim — f fit; lim — f ft
h&o h ¢ h&o h t n

far jeden Punkt t 2 a;b respektive t 2 a;b .Ist f im Punkt t stetig, so
gilt insbesondere
1 Zt h
lim— f ft: -
htoh ¢

10.14
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Abb 8

Zum Hauptsatz

fitth - Wir betrachten den rechtsseitigen Limes in einem Punkt t 2 a;b . Sei
h >0 so klein,dassaucht h2 a;b .Dann ist

lzth 1Zth
fot fit h . 1 h . ot
Also gilt, fur h > 0,
1%t n 1%t n 1%t n
fo t h o f ho. frt f h . jfe t fj:

Aufgrund der Definition des rechtsseitigen Grenzwerts existiert zu jedem " > 0
ein >0 so, dass

.t fsj<'™ t<s<t

Zusammen mit der vorangehenden Ungleichung erhalten wir also

th h 1Zt h
frt = f = v O0<h<
* h h
Da zu jedem " > 0 ein solches > O existiert, folgt
1 Zt h
lim — f fit:
h&o h ¢

Firt2 a;b und h>0mitt h2 a;b argumentiert man entsprechend.
Ist f im Punkt t sogar stetig, so ist f_ t ft fi t , und die beiden

Grenzwerte im Riemannschen Lemma 15 sind gleich f t . iiiii

Bemerkung Ist f auf | stetig, so gilt Uberall
Zy
0t f ft; t2l:

C
Dies folgt Ubrigens auch aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung s, denn
fur stetiges f gilt ja
t h t 1
h h ¢

In diesem Sinne sind Di Cerkénzieren und Integrieren inverse Operationen.

f ft h ¥ ft; h?o:

10.15
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z a. Die Signumfunktion ist auf jedem kompakten Intervall integrierbar, und
eine Stammfunktion ist
C D)
t “ sgh t tEO jtj:
o g t t<0 Juy:
Oredsichtlich gilt °t jtj’ sgntfurt Osowie ° O sgn O 1.
b. Eine Stammfunktion der Betragsfunktion ist
Zt
jsj  =tjtj 12 sgnt: 7/
0J 2 2 ’

Der vorangehende Satz erd [nat nun die Mdglichkeit, Integrale mithilfe von
Stammfunktionen zu berechnen.

Hauptsatz der Di [Lerknzial- und Integralrechnung Ist f auf a;b integrier-
bar und F eine beliebige Stammfunktion von f, so gilt

Zp b
f F “"Fb Fa:

a a
fitth  FUr die Funktion  des Stammfunktionensatzes 14 gilt aufgrund ihrer
Definition

b a f f f:

Jede andere Stammfunktion F von f unterscheidet sich von  aber nur durch
eine additive Konstante 13, die sich in der Di Lerknz aufhebt. Also ist auch

Fb F a b a f:  iiiii

2 a. Mitder Stammfunktion j j fur die Signumfunktion gilt

Zy, N
sgn  Jtj jbj jaj:
a a
Z4 1 pi 4
b. p= 2t 2: /
1t 1

Ist f stetig di Lerknzierbar, so ist f selbst Stammfunktion seiner Ablei-
tung fC. Es gilt also folgender Spezialfall.

Korollar Ist f auf a;b stetig di Lerknzierbar, so gilt
o f . -

Wegen des Hauptsatzes wird eine Stammfunktion auch als unbestimmtes In-
tegral bezeichnet, wahrend das Integral mit Intervallgrenzen bestimmtes Integral
genannt wird. Genauer gilt folgende Sprachregelung.

10.16



105 — Integrationsregeln 279

Definition Das unbestimmte Integral einer stetigen Funktion f auf einem Inter-
vall ist die Familie
Z

f7 F c:c2R

aller Stammfunktionen von f auf diesem Intervall.

Gewdhnlich schreibt man dafur einfach F  c. In Formelsammlungen wird
auch die Konstante ¢ oft weggelassen. Unbestimmte Integral erhalt man bei-
spielsweise, indem man Ableitungsformeln srickwarts« liest.

Z Z
t t . 1 .
2= a. e e ¢ T logt c:
Z Z
b. cost sint ¢; sint cost «c:
Z 1 Z
C. P—— arcsint ¢; arctant: /
1 t2 1 t2

10.5
Integrationsregeln

Die Bestimmung von Integralen beruht auf der Bestimmung von Stamm-
funktionen, also einer Lésung der Gleichung F° f zu gegebenem f. Jede
Di Lerenziationsregel liefert damit eine Integrationsregel, indem man sie >ruck-
warts« liest. Insbesondere folgen aus der Produkt- und Kettenregel die Regeln
der partiellen Integration und der Substitution, die wir nun formulieren. Der
Einfachheit halber gehen wir von stetig di Cerenzierbaren respektive stetigen
Funktionen aus.

Von nun an verwenden wir die klassische Leibnizsche Integralnotation

Zy Zp
f ft dt

a a

die vor allem bei der Substitutionsregel zweckmaRig ist. Dabei ist die Integrati-
onsvariable, ahnlich wie ein Summationsindex, frei wahlbar. Es ist also

Zy Zy Zy
ft dt f u du f x dx:
a a a
Partielle Integration Sind f und g auf a;b stetig di Lerknzierbar, so gilt
Zy b Zb

fftgtdt ftgt ftg’t dt:
a a

a

10.17
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Entsprechend gilt fur unbestimmte Integrale
z z
fftgtdt ftgt ftglt dt:

Eine &quivalente Formulierung ist
z Z
ftgtdt Ftgt Ftg’t dt

mit einer Stammfunktion F von f. Eine additive Konstante muissen wir hier nicht
notieren, weil auf beiden Seiten ein unbestimmtes Integral steht.

fitth  Die Integrale existieren, da die Integranden nach Voraussetzung stetig
sind. Also gilt

Zy Zy
ft gt dt ftg't dt
a
?b Zy b
flg fg’ t dt fg%tdt fg
a a a
Daraus folgt die Behauptung. iiiii
2 a.
z z
tetdt te' eldt te! e ¢ t 16 ¢
also beispielsweise
Zy 1
teldt t 1 et 1:
0 0
b.
z z z
cos?tdt costcostdt sintcost sin?t dt:

Mit sin?t 1 cos?t folgt hieraus
Z Z
cos’tdt sintcost t cos?tdt:

Also ist
z

2 cos’tdt t sintcost c:

So erhalt man zum Beispiel

z . .
- t sintcost
COStht T e—

0 2 0 4’

=2
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c. Gelegentlich hilft es, einen neutralen Faktor 1 >aufzuleiten<. Fir den

Logarithmus erhélt man auf diese Weise
z z

logtdt 1 logtdt
Z Z

tlogt  tlog’tdt tlogt 1dt tlogt t c:

Zum Beispiel ist
z

e e

logtdt tlogt t 1 /
1 1

Mit wiederholter partieller Integration erhéalt man auch die Taylorsche For-

mel mit Restglied in Integralform. Wegen der Wichtigkeit dieses Beispiels formu-
lieren wir das Ergebnis als Satz.

17 Satz von Taylor mit Integralrest Fur f2C" 11 und a;a h21 gilt
Xfk a

fa h K

h RIf h

k 0

mit dem Integralrest
z 1

hnl
1 t"f" 1 a thdt:

n! 0

Rf h

fitth  Der Beweis erfolgt durch Induktion. Ist f stetig di Cerknzierbar, so gilt
aufgrund des Hauptsatzes
1
fa h fa fa th
Z, 0 Z,
fa th 'dt h f'a thdt
0 0
Der letzte Term ist gerade RIf h , und wir erhalten damit die Behautpung fuir
n 0. Gilt die Formel nun fur ein n £ 0, so ergibt partielle Integration
A

hnll
o 1 t"f" 1 a thdt
: 0
hnl 1
— 1 t"¥"1 a th
n 1! 0
hnZZl
ﬁ lt”lfnza th dt
-0
fnla

- 1|hn1 RD M h: i
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10 — Integration
Substitutionsregel Ist * stetig di Lerknzierbar auf | a;b und f stetig
auf dem Bildintervall = 1 , so gilt
Zy Z-y
f 7 x *%x dx . ftdt 3)
a a

fur das bestimmte Integral, und
z

f~x *Oxdx F = ¢

fir das unbestimmte Integral mit einer beliebigen Stammfunktion F
von f.
fitth  Flr eine beliebige Stammfunktion F von f gilt

F > 0 FO > =0 f > ’0:

Daraus folgt die Gleichung fur das unbestimmte Integral. Fur das bestimmte
Integral erhalt man

Zy Zy
f 7 x 7%x dx F 7 0x dx
a a
b b Z-p
F = F ftdt
a -} a

Die einfache Anwendung der Substitutionsregel besteht darin zu erkennen,
dass der Integrand aus der Anwendung der Kettenregel hervorgegangen ist und
das Integral daher von der Form

Zy
f = x *%xdx
a
In diesem Fall setzt man direkt = x  t. GemaR der Substitutionsregel ist dann
dt durch % x dx zu ersetzen. Formal ergibt sich dies mit der Leibnizschen
Notation, indem man

dat d* x
dx dx

X

schreibtund zu dt =% x dx >aufléstc!. Jetzt muss man nur noch die Integrati-
onsgrenzen mit * abbilden, und man erhalt die rechte Seite der Substitutionsre-

gel.

1 Eine rigorose Begriindung dieser Schreibweise liefert der Formalismus der Di [erknzialformen, sie-
he >Noch mehr Analysis«.

10.20



105 — Integrationsregeln

a. Im unbestimmten Integral
Z

Bixi dx
1 x2

ist der Zahler bis auf einen Faktor die Ableitung der Funktion unter der Wurzel.

Wir kbnnen daher die Substitutionsregel mitt ~ x 1 x? anwenden:

z z z z
p X g 12X 40 10 20x o0 1dt
1 x2 2 1 x2 2 X 2 t
Mit der Stammfunktion von P g2 erhalten wir
z X P— p
P——=dx t c 1 x2 c:
1 x2
Fur das bestimmte Integral gilt dann
Zy x p b
pP——=dx 1 x2
a 1 x2 a
logu .1 . .
b. Im Integral Tdu ist 3 die Ableitung von logu. Mit t logu
erhalten_wir 5
logu 1 1 -
——du tdt =t> ¢ Z>log°u c:
2 299
c. Esist
z z sin ~
tan 7 d~ - d”~ log cos ~ c:
cos

Die »nicht so einfache< Anwendung der Substitutionsregel besteht darin, in

einem Integral
z

ftdt

die gegebene Integrationsvariable t so durch eine neue zu ersetzen, dass sich
der Integrand vereinfacht. Die richtige Substitution kann schnell zum Ziel fuhren,
die falsche jedoch vollends ins Dickicht. Hier wird das Integrieren teilweise zu
einer Kunst, die Erfahrung und Ubung erfordert. Man setzt alsot ~ x mit
einer — ho [entlich geeigneten — stetig di Lerknzierbaren Funktion * . Genau wie
zuvor ist dann dt durch >° x dx zu ersetzen. SchlieRlich ist noch ein Intervall

a;b zu finden, dass von * auf ; abgebildet wird. Das heif3t, es ist
7 a ; b
zu l6sen. Dann gilt wieder
Z Z-y Zy,
ft dt ftdt f = x *%xdx
T a a

Nun braucht es nur noch etwas Ubung ... .

10.21

283
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2 a. Im Integral
z

t tdt

schreiben wir versuchsweise 1 t x2.Esistdann dt 2xdx, und wir erhalten
Z Z Z
p—

t tdt X2 1x2xdx 2 x* x® dx

Dies ist nun elementar I6sbar. Im bestimmten Integral sind die Integrationsgren-
zen noch entsprechend zu transformieren, eine Grenze t, geht dabei Uber in
1 t».Man erhalt
Zb p ZP1 5 PTb
t tdt 2 ,  x* x*ds -—— 3x® 5 ,
a 1 a 15 1 a

b. Betrachte
z 1

1 t2dt:
1
Mit der Substitution t sinx und damit dt cosxdx wird
Z1p Z 9 Z o

1 t2dt 1 sin®x cosxdx cos®x dx
1 =2 =2

N |

also die Flache des halben Einheitskreises. Analog erhélt man

Z Z _ Z _
1 dt =2 cosx =2 q
11 ¢t =2 1 sin®x X oo

Dies kann man allerdings auch direkt rechnen:
z
1 dt ) 1
P——  arcsint
11 t2 1
c. Typische Anwendungen der Substitutionsregel sind die Translation und

die Streckung der Integrationsvariablen. Mit >0 und n £ 1 gilt

Zb Zb c
ft c dt f x dx; X t ¢
a a c
Z, Z,
f t dt 1 fxdx; x t
a a
Z, Z
ft"t" dt n? f x dx; x th 7
a an
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10.6 — Uneigentliche Integrale

Abb 9

Zwei uneigentliche
Integrale

logt

10.6
Uneigentliche Integrale

Das Integral haben wir bisher fur Funktionen definiert, die auf einem kom-
pakten Intervall definiert und dort integrierbar und damit auch beschréankt sind.
Dies reicht auf die Dauer jedoch nicht aus. Wir wollen, wenn mdglich, auch
Funktionen auf unbeschrankten Intervallen sowie unbeschrankte Funktionen
integrieren. — Betrachte dazu eine Funktion

f: ab !R; a<b 1:

Das Intervall ist also entweder rechts unbeschréankt, oder die Funktion ist mogli-
cherweise an der rechten Intervallgrenze unbeschréankt.

Definition Esseia<b 1, unddie Funktion f: a;b ¥ R sei Uber jedem

kompakten Teilintervall a;c a;b integrierbar. Existiert der Limes
Zc Zb
Iim ft dt_ ft dt;
c%b a a

so heil3t er das uneigentliche Integral von f Uber a;b , und man sagt, das
uneigentliche Integral konvergiert. Andernfalls divergiert es.

Entsprechendes erklart man fur Funktionen f: a;b ¥ Rmit 1 a<b.

Zl Zr r
= a etldt lim e'dt Ilim et lim1 e" 1

0 rftl g rtl o rt1i
21 gt 21 gt b1 -

b P= lim P= Iim2 t lim 2 2 2
Zo t & » t "&0 &0
1 dt — T P—

[ P= lim2 t 2lim r 1 a1 /
1 t rt 1 ril

Ein an beiden Integrationsgrenzen uneigentliches Integral wird auf zwei
einseitig unbestimmte Integrale zurtckgefihrt:

10.23
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Definition Essei 1 a<b 1 unddie Funktion f: a;b ¥ R sei Uber
jedem kompakten Teilintervall von a;b integrierbar. Existieren fur ein
¢ 2 a;b dessen uneigentliche Integrale Gber a;c und c;b , so heil3t

Zy Z. Zy
ftdt™ ftdt ftdt

a a Cc

das uneigentliche Integral von f Uber a;b .

Die Existenz und der Wert dieses Integrals hangen nicht von der Wahl des
Teilungspunktes ¢ ab, wie man sich leicht Uberlegt.

= a. Es existieren

z 1 ZO
t? 2 1 t? 2 ©
2te e 1; 2te e 1:
0 0 1 1
z 1
Daraus folgt jtie ¥dt 1.
1 Z 1
b. Das uneigentliche Integral 2 dt existiert nicht, denn
z 1 t 1 ) r
——dt Ilimzlogl t 1:
o 1 t2 rrl 2 9 0
Es genigt nicht, dass aus Symmetriegriinden
Z, ¢
dt 0; r>0;
rl o t2

und dasselbe fur dessen Limes fur r ¥ 1 gilt. 7

Integrale Uber kompakte Teilintervalle spielen fur uneigentliche Integrale
quasi die Rolle von Partialsummen, wie der folgende Satz zeigt. Der Einfachheit
halber betrachten wir den Fall, dass die uneigentliche Integrationsgrenze rechts
liegt. Der andere Fall wird analog behandelt.

19 Satz Esseia<b 1,unddie Funktion f: a;b ¥ R sei Uber jedem kom-
pakten Teilintervall integrierbar. Dann sind folgende Aussagen &quivalent.
(i) Das uneigentliche Integral von f Uber a;b konvergiert.
(i) Es gibt eine Stammfunktion F von f, so dass lim¢yp F Cc existiert.
(iii) FOr jede Stammfunktion F von f existiert limeyp F C .
(iv) Esqilt dasZCauchykriterium: Zu jedem " > 0 existiertein d 2 a;b , so dass

\%

ftdt <" u;v2 d;b :

u
fith ()& (ii) Das uneigentliche Integral existiert per definitionem genau

dann, wenn der Grenzwert
ZC
- - C - -
lim ftdt Ilim F limF c F a limF ¢ F a
c%ub a c%b a c%b c%b
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fur eine beliebige Stammfunktion F von f existiert.

(i) a(iii) 2Zwei Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur durch ei-
ne additive Konstante, und diese hat keinen Einfluss auf die Existenz dieses
Grenzwerts.

(iiiya(iv) Aussage (iv) bedeutet wegen

Z

\% \%

ftdt F ;

u u

dass jede Stammfunktion F von f fur d ¥ b einer Cauchybedingung genugt.

Uneigentliche Integrale verhalten sich in vielerlei Hinsicht wie Reihen, wie
die folgenden Definitionen und Satzen zeigen.
Zy
Definition und Satz  Das Integral f t dt hei3t absolut konvergent, falls
das Absolutintegral @
Zy
jf t jdt
a

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn letzteres beschrankt ist. In
diesem Fall ist auch das Integral Uber f konvergent.

fitth  Die durch
Zt
t jf s jds
a

definierte Stammfunktion  des Absolutintegrals istauf a;b monoton steigend.
Sie konvergiert somit fur t % b genau dann, wenn sie beschrankt ist, also das

Absolutintegral existiert. Aufgrund der Dreiecksungleichung
z Z,

ftdt jf t jdt
u

v

u

I\/Iajorantenkri'terium Gilt jij g auf a;b und existiert das uneigentliche
b b

Integral gt dt, soist f t dt absolut konvergent.
a a

NUtzliche Majoranten sind zum Beispiel die Funktionen t auf 0;1 |, fur
die Folgendes gilt.

Satz Es gilt
z 1 Zl
dat <1l a >1 und dat <1l a <1
1t ot
Insbesondere divergieren beide Integrale fur 1.
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Abb 10
Zum Integralkriterium
Zq
7t dt
1
X
n
n 2
1 2
fitth  FUr 1ist
z
r dt 1 r 1
1 — t r 1:
1t 1

Die rechte Seite konvergiert fur r ¥ 1 genau fur 1
for 1 > 0. Das ergibt die erste Behauptung. Fir

z

r r

— logt logr;
1t 1

und dies divergiert fir r ¥ 1 und far r ¥ 0.
z a. Das uneigentliche Integral
1 sint

—dt
1t

<O und fuar r ¥ 0 genau
1 ist

ist absolut konvergent fur >1,dennt ist eine konvergente Majorante.

b. Das Integral
Z .

L sint
1t

dt

ist ebenfalls konvergent, aber nicht absolut konvergent 5.o0. 7

= Reihen

Jede Reihe lasst sich als ein uneigentliches Integral schreiben, indem man
eine passende, stickweise konstante Funktion definiert. So ist

X Z, X
ak at dt mit a—

k1 1 n 1

Entsprechend kann man viele Reihen durch Integrale majorisieren, was viele

Konvergenzbetrachtungen vereinfacht.
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22 Integralkriterium Ist die Funktion a: 1;1 ¥ 0;1 monoton fallend und
auf jedem kompakten Teilintervall integrierbar, so gilt
X Z1

an at dt:

n 1 1

Das heil3t, beide Seiten haben dasselbe Konvergenzverhalten. Genauer gilt

X Z1 X
an at dt an:
n 2 1 n 1

fitth Da a positiv ist, sind
X Zy

sn ak:; St~ asds
1

beide monoton steigend. Konvergenz ist also in beiden Féllen gleichbedeutend
mit Beschranktheit. Da a monoton fallt, gilt

ak 1 £at Eak; t2 k 1;k;
und deshalb
Zy
a k atdt ak 1; k £ 2:
k 1

Summieren Uber k  2;..;n ergibt

s n al Sn sn 1:

X
= Es gilt I 1, denn
g2 Nlogn
fa | logt * 1
og lo :
2 tlogt g logt ,
Fur jedes " > 0 gilt andererseits
Z
1 dt 1 1 1
1" " " " o < lu
2 tlog™ t logt , log 2

und damit auch
X 1
1 <1:
ne2 Nlog™ n

Zum selben Ergebnis gelangt man mit dem Verdichtungskriteriumgi;. 7/
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10.7
Integration in Banachraumen

Das Integral einer Treppenfunktion ist nichts anderes als eine Linearkombi-
nation seiner Funktionswerte. Es lasst sich daher ebenso gut definieren, wenn
diese Werte Vektoren, Matrizen oder Elemente irgendeines Banachraums E sind.

Definition Eine Funktion 7 : a;b ¥ E heil3t E-wertige Treppenfunktion, wenn
es eine Zerlegung to;..;tn desIntervalls a;b und Elemente wq;..;wn in E
gibt, so dass

e Wi k 1;..;n:

Das Integral einer solchen Treppenfunktion ist

b Ed — .
Ja Wi te tk 1
k 1

Dieses hangt nicht von der Darstellung von = ab. —

Bezeichnen wir mit Tg E den Raum aller E-wertigen Treppenfunktionen
auf a;b , so definiert das Integral eine Abbildung

. ThE VE, = ,00

Diese ist wieder linear, normiert und lipschitz, denn genau wie im Beweis von
Satz 2 erhalt man

k2 = ke k”kapbe b a
mit
k”Kap:e ~ sup k7 t kg:
t2 a;b
Genau wie beim reellen Cauchyintegral erhalten wir nun den Raum RS E
der E-wertigen Regelfunktionen dadurch, dass wir die Grenzwerte gleichmaRig
konvergierender Folgen von E-wertigen Treppenfunktionen betrachten. Das heif3t,

eine Funktion f in Bg E gehort also zu Rg E genau dann, wenn es eine Folge
Z, in T2 E gibt, so dass

K "nKap g 1O

Das Cauchyintegral einer solcher Funktion ist dann
Zy
sl H b Ed .
. f r!'-nl Ja Tn:

Dieses ist unabhéngig von der Wahl der approximierenden Folge n -
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Der Permanenzsatz 3 und die Intervalladditivitat s gelten unverandert. Auf
die Monotonie mussen wir allerdings verzichten, da sie in allgemeinen Banachréu-
men keinen Sinn macht.

Ebenso bleiben die Dreiecksungleichung, das Riemannsche Lemma, und die
Charakterisierung der Regelfunktionen unveréandert. Es ist lediglich der reelle
Betrag j j durch die Banachraumnorm k kg zu ersetzen. Es gilt daher folgender

Satz Eine Funktion f: a;b I E ist eine Regelfunktion genau dann, wenn
sie in jedem Punkt des Intervalls a;b einseitige Grenzwerte besitzt.
Jede Regelfunktion besitzt hdchstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen.
Insbesondere sind stickweise stetige Funktionen Regelfunktionen und damit
integrierbar.

Vektor- und matrixwertige Integrale treten beispielsweise auf in der hdher-
dimensionalen Analysis und bei der Lésung von hdherdimensionalen Di Lerenzi-
algleichungen. Ist zum Beispiel

A: 0;1 TR™™M At agt mn

eine stetige matrixwertige Funktion, so ist 529
Z, Z,

At dt a t dt
0

mn

10.29



292

10

11

12

10 — Integration

Aufgaben

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

a. Jede beschrankte Funktion f: a;b ¥ R istintegrierbar.

b. Eine integrierbare Funktion hat nur endlich viele Unstetigkeitsstellen.

c. Jede olede Uberdeckung von 0;1 besitzt eine endliche Teiliberdeckung.
d. Die Indikatorfunktion jeder Teilmenge von 0;1 ist eine Treppenfunktion.

Auf RY ist J2 lipschitz. Genauer gilt
Lt 3g b akf gkap:
Das Integral einer Regelfunktion, die nur auf einer abzéhlbaren Menge nicht verschwin-
det, ist Null.
Die Funktion f 2 RY sei nichtnegtivund J2 f 0.Dannist f. f. 0.

Ist f: a;b ¥ R eine Regelfunktionund : R ¥ R stetig, so ist auch f eine
Regelfunktion.

Das Produkt zweier Regelfunktionen ist wieder eine Regelfunktion.
Ist

<t

1 1
—; nAk1l,
n

n

f: 01 'R; ft 1
N S O K

W N

1
n
o:
eine Treppenfunktion, eine Regelfunktion, oder keins von beidem?

Die Thomaefunktion 5712 istauf 0;1 integrierbar mit Integral 0. Konstruieren sie
auch eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmaRig gegen  konvergiert.

Die Dirichletfunktion ist auf keinem nichtentarten Intervall integrierbar.

Zeigen Sie mithilfe von Treppenfunktionen, dass
z Z,

tm xM 1 tm :

0 0 m 1

X Xmll

x> 0:

Wabhlen Sie fir das zweite Integral Treppenfunktionen, deren Teilungspunkte eine geo-
metrische Folge bilden.

Die Potenzreihe ~ nio ant” habe Konvergenzradius O <r 1. Dann gilt:
a. Die Funktion 7 ist auf jedem kompakten Intervall in r;r integrierbar.
b. Es gilt
Z, x  Zx x
> n an n 1. v .
an t x5 jxXj<r:
0 neo O neo M1
c. Zum Beispiel gilt
X
sint  cosXx; X2 R:
0
Sind f und g auf dem Intervall | integrierbar, so auch fg, und es gilt die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung
z z , 12 z , 12
IJng IJfJ J9) :
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10 — Aufgaben

R
Auf C | wird durch hf;gi ™ | fg ein Skalarprodukt definiert.

Sei f 2 R2. Dann existiert zu jedem " >0ein = 2C a;b mit

Zy
L
a
Es sei f eine Regelfunktionauf a 1;b 1 und xf 7 f h . Dann existiert zu
jedem ">0-ein 2 0;1 ,so dass
Zy
Jnf fj<™  jhj<
a
Die Funktion
8
<sinl=t; t>0;

f: 01 'R; t, _
- 0; t O

ist nicht integrierbar.

Bestimmen sie die folgenden Integrale.

Z, Z, Z, z .,
a. t?e tdt b tlogtdt c. e Usintdt  d. cos3tdt
0 0 0 =2
z) z 21 4
e. t"e 3cos ¥tdt; a>0 f e Stsin2tdt g.
0 0 o1 t3
Far a;b >0 gilt
z
1 cosat cosbt b
cosal _CoSBY 4t log -
0 t a
Zy

Das uneigentliche Integral sint dt existiert nicht, wohl aber dessen Cauchyscher
a1
Hauptwert

Z, Z,
H sintdt 7 lim sintdt:
1 rvtl r
z
1 sint ) )
Das Integral T dt konvergiert, aber nicht absolut.
1

Far alle m;n 2 N zeige man
Zy

n!
t™log" tdt 1n
0

m 1n 1:
Hieraus folgt
Z1 X in 1
ttdt —
Y ner N
Der Raum Cs R ;k k; ist ein normierter, aber nicht vollstandiger Vektorraum.

Welche der folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren fur welche Parameter?

1 G 1 1
sint t
—dt b. dt
o t o1l t
Bestimmen sie mithilfe der Substitution t sinhu das Integral
ZX
dt
o 1 t2°
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10 — Integration

Ist f 2C 0;1 integrierbar, so definiert
z 1

Ft f s ds; t £0;
t

eine Stammfunktion F2C! 0;1 von f.
Sei f: 0;1 ¥ R monoton fallend mit limysyq f t 0. Dann existiert
Zy
f t sintdt:
0

Die Funktion f: _0;1 ¥ R sei monoton und integrierbar. Dann existiert fur jedes
h >0 die Reihe g f nh ,und es gilt
x 21
limh f nh ftdt
hro n&O0 0
Beweisen sie die Existenz der sogenannten Eulerschen Konstanten
X1

k1k

lim s logn ; S
am Sn g n

a. Fur eine stetige Funktion A: 0;1 ¥ R" M mit A t ak t mn gilt
Zy Zy

t 7 At dt ay t dt
0 0

mn

b. Fur h2R" ist
Z
At hdt t h:
0

Sei f: 1;1 ¥ R eine im Punkt O stetige Regelfunktion. Dann gilt

h ft
lim — ——dt f O:
h&o 1t2 h2
Fur f2C 0;1 mitlimgeqpf t 1 gilt
Z,
lim" e ftdt 1
"&0 0

Jeder Regelfunktion f 2 RY sei die Funktion f_: a;b ¥ R ihrer linksseitigen und die
Funktion f,: a;b ¥ R ihrer rechtsseitigen Grenzwerte zugeordnet. Dann gilt:
a. f_ ist linksseitig stetig — das heif3t, es gilt

foc limf_ t ; c2 ab:
t%c

Analog ist f; rechtsseitig stetig.
b. Es gibt eine abz&hlbare Menge S a;b ,sodassf- f f, auf a;b S.

c. Esqilt
Zy Zy Zy
f f_ fe
a a a

Eine Funktion ist genau dann stickweise stetig, wenn sie als Summe einer Treppenfunk-
tion und einer stetigen Funktionen dargestellt werden kann.
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Sei f: a;b ¥ R stetig. Dann existiert zu jedem " >0 ein > 0, so dass
Z, X
f fte th thp <"
a k1
fur jede Zerlegung Z to;..;tn mit Feinheit sup; 5 t&k tk 1 < . Hinweis: Man
verwende die gleichméaRige Stetigkeit von f 732.

Dirichletsches Konvergenzkriterium  Sei f eine stetige Funktion auf a;b mit be-
schréankter Stammfunktion und g eine monotone C1-Funktion auf a;b mit
limapg t 0. Dann existiert das Integral von fg Uber a;b .

Stieltjesintegral  FUr eine stetige und monoton steigende Funktion : a;b T R
definiere man das Integral einer Treppenfunktion
X

b
Ck tte: 2 7Ta
k 1

durch

. X
Ja 7 Ck Ik 1
k1

Verfahrt man genau wie zuvor, so erhalt man das Stieltjesintegral von f bezuglich der

Belegungsfunktion . Das Regelintegral entspricht dann der Belegungsfunktion id.

Man beweise die entsprechenden Satze fur dieses Stieltjesintegral.

Unter- und Obersumme Ist f: a;b ¥ R eine beliebige beschrankte Funktion, so
heil3t jede Funktion 2 TP mit f eine Unterfunktion von f und J8 eine
Untersumme von f. Entsprechend werden Oberfunktion und Obersumme erklart. Fur
eine Regelfunktion f 2 RE gilt
Zy
sung . finf Jb

10.33
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11

Elementare
Di Lerknzialgleichungen

Di Cerknzialgleichungen stellen eine Beziehung her zwischen einer oder
mehreren Funktionen und ihren Ableitungen. Da Ableitungen Verdnderungen
beschreiben, modellieren Di Lerknzialgleichungen ganz allgemein das Verande-
rungsverhalten von Systemen.

Wir beschranken uns hier auf den einfachsten Fall einer skalaren GroR3e x,
die nur von einer unabhéngigen Variablen abhangt, der Zeit:

t,xt:

Eine Di Cerknzialgleichung betri [fih diesem Fall die GroRRe x und endlich viele
ihrer Ableitungen X;X;.. nach der Zeit t. Beschranken wir uns auch hier auf den
einfachsten Fall, so haben wir es mit Di [erknzialgleichungen erster Ordnung zu
tun, die nur t;x;x involvieren und allgemein die implizite Form

F t;x; X 0
haben. Am einfachsten sind solche Gleichungen in expliziter Form,
x ft;x;
und nur solche wollen wir jetzt betrachten.
Die hier verwendete Notation ist die physikalische Notation, wo die unabhan-
gige Variable als Zeit aufgefasst wird. In der mathematischen Notation Gbernimmt

X diese Rolle, und die abhéngige GréRRe wird meist mit y bezeichnet. Die letzte
Gleichung lautet dann

yo fxy

Auf diesen Unterschied ist beim Studium der Literatur zu achten.

11.1
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11.1
Grundbegri [e]

Definition Sei | einiIntervall, D R oled,und f: 1 D ¥ R stetig. Dann heif3t

x ft;x; t;:x 21 D; Q)

eine DilLerknzialgleichung erster Ordnung auf I D. Eine Lésung dieser

Di Lerknzialgleichung ist eine di Cerenzierbare Abbildung *:J ¥ D mit
einem nichtleeren Intervall 3 |, so dass

Tt ft,” t ; t2J3: )

Die Di Cerknzialgleichung hei3t autonom, wenn die Funktion f nicht explizit
von der Zeit t abhangt, sie also von der Form

x f x; X 2 D;
ist. Andernfalls hei3t die Gleichung nichtautonom.

Bemerkungen a. Genauer handelt es sich um eine explizite skalare Di [e-]
renzialgleichung erster Ordnung. Explizit, weil die Gleichung nach x aufgeldst,
skalar, weil x eindimensional und reell ist, und erster Ordnung, da nur die erste
Ableitung x auftritt.

b. Es wére zu einschrankend zu verlangen, dass eine Lésung * auf dem
ganzen Intervall | erklart ist. Sie kann zum Beispiel vorzeitig den Definitionsbe-
reich D verlassen.

Geometrisch betrachtet handelt es sich bei der rechten Seite der Di Ceren-
zialgleichung (1) um ein Richtungsfeld. In jedem Punkt t;x 21 D schreibt
die Funktion f vor, welche Richtung oder Steigung die Tangente einer Lésung
einnimmt, falls sie durch diesen Punkt verlauft. Gleichung (2) verlangt genau
dies von einer Lésung ~ . Eine Betrachtung des Richtungsfeldes kann oft schon
Aufschluss Uber die Gestalt seiner Losungskurven geben.

z a. Die einfachste Di Lerknzialgleichung ist sicherlich
x O
Jede LOsung ist eine konstante Funktion ” : t , c. Dies ist nicht weiter interes-

sant.
b. Die Gleichung

x ft
mit stetigem f: 1 ¥ R ist keine >echte« Di [Cerknzialgleichung, da die rechte
Seite nicht von x abhangt. Das zugehdorige Richtungsfeld ist somit invariant

11.2 09.02.2022 — 15:04
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Abb 1

Ein Richtungsfeld mit
funf Losungskurven

unter Translationen in der x-Richtung, also ortsunabhangig. Ilhre Lésungen sind
die Stammfunktionen von f. Diese unterscheiden sich nur durch eine additive
Konstante, gehen also durch vertikale Translation ineinander Uber app2 -

c. Das wohl einfachste Beispiel einer autonomen Di Cerknzialgleichung ist
das Wachstumsgesetz

X ax
mit konstantem Koe [ziehten a 0, mit dessen Hilfe wir bereits die Exponenti-

alfunktion definiert hatten. Jede Lésung ist von der Form g1

=t e, c2R:

Abb 2

Ortsunabhangiges
Richtungsfeld

09.02.2022 — 15:04 11.3
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Abb 3

Zeitunabhangiges
Richtungsfeld

d. Das Richtungsfeld der autonomen Di [erknzialgleichung
X X a X b; a<b;
mit einigen Losungen ist in Abbildung 3 skizziert. 7

Die Beispiele zeigen, dass eine Losung durch eine Di Cerknzialgleichung allein
nicht eindeutig bestimmt wird. Das ist auch nicht Gberraschend, denn eine solche
Gleichung bestimmt ja nur deren Veranderungsverhalten, nicht aber ihre absolute
Position. Dazu bedarf es weiterer Daten, zum Beispiel eines Anfangswertes. Die
Kombination beider Daten bezeichnet man als Anfangswertproblem.

Definition Unter einem zur Di Lerknzialgleichung (1) gehdrenden Anfangswert-
problem versteht man das System

x ft;x; X to Xo;

wobei to;Xg 21 D. Eine lokale Losung ist eine Lésung * : Ip ¥ D dieser
Di [Cerknzialgleichung mit

) Xo; to21lp |I: -

Eine lokale L6sung ist also eine Losung der Di Lerknzialgleichung, die auf
einem beliebig kleinen Intervall 1o um die Anfangszeit to definiert ist und zu
diesem Zeitpunkt den Anfangswert Xo annimmt.

z= Wir greifen die vorangehenden Beispiele auf. Das Anfangswertproblem

x ft; X to c

11.4
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hat die eindeutige Losung
Zt

7t c f s ds:
to

Fur das Anfangswertproblem
X ax; X 1o Xo
finden wir
* t eat to X0,
indem wir die Gleichung e3¢  xg nach c auflésen. 7

Ein Anfangswertproblem besitzt unter sehr allgemeinen Bedingungen an die
rechte Seite immer eine eindeutige lokale Losung — dies ist der lokale Existenz-
und Eindeutigkeitssatz, den wir spater im Kapitel Uber gew6hnliche Di Lerknzial-
gleichungen behandeln. In den speziellen Fallen, die wir im Folgenden betrachten,
kénnen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen allerdings direkt zeigen
und daher auf die grof3e Maschine vorlaufig verzichten.

11.2
Lineare Di Lerknzialgleichungen
Definition Eine lineare Di [Lerknzialgleichung erster Ordnung ist von der Form
X atx bt

mit auf einem Intervall | stetigen Funktionen a und b. Sie heil3t homogen,
falls b 0, andernfalls inhomogen.

= Der homogene Fall

Wir l6sen zuerst die homogene Gleichung X a t x. Dies ist nichts ande-
res als ein zeitabhéngiges Wachstumsgesetz, dessen Losungen ebenfalls durch
Exponenzialfunktionen beschrieben werden.

Eine parameterabhéngige Familie von Losungen heil3t allgemeine Losung
einer Di Cerknzialgleichung, wenn sie samtliche Lésungen dieser Gleichung um-
fasst.

Satz Sei a stetig auf dem Intervall 1. Dann ist die allgemeine Lésung von

X atx ?3)

11.5
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gegeben durch
=t et c2R;
mit einer beliebigen Stammfunktion A von a. Sie existiert auf ganz 1.
fith O Cedsichtlich ist dies fur jedes ¢ eine Losung, denn A a,also
> efAc efac a~:

Bleibt zu zeigen, dass jede Losung von dieser Form ist. Nun, ist ” eine beliebige
Lésung, dann gilt

e e A e A" e Par e Par O

Alsoist e A7 ¢ eine reelle Konstante, und die Behauptung folgt. iiiii

Es spielt keine Rolle, welche Stammfunktion A man hier wéahlt. Dies &ndert
lediglich den Parameter c.

2 a. For konstantes a ist die allgemeine Lésung von X ax gegeben durch
Zt  e¥g c2R:

b. Die allgemeine L6sung der Di Cerenzialgleichung x x=t fur t >0 ist
t
S c
7t cexp — cexp logt —: /
1S t

Zusatz Das zugehorige Anfangswertproblem
X atx; X tg Xo
zt

besitzt auf | die eindeutige Lésung * t exp as ds Xxgp.
to

fitth  Nach dem eben bewiesenen Satz ist jede Losung von der Form
Zt

7t exp as ds c:
to

Die Bedingung * tp Xp ergibtdann ¢ Xq. iiiii

Bemerkung A posteriori — im Nachhinein - ist es leicht, die Korrektheit
einer LOsung zu verifizieren — man muss ja nur Di Cerenzieren und Einsetzen.
Das Problem ist, Uberhaupt eine zu finden. Im Falle der Gleichung X a t x hilft
der Ansatz

11.6
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denn die Losung sollte wohl etwas mit der Exponentialfunktion zu tun haben.
Dann muss notwendigerweise gelten

.! -
e a ae ;

und damit = a. Also fuhrt eine Stammfunktion von a zum Ziel. — Diese Argu-
mentation ersetzt allerdings nicht den Eindeutigkeitsbeweis. Denn der Ansatz
7 e muss ja nicht der einzig mogliche sein.

= Der inhomogene Fall
Wir betrachten nun die inhomogene lineare Di Lerenzialgleichung
x atx bt: (4)

Wie bei linearen Gleichungssystemen auch, kann man diesen Fall auf die allgemei-
ne L6sung der homogenen Gleichung plus einer partikularen - also irgendeiner
einzelnen - Losung der inhomogenen Gleichung zurtckfuhren.

Satz Sei 7 eine partikulare Lésung der inhomogenen Gleichung (4). Dann

ist jede andere Lésung von der Form ”g ~ mit einer Lésung ~ der
homogenen Gleichung (3). —
fitth I1st o eine partikuldre und * eine homogene Ldsung, so ist

s 7 %, * a’, b a® az, b:

also 7o eine Losung der inhomogenen Gleichung. Istumgekehrt  irgendeine

Ldsung der inhomogenen Gleichung, so ist mit derselben Rechnung 0

eine L6sung der homogenen Gleichung. iiiii

Es bleibt die Frage, wie man eine partikulare Lésung findet. Hier hilft die
Idee der Variation der Konstanten !, die auf Lagrange zuriickgeht: wenn e” t ¢ die
homogene Gleichung I8st, so 16st sie vielleicht auch die inhomogene Gleichung,
wenn die Konstante ¢ sich in geeigneter Weise mit t andert, also eine Funktion
von t wird. Dann ist auf der einen Seite

A A

¢ ef

efc® ePAc e ac efé:

Auf der anderen Seite soll diese Funktion die Di Cerknzialgleichung erfillen, also

ec ' aec b

gelten. Vergleich dieser beiden Gleichungen ergibt e*¢ b, also
¢ e ”b:

! Dieser Begri [ist ein Widerspruch in sich, tri (Edie Sache aber genau.

11.7
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Diese Gleichung ist durch Integration l16sbar, denn die rechte Seite ist bekannt.
Ist also co eine Stammfunktion von e “b, so ist e®cq eine partikulare Lésung
der inhomogenen Gleichung. Insgesamt erhalten wir damit folgende Ergebnisse.

Satz Die Funktionen a und b seien stetig auf dem Intervall I. Dann ist die
allgemeine Lésungvon X at x bt gegeben durch

=t el c cot ; c2R;
mit Stammfunktionen A von a und co von e “b, respektive.
Satz Unter denselben Voraussetzungen besitzt das Anfangswertproblem
X atx bt; X to Xo;
auf | die eindeutige Lésung

Zy Zy

>t et X e ASbs ds ; At as ds:
to to

Bemerkung Diese Formel ist eher fur theoretische Untersuchungen von
Bedeutung. In der Praxis 16st man zuerst die homogene Gleichung und konstruiert
anschlieend per Variation der Konstanten direkt eine partikulare Lésung.

z= Betrachte die Di Lerknzialgleichung
x 2tx  2t%:
Eine Stammfunktion von 2t ist t2, die allgemeine Lésung lautet deshalb
zt
=t e ¢ 2 e s’sBds :
0

wobei wir von der Freiheit Gebrauch machen, eine uns bequeme Stammfunktion
zu wéhlen. Mittels Substitution s? u und partieller Integration erhalt man
zZ, Ze
2 0eszs3ds | ue Udu 1 t2 1e ™

Also ist
=t ce® 2 1 c2R;

wobei wir noch von der Freiheit Gebrauch machen, ¢ 1 durch ¢ zu ersetzen. 7

11.8



11.3 — Separierbare Differenzialgleichungen 305

11.3
Separierbare Di [erenzialgleichungen

Eine separierbare Di [erenzialgleichung, auch Di Lerknzialgleichung mit ge-
trennten Variablen genannt, ist von der Form

X gthx (5)

mit stetigen Funktionen g und h auf Intervallen | respektive J. Ihr Defini-
tionsbereich ist das Rechteck | J in der t;x -Ebene. Hierunter fallen auch
die Stammfunktionsgleichung, wo h 1, wie auch die allgemeine autonome
Di Cerknzialgleichung,wo g 1.

Triviale Losungen findet man, wenn der Faktor h Nullstellen besitzt. Ist

hXo 0

flr ein Xg 2 J, so ist die konstante Funktion Xo eine Loésung, denn
¥t 0O gthxy gth ~t ; t21:

Ist dazu noch eine Lipschitzbedingung erfullt, so ist dies auch die einzige solche
Losung:

Satz Die Funktionen g und h seien stetig. Ist Xg eine Nullstelle von h, so ist
die konstante Funktion = X LOsung des Anfangswertproblems

X gthx; X to Xo:
Ist h lipschitzstetig, so ist es auch die einzige Ldsung.

fitth  Die Existenz dieser Lésung haben wir gerade gezeigt. Seien nun * und
zwei Lésungen desselben Anfangswertproblems. Dann gilt

t Zt B
z t z > s ds
to Zt‘?
gs h s h s ds:
to
Auf einem beliebigen kompakten Intervall tp;b | ist g beschrankt, also

kgK ;.1 K. AuRerdem ist h auf J mit einer gewissen Konstanten L-lipschitz.
Furto t b giltalso
Zt
jz tj jgsjjh = s h s jds
to
Zt
KL j ~ s jds:

to
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Abb 4

Nichteindeutigkeit des
Anfangswertproblems
von Beispiel 2

Fur die stetige Funktion u  j~ joiltmit M KL somit
Zt
0 ut M us ds; to t b

to
Dann aber muss u fur to t b identisch verschwinden - siehe Aufgabe 10 -

und somit ist dort . — Fir ein beliebiges kompaktes Intervall a;tg |

z Die Lipschitzbedingung ist notwendig. Das Standardbeispiel hierfur ist das
Anfangswertproblem
X 3xFS x0 O

Die Wurzelfunktion x , x%=3 ist auf ganz R wohldefiniert, aber nicht lipschitz
im Punkt 0. Und tatséchlich existiert neben der konstanten Losung 0 auch
noch die Lésung

=t t3

Daraus kann man sogar unendlich viele verschiedene Lésungen zusammensetzen,
und zwar

8

%t as t<a O
0O ; a t b

2

"t b3 t>bEO;

fur jede Wahlvon a 0 b. Es gibt also Uberabzahlbar viele Losungen dieses
Anfangswertproblems appsa. 7

Die zu den Nullstellen von h gehérenden konstanten Lésungen zerlegen
das Rechteck I J in horizontale Streifen. Ist h lipschitz, so kénnen aus Eindeu-
tigkeitsgrinden die Ubrigen Lésungen diese Streifen nicht verlassen. Indem wir J
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geeignet einschranken, kénnen wir daher im Folgenden annehmen, dass h auf J
nirgends verschwindet.

Angenommen, es existiert eine Losung ~ in einem solchen Streifen. Da dort
h nicht verschwindet, ist

gt (6)

h =t
Also gilt dann auch

Z; Z, Z-
> d
gs ds 5 ds 4.

to wh 7 s ’tohu'

()

Drehen wir diese Argumentation um, indem wir von der letzten Gleichung ausge-
hen, so erhalten wir folgenden Satz.

Satz Die Funktionen g und h seien stetig auf den Intervallen | respektive J,
und h habe keine Nullstelle in J. Dann existiert genau eine lokale Losung
7 : lop ¥ J des Anfangswertproblems

X gthx; X to Xo;

mit to 2 1 und X 2 J, und diese erfillt die Gleichung

Gt H™t ; t 2 lg; (8)
wobei
Zt Zx
Gt ™ gs ds; Hx ™ du: -
to Xo hu

fitth  Notwendigkeit: Das haben wir gerade gezeigt: Ist * eine lokale Losung,
so gilt (6), da h nirgends verschwindet. Integration von tp nach t ergibt gemaf (7)
Zy Zy . Z-y

s du
Gt s ds ——ds
tOg toh 7's Xo h u

H 7t

Eindeutigkeit: Da H® 1=h nirgends verschwindet, ist H streng monoton
und damit umkehrbar. Gleichung (8) ist somit nach * auflésbar, und es ist

"t HYGt ; t2 g 9)

Somit ist * , wenn es existiert, auch eindeutig bestimmt.
Existenz: Wir nehmen (9) als Definition von ~ in einer Umgebung von tg.
Dann ist

"ty H'GHt H'0o xo

11.11
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Ferner ist * stetig di Lerknzierbar, und Dilerknzieren von G t H ~t
ergibt
“t
h =t
Somit erfullt = die Di Lerknzialgleichung * t gth =t . iiii

gt H =t *t

Bemerkungen a. Der Satz beschreibt die Losung des Anfangswertpro-
blems nur implizit. Weder die Stammfunktionen G oder H mussen explizit
bestimmbar sein, noch ist Gleichung (8) immer nach * aufldsbar.

b. Sind G und H beliebige Stammfunktionen von g und 1=h, so ist

I J 1R, t; X Gt H x

konstant entlang allen Lésungskurven der Di Cerknzialgleichung (5). Denn die
entsprechenden Funktionen des Satzes unterscheiden sich von diesen nur durch
additive Konstanten. Man kann dies aber auch direkt durch Di Cerenzieren nach-
prufen. Es gilt also

t; 7t c

fur jede Loésung ~ , wobei ¢ durch die Anfangswerte bestimmt wird. Man sagt,
ist eine ErhaltungsgrofRe oder ein Integral der Di Lerknzialgleichung.

In der Praxis 16st man separierbare Di [erknzialgleichungen in etwas salop-
per, aber einpréagsamer Weise wie folgt. Man schreibt

.dx
— th
X T g X

und separiert die Variablen zu

dx
h x

Unbestimmte Integration ergibt

Z Z
dx

h x

gt dt:

gt dt:

Gelingt es, diese Integrale zu bestimmen und nach x aufzuldsen, erhalt man eine
allgemeine Losung ~ , die noch von einer Integrationskonstante ¢ abhangt.

2z Erstes Beispiel Die homogene lineare Di Cerknzialgleichung
X atx

ist separierbar mit g t at und h x x.Die Funktion h hat eine Nullstelle
bei 0, und da h lipschitz ist, ist die Nullldsung auch die einzige, die den Wert O
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annehmen kann. Nun sei x 0. Dann ist
Z Z

Gt g s ds asds At

eine Stammfunktion von a, und

A Z
dx

H x —
h x

% logjxj c:
X gJXx) :

Auflésen der Gleichung H x G t ergibt zunachst 2

jxtj eft ¢ eAtgc c2R:
Den Fall positiver, negativer und verschwindender Losungen kann man dann

zusammenfassen zu

At

Xt e (o c2R: /

2= Zweites Beispiel Betrachte
. t

X = O<t;x<1:
X

Rechnen wir informell, so ist also xdx tdt,

Zt zx
1 1, >
sds = t® ¢ udu = x* x3
to 2 Xo 2
Damit wird x> t? t3 x3, oder
q 2 2
Xt t2 x5 t5:

Der Definitionsbereich dieser Losung héangt von den Anfangswerten ab. FUr
Xg E tg ister 0;1 . Fur to > Xg verlangen wir dagegen

t> t3 x3>0: 7

2 Drittes Beispiel  Betrachte
X e*sint:

Das Richtungsfeld ist periodisch in t mit Periode 2 und symmetrisch zur
X-Achse, denn fiur die rechte Seite gilt f t;x 2 ftx f t;x .Istalso
” t eine L6sung, so sind es auch

Tt 2 R
2 Wir schreiben jetzt eine Lésung der Einfachheit halber als x t statt = t .

11.13
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Abb 5

Lésungen zu x  t=x

wie man leicht nachrechnet. — Da e* keine Nullstellen besitzt, konnen wir direkt

zur Separation der Variablen tibergehen und erhalten
z z

dx .
— sint dt:
eX
Alsoist e * cost c, oder
x t log cost ¢

mit der Nebenbedingung, dass cost ¢ > 0.
Aufgrund von Satzes 3 sind dies alle Losungen der Gleichung. Es ist auch
jedes Anfangswertproblem x 0 X l6sbar mit

Xt log cost e * 1:
Diese LOsung existiert fur xo < log2 fur alle t, und fur xg log2 auf
; mit xt ¥ 1 fart ¥ . FUr groRer werdendes xo wird dieses

Intervall immer kleiner und konvergiert fur xo ¥ 1 gegen 0. 7

11.4
Homogene Di LCerknzialgleichungen

Eine Di Cerknzialgleichung der Form
X h x=t

11.14
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Abb 6 Losungen zu X e*sint

heiRt homogene Di [erknzialgleichung 2 — homogen, weil die rechte Seite invariant
ist unter Skalierung beider Koordinaten mit demselben Faktor. FUr die Funktion
f mit f t;x h x=t giltalso

f t; x ft;x; > 0:

Umgekehrt definiert jede Funktion f mit dieser Eigenschaft eine Funktion von
x=t, denn dann gilt

f t;x f I;x=t _ h x=t ; t>0:

Bemerkung Allgemeiner heil3t eine auf einem Vektorraum definierte Funk-
tion f homogen vom Grad , falls

f u fu; > 0:

So ist xky" K fiir jedes 0 k n homogen vom Grad n. Die rechte Seite einer
homogenen Di Lerkénzialgleichung ist also homogen vom Grad 0.

Eine homogene Di Lerenzialgleichung kann auf eine Di Cerenzialgleichung
mit getrennten Variablen zurtickgefuhrt werden.

Satz  Sei h stetig auf einem Intervall | und Xxp=tg 2 I. Dannist 7 :1lp I R
eine lokale Lésung des Anfangswertproblems

X hxzt; Xty Xo (10)
3 Nicht zu verwechseln mit der homogenen linearen Di [erenzialgleichung.
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genau dann, wenn

7t
lo ' R; t
0 t
eine lokale Lésung des Anfangswertproblems
hz z X
—=—= ozt 2 (11)
t to
darstellt.

fitth  Dann sind zwei einfache Rechnungen. Ist * L&sung von (10), so gilt

> .1 T h
t t t2 t t t2 t
sowie to 7 1o =tg Xo=tp. Also ist Lésung von (11). Ist umgekehrt

eine solche Losung und definieren wir = durch = t t t ,soqgilt
A t h h h 7=
sowie 7 tp to to Xo.Alsoist ¥ Lésung von (10). iiiii
In der praktischen Rechnung substituiert man in der Di Cerenzialgleichung
z Xt

was ja auch nahe liegt, denn schlieRlich ist die rechte Seite eine Funktion dieser
Variablen. Aus x tz folgtdann X z tz und damit
z tz x hz;
und das ist die Dilerknzialgleichung (11). Der Satz sagt also aus, dass diese
Rechnung korrekt ist.
z Erstes Beispiel Die Di Cerenzialgleichung

2
. X X
X 1 - —=;
t 12
geht durch die Substitution z  x=t Uber in

t O;

1 z2
t

Separation der Variablen ergibt

Z Z
dz

1 z2
Dies ergibt z tan logjtj c¢ , und durch Ricksubstitution die allgemeine
Ldsung der urspringlichen Di Cerenzialgleichung,

z

; t O:

dt .
arctanz T logjtj c:

7t ttan logjtj c : /

11.16



11.4 — Homogene Differenzialgleichungen

Homogene Di Cerknzialgleichungen sind gelegentlich nicht sofort als solche
zu erkennen. Hier hilft der Test, ob die rechte Seite invariant ist unter gleichzeiti-
ger Skalierung von x und t.

z Zweites Beispiel Die Di Lerkenzialgleichung

P
. X t2  x2
X f; t>0;

ist ebenfalls homogen, denn fur die rechte Seite gilt f x; t f x;t fur >0.
Fir z x=t erhalten wir

p—_—
..tz t2  t2z2 p
z tz X — z 1 z?;

oder

P
tz 1 z? t>0:

Dies I6st man nun wieder mit Separation der Variablen. Aus 5.10.24

A Z
p dz dt
log z 1 z2 P — logt ¢
1 z2 t

folgt

p
z 1 z2 pt; p e =>0:

Quadrierenvon z pt pl z2 fihrt schlieRlich zu 2ptz  p?t?2 1 und damit
zur L6sung

PPt 1 oo
2p
Diese l6sen die Di Lerknzialgleichung fur t > 0, aber man verifiziert leicht, dass
sie tatsachlich die Gleichung fur alle t erfullen.
Die Losungen beschreiben eine Familie von zur x-Achse symmetrischen Pa-
rabeln mit Tiefpunkt bei 1=2p, Nullstellen bei 1=p und 1=p und Brennpunkt
im Koordinatenursprung. Es handelt sich um eine Familie konfokaler Parabeln. 7

11.17
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11 — Elementare Differenzialgleichungen

Abb 7 Konfokale Parabeln

11.5
Bernoulli- und Riccati-Gleichungen

Wir betrachten noch zwei weitere Typen elementarer Di Cerenzialgleichun-
gen.
= Die Bernoulli-Gleichung
Diese hat die Gestalt

X atx btx

mit stetigen Koe [ziehtenfunktion und 2 R. Mit 0 und 1 erhalten
wir wieder die inhomogene respektive homogene lineare Di Lerenzialgleichung,
also nichts Neues. Daher sei 0 und 1.

Eine triviale Losung ist x 0. Legen wir diese beiseite und nehmen x >0
an, so fuhrt die Substitution

y x

zu
y 1 atxt 1 bt:
also zu der inhomogenen linearen Di Lerknzialgleichung

y 1 aty 1 bt:
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11.5 — Bernoulli- und Riccati-Gleichungen

Abb 8 Lésungen der logistischen Gleichung

Umgekehrt verifiziert man, dass eine positive Losung y dieser Gleichung mit
x y¥ 1  eine Ldsung der urspriinglichen Gleichung ergibt.

Ist 1 eine ganze Zahl, so kann man auch noch negative Losungen
betrachten.
Besonders elegant ist die Situation fur 2. Hier geht die Gleichung

X atx btx%
durch die Substitution y  1=x Uber in
y aty bt:

2 Beispiel Die letzte Gleichung mit konstanten Koe [ziehten,

X X X% © >0;
auch Verhulst- oder logistische Gleichung genannt, beschreibt ein modifiziertes
Wachstumsgesetz. Interpretieren wir x als GréfR3e einer Population und

X

— X

X

als ihre Wachstumsrate, so ist diese fur kleine x ungefahr , und wir erhalten
exponenzielles Wachstum. Wird die Population grofR3er, verrringert sich ihre
Wachstumsrate proportional dazu. Beim Wert x = ist sie Null. Abbildung 8
zeigt das qualitative Bild ihrer Losungen 8. 7
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316 11 — Elementare Differenzialgleichungen

= Die Riccati-Gleichung
Diese hat die Gestalt
X atx btx* ht

mit stetigen Koe [ziehtenfunktionen.
FUr h 0 erhalten wir also eine Bernoulligleichung mit n 2. Neben der
Nulllésung erhalten wir mit der Substitution y  1=x alle weiteren L6sungen.
Fir h 0 gibt es keinen allgemeinen Lésungsansatz. Kennt man allerdings
eine ein zige partikulare Lésung ~ , so erhalt man fur

y X
die Gleichung
y X * ax bx® a® b=?

ax 7~ bx 7 x ~
ay byy 27 :
Wir erhalten also die Bernoulli-Gleichung
y a 2b~y by
Durch die Substitution y 1=z geht diese schlie3lich Gber in
z a 2b* z b;
wobei a;b; = im Allgemeinen noch von t abhangen.
z Beispiel Die Riccati-Gleichung
X 2tx x? 2
hat die partikulare Lésung

1 .

?.
Eine solche findet man Ubrigens, indem man eine Lésung versuchsweise als
Polynom in t oder 1=t ansetzt. Fir y x 1=t erhalten wir dann

y 2t 2=ty y%
und fir z 1=y schliel3lich

z 2=t 2tz 1. /
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11 — Aufgaben

Aufgaben

Man zeige: Die Gesamtheit aller Losungen der inhomogenen Gleichung (4) bildet einen
eindimensionalen a [neth Raum

L "9 Lo f7g e*l'c:c2Rg
mit einer partikuldren Losung ~ o und einer Stammfunktion A von a. Dieser Raum
héngt nicht von der Wahl von o und A ab.
Man zeige, das samtliche in Beispiel 2 angegebenen Funktionen C2-Lésungen der Di [&-1
renzialgleichung darstellen.
Bestimmen sie sémtliche Losungen der Di Lerknzialgleichung
a. X xsint sin2t b. X 3xtant 1.
Man lose die folgenden Anfangswertprobleme.
a. X xsint; x0 0 b. tx x leogt; X1 1
c. X xsint t?exp cost; x0 1.

Man l6ése die folgenden Anfangswertprobleme.

. xInx . cost
a. X — x =2 e® b. x oo X =4,
sint cos2 x

Bestimmen sie die allgemeine L6sung zu

z 2t 2tz 1
fur t > 0.

Man bestimme eine Di Lerenzialgleichung erster Ordnung fir folgende Scharen von
Kurven mit dem Parameter c 2 R.

a. x ct? b. x ct?2 ¢ c. x ct?

cjcj
Man bestimme samtliche Losungen der Riccati-Gleichungen

a x x? b. X X a b x mitO<a<b c. X x* 1 t2.

Sei > 2C! 0O;R .Gilt

>0

7r ar r; O0<r R;

mit a > 0, so folgt
r rR¥@ > R; o0<r R

Lemma von Gronwall FUr die stetige Funktion u: 0;T T R gelte
ZI
0 ut a b us ds; 0O t T:
0

Dann ist
0 ut ae; ot T:
Zt
Insbesondere ist u 0, falls a 0. Hinweis: Setze v t a bu s ds und zeige,

) 0
dass e P'v t monoton fallt.
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12

Erganzungen

12.1
Der Satz von Arzela-Ascoli

Eine beliebige Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge, wenn
sie beschrankt ist. Das ist der Satz von Bolzano-Weierstrass 517. Gibt es auch
einen entsprechenden Satz fur beliebige Folgen stetiger reellwertiger Funktionen
auf einem Intervall?

Genauer sei | ein Intervall und f, eine beliebige Folge in C | . Unter
welchen Bedingungen existiert immer eine Teilfolge, die in C | bezuglich der
Supremumsnorm konvergiert?

Notwendig ist sicherlich die punktweise Beschranktheit der Folge, also

supjfap t j<1; t21:
n

Wie das Beispiel der Funktionen t , t" auf 0;1 zeigt, ist wohl auch folgende
Eigenschaft erforderlich 55.

Definition Eine Folge f, von Funktionen in C I heil3t gleichgradig stetig,
wenn es zu jedem Punkt a 2 D und jedem " > 0 ein o Ledes Intervall 15 gibt,
so dass

jfa t fnaj<'™ X2 I1a\1;
far fastalle n. —

Eine Umgebung |, >funktioniert< also fir alle Funktionen in der Folge. Im
Allgemeinen héngt diese Umgebung aber vom Punkt a ab.

Der Satz von Arzela-Ascoli sagt nun aus, dass diese beiden Bedingungen
auch hinreichend sind, falls das Intervall kompakt ist.

12.1
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12 — Erganzungen

Satz von Arzela-Ascoli  Sei K ein kompaktes Intervall. Dann besitzt jede
punktweise beschrénkte, gleichgradig stetige Folge von Funktionen in C K
eine gleichméaRig konvergente Teilfolge.

ftth  Sei fn eine solche Folge in C K und "™ > 0 zunachst beliebig. Wir
zeigen, dass es dann eine Teilfolge f, undein N £ 1 gibt, so dass

kf, fakg <™ n;m /£ N: Q)

Aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit der Folge existiert zu jedem Punkt
a 2 K ein o [edes Intervall 15, so dass fur fast alle n

1jfq t fnaj<'"=3; t21;\K:

Diese Intervalle bilden eine o [ede Uberdeckung der kompakten Menge K. Auf-
grund des Satzes von Heine-Borel 1010 gibt es dann auch endlich viele solche
Intervalle I;;..; 1, die K Uberdecken. Auf diesen gilt dann 1 mit einem N hinrei-
chend groR.

Waéhlen wir nun je einen Punkt a; 2 I; \ K fur 1 i r, so sind auf-
grund der punktweisen Beschrankheit von f, die Folgen f, aj beschrankt.
Aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstrass 517 gibt es daher eine Teilfolge,
nennen wir sie f, , die in den Punkten aj;..;ar konvergiert und damit auch
eine Cauchyfolge bildet. Wir kbnnen also N auch noch so grof3 wahlen, dass

f, ai fna <"=3; NnNmAEN; 1 i r: 2
Jeder andere Punkt t 2 K liegt nun in wenigstens einem Intervall 1;. Mit den
Ungleichungen 1 und (2) gilt dann, fir n;m £ N,
fnt Lt
ifnt foaj jfha fhaj jfha fat]
<"=3 "=3 "=3

Da dies fur jeden Punkt t 2 K gilt, folgt damit (1).

Betrachte nun irgendeine "-Nullfolge, zum Beispiel "x 2 X. Dann existiert
eine solche Teilfolge f} beziglich "1, dann darin eine Teilfolge f2 beziglich
"2, und so weiter. Es existiert also eine sukzessive Auswahl von Teilfolgen f,
fur 1;2;.. mit der Eigenschaft, dass

kf, foke<"; nmAN ;

fur gewisse groBe N . Die Cantorsche Diagonalfolge fJ hiervon ist dann eine
Cauchyfolge bezuglich k kg . Aufgrund der Vollstandigkeit des Raumes C K ist

sie auch gleichmafRig konvergent gegen eine Funktion f 2 C K . iiiii
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122 — Differenzierbarkeit

Bemerkungen a. Der Definitionsbereich der Funktionen kann tatsachlich
eine beliebige kompakte Menge in R oder auch R" sein. Denn wir haben lediglich
die Eigenschaft verwendet, dass jede o [ede Uberdeckung von K eine endliche
Teiluberdeckung besitzt.

b. Der Wertebereich der Funktionen kann auch der R" sein. Denn wir haben
dort lediglich den Satz von Bolzano-Weierstrass bendtigt.

Der Satz von Arzela-Ascoli spielt fur Folgen stetiger Funktionen die Rol-
le, die der Satz von Bolzano-Weierstrass fir Folgen im R" spielt. Eine schéne
Anwendung ist der Beweis des Existenzsatzes von Peano im nachsten Band.

12.2
Di Cerknzierbarkeit

Es gibt Funktionen auf R, die stetig, aber nirgends di Cerenzierbar sind.
Ebenso gibt es Funktionen, deren Taylorreihe zwar Uberall konvergiert, aber nicht
die Funktion darstellt. Hierzu die klassischen Beispiele.

= Stetig, aber nirgends di Cerknzierbar
Sei ¢ die mit der Periode 1 fortgesetzte Betragsfunktion auf  1=2;1=2
wie in Abbildung 1. Es ist also
0. RTR; ot jt t 1=2j;

wobei die GauRklammer bezeichnet. Diese Funktion ist stetig, stickweise
a [ auf Intervallen der Ld&nge 1=2 mit Steigung 1 oder 1, und periodisch mit
Periode 1. FUr n £ 1 sei dann

n: RIR; nt 4" 54"

Auch diese Funktionen sind stetig, periodisch mit Periode 4 ", und stickweise
a Cnauf Intervallen der Lange 4 "=2 mit Steigungen 1 oder 1.

Satz Die Funktion

X
: RIR; t nt
n&l

ist Uberall stetig, aber in keinem Punkt di Lerknzierbar.

09.02.2022 — 15:04 12.3
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Abb 1 Die Funktion ¢

1=2 0
1=2
fitth  Es ist
X X 1 X
K k kkR — 4 k<4 n.
k n R k n 2kAEn

Also konvergiert die Reihe gleichmaBig auf R, und somitist  stetig733.

Sei jetzt a ein beliebiger Punkt auf R und n £ 1. Die Funktionen 1;..; p
haben konstante Steigung auf Intervallen der Lange 4 "=2. Wahlen wir also
hn 4 "=4 oder h, 4 "=4 entsprechend, so gilt dies insbesondere auf dem
Intervall zwischen a und a h,. Es ist dann

k@ o k 8 1; k 1;..;n:
hn
Dagegen gilt
ka hp Kk a; k> n;

daalle g mit k> n periodisch mit Periode h, sind. Es gilt somit

a hp a X  ca hp Ka
hn hn '

1 kn

und jeder Summand ist vom Betrag 1. Entlang h, ¥ O bilden die Di [Cerénzen-
quotienten von  zum Punkt a somit keine Cauchyfolge. Also ist  im Punkt a
auch nicht di Cerenzierbar. iiiii

Abb 2 Zum Beweis von Satz 2

a a hp
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122 — Differenzierbarkeit

= Glatt, aber nicht analytisch

Das Beispiel von Cauchy Die Funktion
8
<e 1:t2; t :
:RIR; t -
- 0; t O
ist unendlich oft di Lerknzierbar, und es gilt " 0 O fur alle n £ 0.
Insbesondere gilt Tp 0 auf R ~Rnf0g. —

Die Taylorreihe dieser Funktion bei O verschwindet also identisch und
konvergiert trivialerweise auf ganz R. Aber naturlich ist die Funktion  selbst
nicht die Nullfunktion, wird also nicht von ihrer Taylorreihe dargestellt. Somit ist

auch nicht reell analytisch.

fitth - Auf R ist  beliebig oft di Lerknzierbar. Genauer zeigt man mit In-
duktion fir alle n £ 0, dass
"t p,lzt e ¥, t o0
mit einem Polynom p, vom Grad 3n.Wegen tMe t ¥ O fur t ¥ 1 fur alle

m £ O folgt hieraus

lim "t limpnte® O n £ 0:
t1o t11

Daraus folgt induktiv, dass " in O stetig ist, dort auch di Cerknzierbar ist, und
dass "1 0 O gilt iii
Eine Variante dieses Beispiels ist die Funktion
<e t=1t. jtj < 1;
:RIR; t - .
- 0; JUAEL

die ebenfalls unendlich oft di Cerknzierbar ist. Dartiber hinaus verschwindet sie
aufBerhalb von 1;1 identisch. Ihr Trager supp ~ft2R: t Og st
also kompakt.

Der Raum aller C1-Funktionen auf R mit kompakten Tréger wird mit CO1 R
bezeichnet und spielt in der Analysis eine wichtige Rolle. Wie die Funktion
zeigt, ist er nicht leer.

Abb 3

Das Beispiel von Cauchy 1
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Abb 4

Eine C1-Funktion mit
kompakten Trager

12.3
Faltungen

Wir betrachten stetige Funktionen auf der reellen Geraden, die beschrankt
oder sogar absolut integrierbar sind. Fur Erstere haben wir bereits den Raum

Chb R 7 f2CR : kfky <1
eingefuhrt, wobei
kfkqy ™ sup jft]
1<t<l

die Supremums- oder L™-Norm von f bezeichnet. Fiir Letztere definieren wir den
Raum

CsR ~ f2CR : kfky <1 ;

wobei
z 1
kfk, = jf t jdt
1

als die L*-Norm von f bezeichnet wird.

Fur eine beliebige stetige Funktion kdnnen beide Normfunktionen den Wert
1 annehmen. Auch ist nicht jede stetige beschrankte Funktion integrierbar, und
nicht jede stetige integrierbare Funktion ist beschrénkt. Es gilt somit

CR ""ChR; Co R "Cs R:

Bemerkung In Abschnitt 7.6 haben wir gezeigt, dass C, R mit der Supre-
mumsnorm k kq ein vollstandiger normierter Raum ist. Der Raum Cs R mit
der L*-Norm k k; ist zwar ebenfalls normiert, aber nicht vollstdndig. Denn es
gibt Folgen in Cs R , die punktweise und bezuglich k k; gegen nichtstetige
Funktionen konvergieren g.1022.
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123 — Faltungen

= Die Faltungsoperation

Die Faltungsoperation erzeugt mithilfe eines uneigentlichen Integrals aus
zwei Funktionen eine neue Funktion.

Definition Sei f2Cp R und g 2 Cs R oder umgekehrt. Dann ist die Faltung
oder Konvolution von f und g erklart als die Funktion

f g:RIR
mit
Zl
f g x 7 fx tgtdt:
1

fitth ~ Wir mussen zeigen, dass das uneigentliche Integral fir jedes x konver-
giert. Ist zum Beispiel f2C, R und g2 Cs R ,sogiltfaraller >0
Z, Z,
jf x tgtjdt kfkqy jgtjdt kfk,y kgk;:
0 0

Daraus folgt die Konvergenz des Integrals fur r ¥ 1 1020. Gleiches gilt fur das
Integral Gber  r;0 . Fur den umgekehrten Fall argumentiert man entsprechend.

Somitist f g wohldefiniert. iiiii

Die Formulierung >Faltung von f und g« ist symmetrisch in den Funktionen
f und g, die Definition jedoch scheinbar nicht. Dies tduscht jedoch.

Lemma Unter den Voraussetzungen der Faltungsoperation 4 gilt
zl Zl
fx tgtdt ftgx t dt X2 R;
1 1

undsomitf g g f.

fitth  Die Substitution t x s ergibt fur jedes r >0
z z z

r X r X r

fx tgtdt fsgx s ds fsgx s ds:

r X r X r

Da die uneigentlichen Integrale fir r ¥ 1 auf beiden Seiten existieren, folgt

= Der Faltungsoperator

Fixieren wir ein = 2 Cs R , so kdnnen wir jeder Funktion f 2 C, R durch
Faltung mit * eine neue Funktion f
somit einen Operator

zuordnen. Die Funktion * definiert

T-:f ,7T-f f =

12.7
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Dieser Operator hat viele interessante und nutzliche Eigenschaften, von denen
wir hier einige wenige erwéhnen.

Satz Jede Funktion = 2 Cs R definiert einen linearen Faltungsoperator
T-: Cb, R ¥Cp, R; T-f7f ~:
Dieser ist beschréankt, genauer gilt
kT-fk; k7kykfkq:

fitth - Wir zeigen zuerst, dass T-f wieder stetig ist. Fixiere ein beliebiges x,
und betrachte

T-fx h T-fx jfx h t fx tjj” tjdt:

Das rechts stehende Integral zerlegen wir in drei Teilintegrale tber 1; r ,
r;r und r;1 ,wobei r noch geeignet zu wéahlen ist.

Das linke und rechte Teilintegrale kénnen wir durch
z r Zl
kfk4q j7 tjdt j7 tjdt
1 r
abschatzen. Da ~” integrierbar ist, konvergiert der Ausdruck in Klammern fur
r ¥ 1 gegen Null. Zu jedem gegebenen " > 0 existiert daher ein r > 0 so, dass
f g <" gilt. Der gesamte Ausdruck ist dann beschrankt durch " kfk, .

Bleibt noch das Integral
z

r

jfx h t fx tjj7 tjdt
r

Far jhj 1 wird f nur innerhalb eines kompakten Intervalls um x ausgewertet.
Dort ist f aber gleichmafig stetig 732 . Zu dem bereits gegebenen " > 0 existiert
daher ein 0 < 1 so, dass

fx h t fx t <" jhi< ;ijtj r:
Das letzte Integral ist dann durch "k~ k; beschrankt.
Beide Abschéatzungen zusammen ergeben
T-fx h T-fx kfkqe k7ky ™ jhj <

Da fur jedes " und solches existiert, ist T-f im Punkt x stetig.
Wir zeigen nun, dass T-f auch beschrankt ist. FUr jedes x 2 R gilt
Z4 Z4
T-f x jf x t 7 tjdt kfkq j7 tjdt  kfkqi k7kq:
1 1
Also gilt auch

KT-fk, sup T-f x kfkq kK7 Ky :
X2R

12.8
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Da dies fur jedes f 2 Cp, R gilt, ist T-f auch beschrankt. — Die Linearitat von
T- schlieBlich ist o Cedsichtlich. iiiii

Das Interessante am Operator T- ist, dass sich viele Eigenschaften von
der Funktion * auf die gefaltete Funktion T-f vererben, unabhangig von den
Eigenschaften von f selbst. Ist zum Beispiel 7 stetig di Cerbnzierbar und die
Ableitung ?° ebenfalls auf ganz R integrierbar, so darf man in der folgenden
Rechnung Di Cerknziation und Integration vertauschen — was wir allerdings erst
spater beweisen werden- und erhalt

Zl
T-F° £ =0 @ = x tftdt
Z 1
a1
@<~ x tft dt
1
f >0
T-of;

wobei @x die Ableitung nach x bezeichnet. Die Ableitung @x operiert also auf ~
und nicht auf f.
Entsprechendes gilt per Induktion auch fuir héhere Ableitungen. Sei dafur

CgR” 2C"R : 7" 2C, R
Satz Sei * 2C"R mit =" 2Cs R . Dann gilt
T-: Cb R ' CJ R;
und es ist
OKT-f  Tox-f; k 0;..;r:

Die Voraussetzung dieses Satzes ist zum Beispiel fur jedes ~ 2 CO1 R fur
alle r £ 0 erfullt. Denn jede Ableitung von ~ ist stetig, hat kompakten Tréager
wie * und ist somit integrierbar. Wir erhalten damit folgendes

Korollar Ist = 2C& R, so gilt
T-:Cb R 'CIR:

Wir werden diese beiden Satze im Folgenden nicht bendtigen — und daher
auch nicht beweisen —, da wir mit dem Weierstral3schen Approximationssatz g
eine noch starkere Aussage beweisen werden.

12.9
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12.4
Diracfolgen

Mithilfe von Faltungen lasst sich die Aufgabe elegant I8sen, stetige Funk-
tionen durch glatte, das heif3t, unendlich oft di Cerenzierbare Funktionen zu
approximieren. Benotigt werden dazu Funktionen, die die Faltungsoperation auf
immer kleinere Umgebungen eines Punktes konzentrieren.

Definition Eine Folge *, von Funktionen in Cs R heil3t Diracfolge, wenn sie
folgende Bedingungen erfulit.
(d-1) *,&£0 firallen,

(d-2) 4 7.tdt 1 furalle n,und

R
(d-3) .t dt "1 firjedes >0. ~

Die ersten beiden Bedingungen bewirken, dass die Faltung mit jedem ~,
eine Mittelwertbildung darstellt. Die dritte Bedingung bringt zum Ausdruck, dass
diese Mittelwertbildungen gegen eine Punktauswertung konvergieren. Denn aus
(d-2) und (d-3) folgt fur jedes >0 auch

z zZ,

“ht dt ¥ 0O; n?t® 1:
1

Alles auBRerhalb von ; wird somit asymptotisch mit O gewichtet.
Diracfolgen sind leicht zu bescha [en:

Lemma Ist  eine stetige, nichtnegative Funktion mit kompaktem Tréger und
k k; 1,sowird durch

“nt n nt; nkl,

eine Diracfolge 7 definiert. Ist  eine glatte Funktion, so sind auch alle
7 n glatt. —

ftith O [Cedsichtlich ist *, £ 0, und mit der Substitution t ns erhalt man
z a1 z 1 z a1

ht dt n nt dt s ds 1:
1 1 1

Ist supp r;r ,soist supp ~n r=n;r=n und deshalb
z Z,

nht dt “ht dt  1; nkr=:
1

12.10
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Abb 5

Eine Diracfolge mit
einer Startfunktion
mit Trager 1;3

= Ein allgemeiner Approximationssatz

Faltungen einer gleichméagig stetigen Funktion f mit den Funktionen einer
beliebigen Diracfolge fuhren zu stetigen Funktionen f,, die gleichmaRig gegen
die Ausgangsfunktion f konvergieren.

Approximationssatz Ist f 2 Cp R gleichmaRig stetig und *, eine Dirac-

folge, so gilt
f “nD)fr -
fiith Sei f, f 7. Wegen (d-2) ist
Z,q Z,
f x f x 75t dt fx 7t dt:
1 1
Mit (d-1) ist dann
Z4
Jjf x  fax] jfx fx tj~,t dt 3)
1

Dieses Integral zerlegen wir in einen Anteil Uber ein kleines Mittelstuck ;
und den Rest.
Sei " > 0. Wegen der gleichmaRigen Stetigkeit von f existiertein >0, so
dass fur alle x gleichmaRig
jfx t fxj<™ jti<

Fur das Mittelstiick des Integrals erhalten wir damit
z z
jfx fx tjTptdt<” Tht dt<" 4)

denn es wird ja nur Uber jtj integriert.

12.11
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Wegen (d-2) kénnen wir den Integralanteil Giber das Komplement von ;

beschranken durch
z zZ, z
2kfkq 7, t dt 2kfkq, 1 7ht dt
1

Der letzte Ausdruck konvergiert wegen (d-3) fur n ¥ 1 gegen 0. Es gibt somit
ein N £1, so dass
z Z4

Jfx fx tj7htdt<" n /& N: (5)
1

Die Abschétzungen (3), (4) und (5) ergeben zusammen kf, fkq <2" fur n £N.

= Approximation durch Polynome

Von den Funktionen einer Diracfolge wird nur verlangt, dass sie stetig sind.
Sind sie aber glatt, so sind auch die Faltungen f ~, glatt. Eine gleichméRig
stetige Funktionen f ist daher auch gleichmaRiger Limes glatter Funktionen. Die
glattesten Funktionen sind die analytischen Funktionen, und unter diesen sind
die Polynome die einfachsten. Dies fuhrt zu der Frage, ob man eine beliebige
stetige Funktion gleichmé&Rig durch Polynome approximieren kann. Auf einem un-
beschrankten Intervall ist dies sicher nicht méglich, da dort jedes nicht konstante
Polynom unbeschrankt ist. Fir kompakte Intervalle dagegen gilt der

Approximationssatz von Weierstral3 Sei | ein kompaktes Intervall. Dann ist
jede stetige Funktion auf I gleichmé&Riger Limes von Polynomen. —

fitth  Zun&chst bemerken wir, dass wir uns auf den Fall
I 0;1; foOo 0 f1 (6)
zurickziehen kdénnen. Denn ist f stetig auf | a;b ,soistg f u mit
ut 1 ta tb
stetig auf 0;1 , und die Funktion h g v mit
vt 1 tg0 tg1l

verschwindet bei O und 1. Existieren nun Polynome gy, dieauf 0;1 gleichméRig
gegen h konvergieren, so sind pn dn VvV u 1 ebenfalls Polynome, die auf
I gleichméaRiggegen h v u ! f konvergieren. Somit kénnen wir von (6)
ausgehen.

12.12
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Durch
c _<f auf 0;1,
0 aufR 0;1,

setzen wir zuerst f zu einer gleichméaRig stetigen Funktion F auf R fort. Als
Diracfolge wahlen wir geeignete Polynome auf  1;1 , namlich

7 I L jtj 1 7

Diese setzen wir ebenfalls durch O auf die restliche reelle Gerade stetig fort und
bezeichnen sie dort mit . Wahlen wir
Z1

n"" 1 t?2"dt>0;
1

so sind die Eigenschaften (d-1) und (d-2) o Censichtlich erfillt. Eigenschaft (d-3)
zeigen wir im anschlieBenden Lemma 1.
Betrachte nun die Funktionen

pn F n:

Diese konvergieren gleichmafRig gegen F g. Also konvergieren sie auf 0;1

gleichmaRig gegen f. FZUr X2 0;1 giltauRerdem
1
F n X Ft nx tdt
1
Z1
ft nx tdt
Z1

o ft 1 x t?2ndt
0

denn im Integral in der zweiten Zeile ist jx tj 1, und dortist p durch (7)
gegeben. Aufgrund der binomischen Formel 32, ist 1 x t 2 " ein Polynom
in x mit Koe [ ziehten, die von t abhangen. Nach Integration beziglich t bleibt
somit ein polynomialer Ausdruck in x. Mit anderen Worten, die p, sind Polynome,
und der Satz bis auf das folgende Lemma damit bewiesen. — Man beachte, dass

der Beweis keinen Gebrauch macht von Satz 6. iiiii

Lemma Fur die Polynome (7) gilt
Z

Tht dt ¥ 1; n?t!1;
fur jedes 2 0;1 . —
tith Da 1 t2 auf 0;1 monoton fallt, gilt

Z1
1 t2"dt 1 2™

12.13
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Abb 6

Polynomiale Di-
racfunktionen auf
1;1

Far den Normierungsfaktor | haben wir andererseits

Zl Z1 Zl 1
nE 1 t?Ndt 1 t"1 t"dtE 1 t"dt :
0 0 0 n 1
also
1
— n 1
n
Fur jedes 2 0;1 gilt somit
Z1
otdt n 11 27¥0Q no¥ A
Dasselbe gilt naturlich fur das Integral Gber  1; . Da das Integral tber das

gesamte Intervall 1;1 gleich 1 ist, folgt hieraus die Behauptung. iiiii
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Aufgaben

Abschneidefunktion Man konstruiere zu jedem " > 0 eine C1-Funktion
8
<1; jtj 1;
T« RT 0O;1; 7ot N i
-0, jtjE1L ™

Zu jeder Funktion f 2 C1 a;b existiert eine Folge von Polynomen p,, so dass pn
gleichméRig gegen f und p{ gleichmaRig gegen f° konvergiert.

Zu jeder reellen Folge ap ngo konstruiere man eine Funktion f 2 Cl R mit

1
mf” 0 an; n £ O0:

Setze dazu
x
f an” 1 a2t t"
n&AO0

mit einer geeigneten Abschneidefunktion = .

Sei | ein kompaktes Intervall und f, eine gleichgradig stetige Folge in C | . Dann ist
fn gleichmaRig — und damit auch punktweise — beschrankt genau dann, wenn f, a
fir wenigstens ein a 2 | beschrankt ist.

Sei | ein beliebiges Intervall und f, eine Cauchyfolge in C | bezuglich der Supre-
mumsnorm. Dann ist f, gleichgradig stetig.

12.15
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Kurven und Wege

Bisher kennen wir Kurven vor allem als Graphen reellwertiger Funktionen.
Schreibt man aber eine Koordinate als Funktion einer anderen Koordinate, so
sind die Darstellungsmdoglichkeiten begrenzt. So lasst sich bereits ein Kreis nicht
als Graph einer einzigen Funktion darstellen.

Wesentlich flexibler sind parametrisierte Kurven. Hier werden alle Koordi-
naten der Kurvenpunkte als Funktionen eines unabhéngigen reellen Parameters
dargestellt. Interpretieren wir diesen Parameter als Zeit, so kdnnen wir uns eine
parametrisierte Kurve vorstellen als Reiseverlauf eines Punktes, der zu jedem
Zeitpunkt angibt, an welchem Raumpunkt er sich befindet. Auf diese Weise lassen
sich auch geschlossene oder mehrfach durchlaufene Kurven einfach beschreiben.

Parametrisierte Kurven bilden den ersten Schritt in Richtung der mehr-
dimensionalen Di Lerknzialrechnung. Dabei kdnnen wir auch gleich Kurven in
einem beliebigen Banachraum betrachten, denn eine Beschrankung auf endlich
dimensionale Rdume vereinfacht die Diskussion in keiner Weise.

Abb 1 Graph und Kurve

131
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13.1
Kurven

Definition Eine parametrisierte Kurve oder kurz Kurve in einem Banachraum E
ist eine stetige Abbildung : 1 T E eines nichtleeren Intervalls | in den
Raum E, also ein Element des Raumes C I;E . Ihr Bild, also die Menge

I 7f t :t21g E;

heif3t die Spur der Kurve in E.

Wir betrachten vor allem kompakte Intervalle | a;b . Durchlauft t dieses
Intervall von a nach b, so durchlauft der Punkt t die Spur | der Kurve
von ihrem Anfangspunkt a zuihrem Endpunkt b . Die Abbildung selbst
stellt eine Parametrisierung ihrer Spur dar. Im Allgemeinen erlaubt jede Spur
unendlich viele verschiedene Parametrisierungen, da sie als reine Punktmenge
keine Information Uber ihre Parametrisierung enthalt.

Bemerkung In der Literatur wird allerdings auch die Spur gerne als Kurve
bezeichnet, was auch dem allgemeinen Sprachgebrauch ndher kommt. Im Bereich
der Kurven ist die Terminologie tiberhaupt recht uneinheitlich.

Definition Eine Kurve : a;b T E heildt geschlossen, wenn ihr Anfangs- und
Endpunkt zusammenfallen, also a b gilt. Sie heil3t einfach oder
doppelpunktfrei, wenn sie auf a;b und a;b injektivist.

Eine geschlossene Kurve ist also doppelpunktfrei, wenn Anfangs- und End-
punkt zusammenfallen, aber alle anderen Punkte ihrer Spur genau einmal durch-
laufen werden. Der Spur allein sieht man allerdings nicht an, ob sie doppelpunkt-
frei ist oder nicht, da sie auch mehrfach durchlaufen sein kann.

z a. Jeder Punkt p 2 E ist die Spur einer konstanten Kurve
1 1E; t  p:

Diese ist geschlossen, aber nicht doppelpunktfrei, falls jlj > 0.

Abb 2

Kurve in der Ebene

13.2 09.02.2022 — 15:04
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Abb 3 Nichtgeschlossene Kurven

7295

b. Die Strecke mit Anfangspunkt p und Endpunkt q ist die Spur der Kurve
0;1 !E; t 1 tp ta

Fir p q ist diese Kurve doppelpunktfrei und nicht geschlossen. Fir p g ist
die Kurve konstant, geschlossen, aber nicht doppelpunktfrei.
c. Der Graph einer Funktion f 2 C | wird durch die Kurve

11 RZ: t tft

parametrisiert. Diese ist immer doppelpunktfrei und nicht geschlossen.
d. Der Einheitskreis in der Ebene ist die Spur der geschlossenen, doppel-
punktfreien Kurve g 12

0;2 1 R?% t cost;sint :
e. Der n-mal durchlaufene Einheitskreis wird parametrisiert durch
n. 0;2 1 Rz; nt cosnt;sinnt ; n2Z2z

Er ist geschlossen, aber fur jnj 1 nicht doppelpunktfrei. Fir n < 0 wird er im
mathematisch negativen Sinn - also im Uhrzeigersinn — durchlaufen. Fir n 0
degeneriert zu einem Punkt. 7

Abb 4 Geschlossene Kurven

09.02.2022 — 15:04 13.3
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Abb 5 Konstruktion einer Peanokurve

= Peano- und Jordankurven

Mit dem Begri [C_dér Kurve als stetiger Abbildung eines Intervalls verbindet
sich unwillkdrlich die Anschauung einer Linie, die man >ohne abzusetzen< von
ihrem Anfangs- bis zu ihrem Endpunkt zeichnen kann. Man sollte meinen, ihre
Stetigkeit verhindert ein allzu wildes Verhalten. Dem ist jedoch nicht so. Auf
Peano geht zum Beispiel folgende Entdeckung zurick.

Satz von Peano Es gibt Kurven : 0;1 ¥ 0;1 2, die surjektiv sind.

Es gibt also Kurven, genannt Peanokurven, die ein Quadrat vollstandig
Uberdecken. Das stetige Bild einer eindimensionalen Menge kann somit zwei-
dimensional sein. Somit ist die Dimension eines geometrischen Objektes nicht
invariant unter beliebigen stetigen Abbildungen!

tith Beweisskizze Die folgende Konstruktion geht auf Hilbert ! zuriick. Da-
bei wird induktiv eine Folge von Kurven ,: 0;1 ¥ 0;1 2 wie in Abbildung 5
konstruiert. Die Kurve | bildet dabei jedes Teilintervall des in 4" gleichlange
Teile zerlegten Einheitsintervalls 0;1 in genau eines der 4" gleichgroRen Teil-
quadrate von 0;1 2 mit Kantenldange 2 " ab. Beim Ubergangvon , zu p 1
wird dabei in jedem dieser Quadrate der Verlauf so veréndert, dass jedes Viertel
dieses Quadrates in der in Abbildung 5 ersichtlichen Weise durchlaufen wird.
Somit gilt auf jeden Fall
k k max kK p t t k 2, nZE1:
n n 1X0;1 2 0:1 n n 1 E 2n’ .
Fur alle m > n gilt somit auch
mxt X2 4

K n mK 0:1 K k k 1K o:1 S Sn-
k n k n

1 Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flachenstiick. Math. Ann. 38 (1891), 459-460.
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Abb 6

Zwei
Jordankurven

Somit konvergieren die Kurven  auf 0;1 gleichmafig gegen eine Abbildung

0:;1 ¥ 0;1 2, die aufgrund der gleichméRigen Konvergenz wiederum stetig
ist 7.33, also eine Kurve darstellt.

Andererseits durchlauft jede Kurve ,, mit m £ n jedes Teilquadrat der
n-ten Teilung von 0;1 2 Da die Feinheit dieser Teilung gegen Null strebt, liegt
die Spur der Grenzkurve dichtin 0;1 2 Als stetiges Bild der kompakten
Menge 0;1 ist sie aber auch kompakt7,g. Also gilt ~ 0;1 0:1 2. iiiii

Eine >explizite« Darstellung einer Peanokurve wird in Aufgabe 18 gegeben.

Bei genauem Hinsehen stellt man fest, dass Peanokurven zwar surjektiv,
aber nicht injektiv sind. Fordert man zusatzlich noch die Injektivitat, so ergibt
sich ein Bild, dass der Anschauung schon eher entspricht.

Jordanscher Kurvensatz Ist  die Spur einer geschlossenen, doppelpunktfrei-
en Kurve in der euklidischen Ebene, so besteht ihr Komplement aus genau
zwei disjunkten und zusammenh&ngenden Komponenten, genannt das
Innere und das AuRere der Kurve. Dabei ist das Innere beschrankt, das
AuBere unbeschrankt, und der Rand beider Komponenten ist genau -

Geschlossene und doppelpunktfreie Kurven werden daher auch Jordankur-
ven genannt. Der Satz scheint anschaulich klar, doch stellt sich heraus, dass
der Beweis schwierig ist, wenn man beliebige stetige Kurven betrachtet. — Ste-
tige Kurven kdnnen also durchaus >wild< sein. Wir werden deshalb vor allem
di Cerknzierbare Kurven betrachten.

13.2
Di Cerkenzierbare Kurven

Wir erklaren nun, wann eine Kurve in einem Punkt di Cerenzierbar ist. Wir
gehen dabei wieder von der geometrischen Vorstellung aus, dass es in einem

135
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solchen Punkt eine eindeutige Gerade gibt — die Tangente — welche die Kurve
besser als jede andere Gerade approximiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn
der Approximationsfehler bei Anndherung an den Berihrpunkt schneller als eine
lineare Funktion gegen Null strebt.

Sei | ein nichtentartetes Intervall, : 1 ¥ E eine Kurve, und a 2 |. Eine
Gerade durch den Kurvenpunkt a hat die Parameterdarstellung

t a vt a

mit einem Vektor v 2 E. Dabei lassen wir auch v 0 zu. Ihr Approximations-

fehler zur Kurve an der Stelle t ist k t t kg, und fur diesen fordern
wir
k t tk
lim—————£ 0
tla jt aj

Wie im Fall reeller Funktionen einer Variablen ist dies hochstens fur eine Wahl des
Vektors v moéglich 5.3. Das heil3t, wenn es ein solches v gibt, so ist es eindeutig
bestimmt.

Definition Sei | ein nichtentartetes Intervall. Eine Abbildung : 1 ¥ E heil3t
diLerknzierbar im Punkt a 2 I, wenn es einen Vektor v 2 E gibt, so dass

k t a vt akg
it aj

ll!rr;1 0: (1)
In diesem Fall heif3t v die erste Ableitung von  im Punkt a und wird mit
" a oder °a bezeichnet.

Diese Di Lerknzierbarkeit lasst sich wiederum mithilfe von Di Lerknzenquoti-
enten charakterisieren. Diese sind in einem Banachraum wohldefiniert, da es sich
dabei um nichts anderes als Linearkombinationen handelt.

Di[erknzierbarkeitssatz  Fur eine Abbildung : 1 ¥ E und einen Punkt
a 2 | sind aquivalent:
(i) ist di Cerenzierbarin a mit ~ a  v.
(i) Es gibt einen Vektor v 2 E und eine im Punkt a stetige und verschwindende
Abbildung ": 1 ¥ E, so dass

Abb 7

Kurve mit Tangentialvektor
und Tangente

13.6
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t a vt a "tt a: 2

(iii) Es existiert der Grenzwert

. a h a . t a
lim——— lim——  v:
hro h tla t a
(iv) Es gilt
k t t k
lim a v: 8% o -
tia jt aj

fitth (i) a(ii) Setzen wir
t a vt a
"t ; t a;
t a
so ist " wegen (1) stetig im Punkt a durch den Wert O fortsetzbar. Es gilt dann (2).
Umgekehrt folgt aus (2) unmittelbar (1).

(if)a(iii) Mit den Bezeichnungen von (2) ist

t a

v "t t a
t a

Verschwindet " stetig im Punkt a, so ist

. " . t a
im v t m-————— Vi
Ta

| |
t tla t a

Existiert umgekehrt der Grenzwert auf der rechten Seite, so ist " stetig fortsetzbar
im Punkt a mit dem Wert 0, und es gilt (2).

Der Vektor
v " a
hei3t Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor der Kurve im Punkt a , sei-

ne Lange k™ a kg ihre (momentane) Geschwindigkeit. Ist = a 0, so ist die
Tangente an  im Punkt a gegeben durch die parametrisierte Gerade

t a Tat:

Ist dagegen = a 0, so ist die Tangente nicht definiert. Die Kurve kann in
diesem Fall eine Ecke oder Spitze bilden.

2 a. Die Neilsche Parabel
1;1 ¥ R? t 3t
ist in jedem Punkt di Cerenzierbar mit Ableitung und Geschwindigkeit
Tt 3t%Z2t; Ktk F’W;

13.7
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Abb 8

Die Neilsche Parabel 1 X

hat aber im Nullpunkt eine Spitze.
b. Die Spur der Kurve

1;1 ¥ R? t 3t
ist ein glatter Parabelbogen, aber esist ~ 0 0. 7

Bemerkung Beschreiben wir die Neilsche Parabel als Graphen der Funktion
X , X3, so ist diese im Punkt O nicht di [erknzierbar. Beschreiben wir sie
jedoch wie im vorangehenden Beispiel als parametrisierte Kurve, so ist diese
Parametrisierung Uberall di Cerkénzierbar, auch wenn der Tangentialvektor an
einer Stelle verschwindet. Letzteres ist unvermeidlich, da die Neilsche Parabel
dort eine Spitze ausbildet. Der Graph einer di Lerenzierbaren Funktion besitzt
dagegen in jedem Punkt eine Tangente 5.4 .

Die Di Cerknzierbarkeit einer Kurve auf ganz | wird wie erwartet definiert.

Definition Eine Kurve : 1 ¥ E heil3t di [erknzierbar, wenn sie in jedem Punkt
von | diLCerknzierbar ist. In diesem Fall heil3t
IYE, t, t

die Ableitung von . Ist ~ stetig, so heiRt stetig di Cerknzierbar oder C*.

Die Ableitung einer C*-Kurve ist somit wieder eine Kurve. Induktiv kénnen
wir daher wie bei den reellwertigen Funktionen die Klassen

C'" I;E ; O r 1;

aller r-mal stetig di Cerknzierbaren Kurven | ¥ E definieren. Dabei steht COI:E

fur C I;E . — Wir notieren die beiden wichtigsten Rechenregeln.
Satz Seien ; 2C" I;E und ; 2 R.Dann ist auch 2C" I;E ,
und es gilt

13.8
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Ist aulRerdem ~ : J ¥ | eine C"-Abbildung, so ist > 2C" J;E und

Die Beweise verlaufen wie bei den di [Cerknzierbaren Funktionen g; und sind
als Ubung Uiberlassen. Beide Aussagen sind ohnehin Spezialfalle allgemeinerer
Séatze, die im néchsten Kapitel bewiesen werden.

= Kurven im R™M

Im R™M werden Kurven durch m Komponentenfunktionen beschrieben, die
wir aus Platzgriinden meist als Zeilenvektor

1;-5 m

darstellen. Die Kurve st stetig genau dann, wenn jede Komponente ; stetig
ist 5.35. Betrachten wir Di Lerenzenquotienten, so gilt Entsprechendes auch fir
die Di Lerknzierbarkeit 1 .

Satz Eine Kurve : 1 ¥ R™ istim Punkt a 2 | diLerknzierbar genau dann,
wenn jede Komponentenfunktion in a di Cerenzierbar ist. Es gilt dann

T a ‘1a;;.; ma
Sieist C" fur 1 r 1 genau dann, wenn jede Komponente C" ist.
z a. Die Standardparametrisierung des Einheitskreises,
0,2 1R?% t cost;sint ;
ist eine C1-Kurve mit Ableitung und Geschwindigkeit
Tt sint;cost ; k” tky, 1:
b. Die Ubliche Parametrisierung des Graphen einer C"-Funktion f: 1 ¥ R,
1 ¥ R t tft
ist C" und hat Ableitung und Geschwindigkeit

g
Tt 1:f%t k™t ks, 1 92t >0 7

13.9
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s Der Hauptsatz

Die Ableitung einer stetig di Cerenzierbaren Kurve ist wieder eine Kurve. Wie
bei den reellen Funktionen kénnen wir daher die Frage stellen, ob umgekehrt jede
Kurve die Ableitung einer anderen Kurve ist. In der Tat gilt der Hauptsatz der
Di [erenzial- und Integralrechnung 10.16 auch hier, wir missen nur das Integral
im R™ beziehungsweise dem Banachraum E bilden.

Das geschieht wieder Uber Treppenfunktionen. Das Integral einer Treppen-
funktion ist nichts anderes als eine Linearkombination seiner Funktionswerte.
Es lasst sich daher ebenso gut definieren, wenn diese Werte Vektoren, Matrizen
oder Elemente irgendeines Banachraums E sind.

Definition Eine Funktion
eine Zerlegung to;..;tn des Intervalls | und Elemente ws;..;wp in E gibt,
so dass

: I ¥ E heil3t E-wertige Treppenfunktion, wenn es

it Wk koL
Das Integral einer solchen Treppenfunktion ist

”X
N Wi Ik tk 1
k 1

Dieses hangt nicht von der Darstellung von = ab. —

Jede stetige Kurve : 1 ¥ E mit einem kompakten Intervall | ist der gleich-
maéRige Limes solcher Treppenfunktionen. Dessen Integral kdnnen wir also wie
zuvor dezfinieren durch

CTa Tlim T

Dieses ist wieder linear und lipschitz, denn

X
kdy 7 k kwike te  tk 1 supk” t kgjlj:
K 1 t2E
Auch alle anderen Eigenschaften des Integrals bleiben erhalten, wie zum Beispiel
die Dreiecksungleichung kJ; ke Ji k kg unddas Riemannsche Lemma. Nur
die Monotonieeigenschaft entféllt, da es in hdheren Dimensionen keine naturli-

che Anordnung gibt. — Im R™ wird dieses Integral einfach komponentenweise
gebildet:
Notiz Das Integral einer stetigen Kurve : 1 ¥ R™ mit Komponenten
1;..; m erhalt man komponentenweise:
Ji Jho1.05d mo T
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= Fir :R YIRS mit t 2t; 3t%;4t% st
Zt
t . 2s:3s2:4s% ds  tZttt s
Stammfunktionensatz Sei 2 C I;R™ und ¢ 2 1 beliebig. Dann definiert
Zt
i
Cc

eine Stammfunktion 2 C! I;R™ zu

fitth  Jede stetige Kurve : 1 ¥ R™ ist integrierbar. Die Abbildung ist
daher fur jedes t 2 | definiert. Aus der Additivitat des Integrals folgt
Zy  Zyn Y Zen
t h t 1 h:
¢ t h ¢

Der Ausdruck in eckigen Klammern besitzt aufgrund des Riemannschen Lem-
mas 1015 fir h ¥ 0 den Grenzwert t .Somitist im Punkt t di Cerknzierbar,
undesist ~t t . Dadies in jedem Punkt t 2 1 gilt, ist eine Stammfunk-

tion von . iiiii

Wir mussen noch zeigen, dass sich zwei Stammfunktionen derselben Kurve
nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Dies ist der einzige Punkt,
wo wir fur allgemeine Banachraume ein Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis
bendtigen. Im R™M ergeben sich keine Probleme.

Lemma Zwei verschiedene Stammfunktionen einer Kurve 2 C I;RM
unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante in E. —

fitth  Betrachten wir zwei beliebige Stammfunktionen einer Kurve | so ist
deren Di Lerknz eine stetig di Cerkenzierbare Kurve mit Uberall verschwindender
Ableitung. Es gentigt daher zu zeigen, dass eine solche Kurve konstant ist.

Seialso Z:1 I E eine C-Kurve mit > 0. Angenommen, es gibt zwei
Punkte u;v 2 I mit = u 7 v . Dann gibt es auch ein lineares Funktional
L2E mitL” u L v .Im R™ ist dies leicht einzusehen, indem man L als
Skalarprodukt mit einem geeignet gewéahlten festen Vektor wéhlt 141 . In einem
beliebigen Banachraum ist dies eine Konsequenz des Satzes von Hahn-Banach.
Damit gilt dann

L v L™ u L= - L> O
u u

Damit gilt auch der Hauptsatz der Di [erenzial- und Integralrechnung 10.16
ebenso fur Kurven.

13.11
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Hauptsatz Sei 2 C I;R™ . Fur jede Stammfunktion von und jedes

Intervall a;b | gilt dann
Zy b
b a:
a a

Fiir jede C1-Kurve gilt insbesondere
Zy

b a:
a

fitth  Der Beweis verlauft wie im klassischen eindimensionalen Fall 1016 . Die
Funktion des Stammfunktionensatzes 4 ist eine Stammfunktion von . Jede
andere Stammfunktion von unterscheidet sich von ihr nur durch eine
additive Konstante 5. Also gilt

b a b a

Ist insbesondere  eine C1-Kurve, so ist Stammfunktion von ~ . Damit folgt

die zweite ldentitat. iiiii

Schrankensatz Ist 2 CY I;R™ , so gilt fuir alle u;v 2 1 die Ungleichung

k v uke jv uymaxk® tkg:
utyv
Insbesondere ist jede C1-Kurve  auf einem kompakten Intervall 1 lipschitz

mit Konstante L  maxi2 k™ t ke < 1.

tith Ist 2 CL I;R™ , so gilt fir beliebige u < v in | aufgrund des Haupt-
satzes g und der Dreiecksungleichung fur Integrale
Z Z

\" v
k v u ke ’ k™ t kgdt
u E ZU
\%
max k™ t kg dt
v

uut

v u maxk™ t kg:
utyv

Wegen der Stetigkeitvon t , k™ t kg ist das Maximum endlich. Der allgemeine

Fall u;v 21 folgt hieraus, ebenso die Lipschitzstetigkeit von . iiiii

Bemerkung Den Schrankensatz fur C1-Funktionen hatten wir mithilfe des
Zwischenwertsatzes bewiesen g, . Dieser gilt fur Kurven im R™ mit m £ 2 jedoch
nicht mehr 55. Mithilfe einer Integraldarstellung von b a gelangen wir
aber zu demselben Ergebnis. Ein weiteres Beispiel fur diese Art der Argumentation
ist die Hadamardsche Ungleichung 14.15.
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13.3
Rektifizierbare Kurven

Die Lange einer Kurve wird Uber einen Approximationsprozess erklart. Die
Lange eines Polygonzugs ist sinnvollerweise definiert als die Summe der Lédngen
der Polygonabschnitte, gemessen in der Norm des Banachraums. Eine beliebige
Kurve  kdnnen wir immer durch einbeschriebene Polygonziige approximieren.
Jede Verfeinerung eines solchen Polygonzugs wird aufgrund der Dreiecksun-
gleichung dessen Lange vergrofRern oder unverandert lassen, aber keinesfalls
verringern. Dies erlaubt es, die Lange von  als das Supremum der Langen aller
einbeschriebene Polygonziige zu definieren. Es ist also nicht erforderlich, den
Approximationsprozess naher zu spezifizieren.

Nun die Formalitaten. Sei | a;b ein nichtleeres kompaktes Intervall, sei

2C I;E eineKurvein E,und T to;..;th mita to<ti1<.. <t, beine
Teilung von |. Dann ist

X
T k tx t 1 kg
k1
die Lange des Polygonzuges mit den Eckpunkten tp ;..; tn , der der Kurve

einbeschrieben ist appg .
Definition Die Lange einer Kurve 2 C I;E st definiert als
L, “sup 1t
T
wobei sich das Supremum Uber alle Teilungen T von | erstreckt. Die Kurve
heil’t rektifizierbar, falls L, <1.
Bemerkung Wir erhalten damit eine Funktion
Ly: CLLE 1 0;1 ; - Li

Diese ist allerdings nicht stetig beztiglich der Supremumsnorm auf C I;E . So
konvergieren die sukzessive feiner werdenden Sadgezahnkurven  in Abbil-
dung 11 gleichmaRig gegen , aber fur ihre Langen gilt 5.15

L n L o 2L 7

Abb 9

Kurve und

einbeschriebener fo

Polygonzug t th

13.13
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348 13 — Kurven und Wege

Abb 10

Verfeinerung eines
Polygonzugs

Satz Istdie Kurve 2 C I;E M-lipschitz, so ist sie rektifizierbar, und
L Mijlj:
Insbesondere ist jede C1-Kurve rektifizierbar.

fitth  Fur jede Teilung T to;..;tn von | gilt aufgrund der Lipschitzeigen-
schaft

X X o
T k tx t 1 kg Mt tx 1 Mjlj:
k 1 k 1

Da die rechte Seite nicht von T abhangt, folgt
Ly sup T Mjlj:
T

Wie bestimmt man aber die Lange einer Kurve? Um diese Frage zu beantwor-
ten, zeigen wir zunachst die Additivitat der Langenfunktion: Zerlegt man eine
Kurve in zwei Abschnitte, so ist die Gesamtlange der Kurve gleich der Summe
der Langen der beiden Kurvenabschnitte — wie es auch sein sollte.

8 Lemma Sei 2C IL)E mitl a;b . Fur jedes ¢ 2 | gilt dann
L a:b L ac Lcp S
fiith Sei ¢ 2 1 und I a;c sowie Iy c;b . Zu zeigen ist, dass
L Ly Ly

wobei wir das Argument  der Kurze halber weglassen.

Abb 11

Sagezahnkurven
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Ist T to;..;tn eine beliebige Teilung von I, so seien T T [ fcg und
Tk  Tc\lg; k 1;2;

die zugehdrigen Teilungen von I; und l,. Aufgrund der Dreiecksungleichung
und der Definition von L, und L,, ist dann

T Te T . Li, Ly

Da dies fur jede Teilung T von | gilt, folgt hieraus L, L;; Lj,.
Um auch die umgekehrte Ungleichung zu erhalten, sei zuerst L;, L, <21
und " > 0. Dann existieren Teilungen T; von I; und T2 von I», so dass

T EL, "=2; k 1;2:
Far die Teilung T T1 [ T2 von | folgt hieraus

T T AL, L, ™

Alsoistauch L; £L,, L, ™".Dadiesfurjedes " >0 gilt, folgt L, £L;, Ly,.

Dies gilt aber auch, wenn einer der Terme rechts unbeschréankt ist, da dann auch
L) unbeschrankt ist. Zusammenmit L, L, L,, ergibt dies die Behauptung. iiiii

Der vorangehende Satz gilt fur alle stetigen Kurven. Von nun an beschréanken
wir uns jedoch auf C'-Kurven.

Lemma Sei 2C! I;E mit | a;b . Dann ist die Langenfunktion
TR, t Lay
stetig di Cerenzierbar, mit
't kT tkg; t21:

fitth  FOr je zwei Punkte u <v in | giltg

ZV ZV
k v u ke ’ k™ kg:
u E u
Fur ein beliebiges abgeschlossenes Intervall 3 | und eine beliebige Teilung
T to;..;tn von J gilt daher auch
X X Lt z
T k tk t 1 ke k™ kg k™ kg:
k1 k1 W1 J
Nehmen wir das Supremum uber alle Teilungen von J, so folgt
Z
LJ k. kE .
J

Dies gilt also fur jedes abgeschlossene Intervall J 1.

13.15
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Seinunt2 a;b und h>0 soklein,dasst h b.Dann giltalso
Zt h

k t h t kE Lt;t h k. kE
t

aufgrund der letzten Abschatzung. Hierbei ist g
Lt;t h La;t h La;t t h t:
Einsetzen und dividieren durch h > 0 ergibt die Ungleichung

z
t h t t h LA S
h E h h £

Da stetig di Cerknzierbar ist, konvergieren die duReren Terme fur h & O gegen
k™ t kg. Also konvergiert auch der mittlere Term, und es gilt
t h t
lm——— k™t kg:
h&o h E
Ein analoges Argument fir t 2 a;b und h <0 liefert dasselbe Ergebnis. Also
ist in jedem Punkt t di[erknzierbar, und es gilt ° t k™ t kg. iiiii

Satz Fur 2C! L;E gilt

Z
L, k™ t kg dt:
I
Insbesondere ist die euklidische Lange einer Kurve 2 C! |;R™
Z A q
L, k™ ks, ¢ L TARtdt T
| |
fitth  Sei | a;b . Mit den Bezeichnungen des letzten Lemmas und dem
Hauptsatz 1014 ist dann
Z, z
Ly b b a Ot dt K kg: i

a I
Die Lange einer C1-Kurve ist also das Integral tiber ihre Geschwindigkeit. Ist
die Geschwindigkeit konstant, so ist die Ladnge gerade das Produkt aus Geschwin-
digkeit und verstrichener Zeit — wie es auch sein sollte.

z a. Fur die Parametrisierung des Einheitskreises t cost;sint gilt
k" t k, 1 unddamit
Zt
L ot 1 t:
0
Die Lange des Kreisbogens vom Punkt O 1;0 bis zum Punkt t ist

also t. Dieses Ergebnis hatten wir in Abschnitt 9.3 vorweggenommen.
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Abb 12

Bogenmalf des Winkels t

t cost;sint

b. Der Graph einer C1-Funktion f: | ¥ R hat die euklidische Lange
Zqq_
Ly 1 f0 2t dt:
I

Dieses Integral ist allerdings meist nicht elementar integrierbar.
c. Fur die Neilschen Parabel als Graph der Funktion x , x2=3 (lber 0:1
erhalten wir die Lange
Z s
1 4

1 —=dx:
o ox2=3

L

Mit der Substitution x t3 und dx 3t2dt ergibt sich
Zy q—— Zy 1

_ 1 —

L t>2 9 4=t2dt t o2 4dt — 4 o2 7 .

0 0 27 0
Die Neilsche Parabel soll nach dem Kreis die erste Kurve gewesen sein, deren
Bogenlange man berechnen konnte. Dasselbe Ergebnis erhalten wir — nattirlich -

mit der Parametrisierung t t3:t2 Uber 0;1 . 7/

13.4
Wege

Die Spur einer Kurve lasst sich auf unterschiedlichste Weisen parame-
trisieren. Es stellt sich daher die Frage, ob die Lange einer Kurve von ihrer
Parametrisierung abhangt. Oder anders gefragt: Ist es moglich, der Spur einer
Kurve eine LaAnge zuzuordnen, ohne auf irgendeine Parametrisierung Bezug zu
nehmen?

In dieser Allgemeinheit ist die Beantwortung dieser Frage schwierig. Sie ist
Gegenstand der geometrischen Maf3theorie und erfordert zum Beispiel den Begri 1
des Hausdor CmafRes. Wir machen es uns etwas einfacher. Wir gehen davon aus,

13.17



352

11

13 — Kurven und Wege

dass bereits eine Parametrisierung vorliegt, und fragen, welche Anderungen der
Parametrisierung die Lange unverandert lassen. Dazu brauchen wir den Begri 1
der Parametertransformation, wobei wir wieder stetige Kurven betrachten.

Definition Eine Parametertransformation ist eine bijektive stetige Abbildung
Z:J 1| eines Intervalls J auf ein Intervall I. Sie heil3t orientierungstreu,
wenn sie den Anfangspunkt von J auf den Anfangspunkt von | abbildet.
Andernfalls heif3t sie orientierungsumkehrend.

Aufgrund des Satzes iiber Umkehrfunktionen 713 ist = 1: 1 1 J ebenfalls
bijektiv und stetig, also ebenfalls eine Parametertransformation. Aulzerdem ist
die Komposition zweier Parametertransformationen wieder eine solche. Parame-
tertransformationen bilden somit eine Gruppe.

Bijektive Abbildungen, wo Abbildung und Umkehrabbildung stetig sind,
werden Ubrigens Homdomorphismen genannt. Eine Parametertransformation ist
somit ein Homoéomorphismus zweier Intervalle.

Definition Zwei Kurven 2 C I;E und ~ 2 C T:E heiRen topologisch aqui-
valent, geschrieben ™ , wenn es eine orientierungstreue Parametertrans-
formation = : T ¥ | gibt, so dass

Topologische Aquivalenz definiert eine Aquivalenzrelation im Raum aller

Kurven in E. FUr Kurven ; ; in E haben wir also z.10 die
(i) Reflexivitat: ,

(ii) Symmetrie: a ,

(iii) Transitivat: n D

Definition Die zu einer Kurve 2 C |;E gehdrende Klasse
Ll

aller zu topologisch aquivalenten Kurven wird stetiger Weg oder kurz
Weg in E genannt. Jedes Element 2 ¥ heil3t eine Parametrisierung des
Weges T.

In der Literatur gibt es allerdings auch die umgekehrte Konvention, wo eine
Kurve als Klasse aquivalenter Wege definiert wird. Was Kurven und Wege betri [£1
muss man sich daher immer Uber die verwendete Terminologie informieren.

Fur zwei verschiedene Parametrisierungen und eines Weges 1 gilt
o [ensichtlich:

(i) Hat Anfangspunkt p, so auch . Ditto fur Endpunkte.
(i) Ist geschlossen, so auch
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(iii) Ist  doppelpunktfrei, so auch
Diese Eigenschaften hidngen somit nicht von der Parametrisierung ab und sind
daher eine Eigenschaft der Aqui vlanezklasse, also des zugehdrigen Weges.

Definition Ein Weg 1 heil3t einfach, wenn einfach ist, geschlossen,
wenn  geschlossen ist, und Jordanweg, wenn  eine Jordankurve ist. Der
Anfangs- und Endpunkt von ¥ sind der Anfangs- und Endpunkt von , und
die Spur des Weges T ist die Spur von

2 Der n-mal durchlaufene Einheitskreis
hn: 02 TRZ .t cosnt;sinnt ;

reprasentiert fur jedes n 2 Z einen anderen geschlossenen Weg I, n -Es
gilt also

I, 'na m n
Fur jnj 1 ist er einfach, sonst nicht. 7

Wie verhalt es sich mit der Lange aquivalenter Kurven? Diese Frage beant-
wortet der folgende

Satz  Topologisch aquivalente Kurven haben dieselbe Lange. Insbesondere sind
beide rektifizierbar oder nicht rektifizierbar.

tth Seien 2C I;E, "2 C T:E und ~: 1 ¥ T eine Parametertransfor-
mation, so dass - T st T to;..;tn eine Teilung von I, so ist

T = T7 " t;.;7 ta
eine Teilung von T. Wegen

. R ] tk tk 1
gilt hierfur

7 =T T 7 T

Gehen wir nun zuerst rechts zum Supremum uber alle Teilungen von I, und
danach zum Supremum tber alle Teilungen von T Uber, so folgt

Ly © L,

Vertauschen wir die Reihenfolge der Supremumsbildung so erhalten wir auch die

umgekehrte Ungleichung L, Ly © . Das ergibt die Behauptung. iiiii

Ist also eine Parametrisierung rektifizierbar, dann auch jede dazu aquivalen-
te, und alle Langen sind gleich. Somit ist folgende Definition sinnvoll.

13.19
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Definition Ein Weg ¥ heilt rektifizierbar, wenn er eine rektifizierbare Parame-
trisierung 2 C I;E besitzt. Seine Lange ist dann die Lange einer beliebigen
Parametrisierung.

2z FUr den n-mal durchlaufenen Einheitskreis ¥ gilt
L ¥, 2 jnj; n2z: /

Bemerkungen a. Fur Cl-Kurven und -Parameterwechsel ergibt sich die
Invarianz der Lange aus der Substitutionsregel fur das Langenintegral 5.7 und
erfordert keinen eigenen Beweis.

b. Jede Spur, die aus mehr als einem Punkt besteht, erlaubt verschiedene
Parametrisierungen mit verschiedenen Langen. Diese sind notgedrungen nicht
aquivalent und représentieren daher verschiedene Wege!

= Glatte Wege

Bisher haben wir an die Parametrisierung einer Kurve nur die Forderung der
Stetigkeit gestellt. Dies erlaubt, Teile der Spur mehrmals zu durchlaufen. Um
dieses — in vielen Fallen unerwinschte — Verhalten auszuschliel3en, betrachten
wir nun stetig di Cerenzierbare Kurven und Wege, die regular sind.

12 Definition Eine C-Kurve : 1 I E heit reguldr, wenn ihre Ableitung nirgends
verschwindet, also ™ t O furallet21 gilt. —

Um diesen Begri Calich fiir Wege zu erklaren, missen wie bertcksichtigen,
dass ein Weg immer auch nichtregulare Parametrisierungen besitzt. Es genugt
aber, wenn wenigstens eine regular ist.

Definition Ein Weg heil3t glatt, falls er wenigstens eine reguléare Parametrisie-
rung besitzt.

Ein glatter Weg besitzt also wenigstens eine Parametrisierung 2 C! I;E
mit -~ 0 auf ganz |. Er besitzt daher in jedem Punkt eine Tangente und
somit keinerlei Spitzen oder Ecken. Daher auch die Bezeichnung. — Glatte Wege
besitzen immer eine besonders schéne und nitzliche Parametrisierung.

Satz und Definition Jeder glatte Weg ¥ in E besitzt eine eindeutige regulére

Parametrisierung nach der Bogenlange : O;1 ¥ E,wobeil L ¥ .Das
heil3t, es gilt
L ot t; t2 0Ol ;

oder, was aquivalentist, k™ t kg 1 farallet2 0;1 . —
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fith Sei : a;b ¥ E eine reguldre Parametrisierung von ¥ . Dann istg
ab IR; S L as

stetig di Cerknzierbar, und 0s k™ s kg >0 furalle s2 a;b . Folglich bildet
das Intervall a;b streng monoton auf das Intervall a; b 0;l1 ab.
Die Umkehrfunktion

. 0l ¥ ab; Tt 1y

ist ebenfalls stetig di Lerknzierbar, und es gilt 713

1 1
>0 . . .
t . > 0; t2 0;l :
0 = t ki 7t ke
Somit bildet Z: 0;1 ¥ Eeine Cl-Parametrisierung von ¥ mit

K" tke k™ 7t kej=%tj 1, t2 0;l:
Dann aber ist auch
LO;t k.kE 1 t:

Damit ist die Existenz einer Bogenlangenparametrisierung gezeigt.

Um noch die Eindeutigkeit zu zeigen, sei : 0;1 ¥ E eine weitere sol-
che Parametrisierung. Da  und denselben Weg parametrisieren, sind sie
topologisch aquivalent, es existiert also eine stetige Parametertransformation
Z: 0;1 ¥ O;1 mit Z.Furs2 O;1 undt * s giltdann-vergleiche
den Beweis des letzten Lemmas -

s Los L os
L-0:"5s L ot t
Also ist = die Identitat und damit . iiiii

Eine nach der Bogenlange parametrisierte Kurve wird also mit konstanter
Geschwindigkeit 1 durchlaufen, und es gilt Weglange = Geschwindigkeit x Zeit.
Diese Parametrisierungen sind fur viele theoretische Untersuchungen nttzlich.
Bezlglich dem Standardskalarprodukt gilt dann zum Beispiel in jedem Punkt

Tt 7Tt

das heil3t, der Beschleunigungsvektor steht immer orthogonal zum Geschwindig-
keitsvektor .14 .
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13.5
Erganzungen

= Spur als Graph

Der Graph einer C'-Funktion ist eine C'-Kurve. Die Umkehrung gilt im
Allgemeinen nicht, zum Beispiel wenn die Kurve eine Spitze aufweist wie im
Fall der Neilschen Parabel > . FUr regulare ebene Kurven gilt jedoch eine lokale
Umkehrung. Diese Tatsache werden wir spater als Satz Uiber implizite Funktionen
auf héhere Dimensionen verallgemeinern.

Satz Sei : 1 ¥ R? eine regulare C'-Kurve, mit r £ 1. Dann existiert um
jeden Punkt in | ein Intervall 3 I, so dass die Spur von j; als Graph
einer C"-Funktion dargestellt werden kann.

fitth ~ Sei X;y die Koordinatendarstellung der Kurve und c 2 | beliebig.
Wegen der Regularitat von  ist

“c Xc;yc 0:
Angenommen, es ist X ¢ 0. Aus Stetigkeitsgrinden hat dann x auf einem

hinreichend kleinen abgeschlossenen Intervall Ic | um c festes Vorzeichen.
Somit ist die Koordinate x dort eine streng monotone Funktion von t, und

X:1lc?" ab; t,xt
definiert eine Parametertransformation auf ein gewisses Intervall a;b . Fur ihre
Umkehrabbildung *: a;b ¥ I; giltdann x ~* id. Also ist auch

~ = ab TR% Tt tty ~t

Das bedeutet aber, dass die Spur von lokal um ¢ der Graph der Funktion
f y 7 auf a;b ist.Ist von der Klasse C", so sind es auch y und * und
damit auch f.

Ist dagegen X c 0,somussy c 0 gelten. Wir missen dann nur die
Rollen von x und y vertauschen, und erhalten lokal die Spur von  als Graphen

= Stlckweise glatte Kurven und Wege

Viele Kurven sind glatt mit Ausnahme endlich vieler Ecken. Dies ist in den
meisten Fallen jedoch unerheblich.

Definition Seil r 1.EineKurve 2C I;E heiBtstiickweise C", wenn es
eine Teilung T to..;tn von | in Intervalle Iy tk 1;tc gibt, so dass

i 2CN IGE; 1 k n
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Abb 13

Spur als lokaler Graph

Die Klasse dieser Kurven wird mit D" |;E bezeichnet.

Eine D!-Kurve besitzt in den inneren Teilungspunkten ti;..;t, 1 links- und
rechtsseitige Ableitungen, also Geschwindigkeitsvektoren
_t lim™ t; R { lim™ t:
k 1%ty + K t&ty
Im Allgemeinen stimmen diese nicht Uberein, und die Kurve bildet eine Ecke oder
Spitze - sonst wére der Teilungspunkt auch nicht nétig. AuRerdem existieren die
einseitigen Ableitungen an den Intervallenden von 1I.

2 Beispiele a. Jede C'-Kurve ist auch eine D"-Kurve.
b. Die Neilsche Parabel , ist D1,
c. Der Rand jedes Polygons besitzt eine D1-Parametrisierung.

d. Die Funktion
8
<jtjsin 1=t ; t=>0;

f: 0;1 'R; ft .
- 0; t O

ist stetig, ihr Graph also eine Kurve. Diese ist aber nicht D! g.7. 7

Abb 14

Stuckweise glatte
geschlossene Kurve

13.23
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Eine stiickweise C1-Kurve ist lipschitzstetig und damit rektifizierbar. Auch
die Langenformel gilt unveréndert.

Satz Jede D!-Kurve : 1 I E ist rektifizierbar, und es gilt
Z

Ly K™t kedt:  ~
|

fitth Ist T to;..;tn eine passende Teilung von | und Ik tk 1;tk ein
Teilungsintervall, so ist aufgrund der Additivitat der Langenfunktion g und der
Langenformel 19

X x Z z
L, L, k™ t kgdt k™ t kedt: iiiii
k1 k1 Mk !

Eine D"-Kurve heil3t stiickweise regular, wenn alle ihre C'-Abschnitte
regular sind. Entsprechend heil3t ein Weg ¥ stlickweise C" respektive stlickweise
regular, wenn er wenigstens eine Parametrisierung  mit entsprechenden Eigen-
schaften besitzt. Ein stiickweise regularer Weg besitzt eine stiickweise reguléare
Parametrisierung nach der Bogenlange, : O;1 ¥ E,sodass k™ t kg 1 mit
Ausnahme endlich vieler Punkte.
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Aufgaben

Skizzieren sie die folgenden Kurven.

a. 0;4 TRZ% t, e %cost;e ¥sint ,

b 1,1 ¥R?% t, t3t?,

c 0;2 T R2; t, cost t=2 sint;sint t=2 cost ,
d. 3 ;3 IR3 t, tcost;tsint;t2=8 .

a. Skizzieren sie die geschlossene ebene Kurve

0;2 1 R?% t cosdt;sint :

b. Ist reguldr, und besitzt sie im gemeinsamen Anfangs- und Endpunkt eine eindeu-
tige Tangente?

c. Bestimmen sie eine Spurgleichung, also eine Funktion F x;y , deren Nullstellen-
menge genau die Spur von  ist.

Die erste Ableitung einer Kurve ist eindeutig bestimmt ist, wenn sie existiert.

Erlautern sie, warum der Graph einer C1-Funktion in jedem Punkt eine Tangente besitzt,
eine C1-Kurve dagegen nicht unbedingt.

Zeigen sie anhand der Kreiskurve : 0;2 , t cost;sint , dass fur Kurven im
Allgemeinen der Mittelwertsatz nicht gilt. Woran liegt das?

Bestimmen sie die Lange der folgenden Kurven.

a. a;b " R?% t, t33t?=2,
b. 3 ;3 [IRS t,tcostsintt .
Sei : ajb ¥ EeineCl-Kurve, >: c;d I a;b eine C'-Parametertransformation
und ” . Dann gilt
Zy Zy
k™ t kgdt k™ t kgdt:
a Cc

Konstruieren sie eine nicht rektifizierbare Kurve mit Spur 0;1 .
Eine Peanokurve ist nicht rektifizierbar.
Die topologische Aquivalenz von Kurven 11 stellt eine Aquivalenzrelation dar.

Besitzt ein Weg ¥ eine stickweise stetig di [erknzierbare Parametrisierung, so besitzt
er auch eine stetig di [erknzierbare Parametrisierung. Gilt dies auch fur >stiickweise
regulédr« ? Hinweis: Es genugt, eine aus zwei Stucken bestehende Parametrisierung zu
betrachten.

Sei : 1 ¥ E stetig und rektifizierbar. Dann existiert zu jedem " > 0 eine C!-Kurve
1 T E mit k "Kog <™.
Man gebe Beispiele fur Kurven : 0;1 ¥ R? mit folgenden Eigenschaften:

a. Injektivauf 0;1 , aber nicht doppelpunktfrei.

b. Der zugehorige Weg ist regular, diese Parametrisierung jedoch nicht.
c. DiLlerknzierbar, aber nicht rektifizierbar.

d. Keine aquivalente Parametrisierung ist lipschitz.
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Sei : 1 ¥ E eine C2-Kurve in einem Hilbertraum E. Ist  nach der Bogenlange para-
metrisiert, so gilt

Tt ?7t:

Sei | ein kompaktes Intervallund |, eine gleichmaRig konvergente Folge in C° I;R"
mit Grenzkurve

a. Sind die n rektifizierbar und ihre Langen L , gleichméaRig beschrankt, so ist
auch  rektifizierbar, und es gilt

L liminfL , :
nil

b. Es gilt nicht notwendigerweise Gleichheit.
c. Die Behauptung gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn die Langen nicht gleichmaRig
beschrankt sind.

Eine Kreisscheibe vom Radius 1 rollt ohne Schlupf auf der x-Achse gen Unendlich. Pa-
rametrisieren sie die Bahnkurve eines beliebigen festen Punktes auf dieser Scheibe und
bestimmen sie ihre Lange bei einer Umdrehung der Kreisscheibe.

Zeigen sie, dass der Graph der Funktion

8
<jtsin 1=t j; t=>0;
f: 0;1 'R; ft -
- 0; t O
nicht D1 ist.

Peanokurve Sei u: R T 0;1 eine stetige Funktion mit
8
<0, 0 t 1=3;

ut 2 ut; ut -
-1, 2=3 t 1.
Definiere
X
t 2 K149k ; ot ut;u 3t
KO

Dann bildet das Intervall 0;1 surjektivauf 0;1 2 ab.
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Mehrdimensionale
Di Lerkenziation

Bisher haben wir, was Di [ereénzierbarkeit betri [f,_nhur Funktionen einer
reellen Variablen betrachtet. Im einfachsten Fall handelt es sich um reellwertige
Funktionen einer Variablen, also Funktionen von der Form R ¥ R: Im voran-
gehenden Kapitel betrachteten wir allgemeiner Kurven, also Abbildungen der
Form R ¥ R™; wobei anstelle von R™ auch ein beliebiger Banachraum stehen
kann. Dies ist adaquat, wenn wir Gréf3en betrachten, die nur von einer Variablen
abhéangen, wie zum Beispiel der Zeit t.

Mindestens ebenso oft hat man es jedoch auch mit Abbildungen des Typs
R"™ ¥ R zu tun, wo eine skalare Grée von mehreren Variablen abhéangt, und noch
allgemeiner mit Abbildungen des Typs R" I R™; wo m »>abhéngige Variablenc<
durch n >unabhangigen Variablen< bestimmt werden. Ein bereits bekanntes
Beispiel sind lineare Gleichungssysteme. Fur solche Abbildungen kdnnen wir die
Ableitung allerdings nicht mehr mithilfe von Di Lerknzenquotienten erkléaren, da
die Division durch einen Vektor nicht sinnvoll definiert werden kann - es existiert
nur eine Vektorraum-, aber keine Kérperstruktur. !

Statt dessen charakterisieren wir Di Lerknzierbarkeit durch Approximierbar-
keit durch eine a [CnelAbbildung. Begri Le_dler linearen Algebra werden dabei eine
wesentliche Rolle spielen. Diese enge Verzahnung der infinitesimalen Analysis mit
der linearen Algebra ist es auch, was die mehrdimensionale Di [erknzialrechnung
bei der ersten Begegnung schwierig macht.

! Eine Ausnahme gibt es - der R? kann durch Identifikation mit C mit einer Kérperstruktur ver-
sehen werden. Der daraus resultierende Ableitungsbegri CTilihrt jedoch zu einer wesentlichen anderen
Theorie, der sogenannten Funktionentheorie. Eine einmal komplex di Cerenzierbare Funktion ist immer
unendlich oft di Lerbnzierbar und lokal durch ihre Potenzreihe darstellbar, also eine analytische Funk-
tion.
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14.1
Elemente der Linearen Algebra

= Beschrankte lineare Abbildungen

Wir betrachten zunéachst lineare Abbildungen zwischen beliebigen Banachrau-
men V und W . Deren Normen bezeichnen wir mit kK ky und k ky oder nur k k,
wenn der Bezug aus dem Zusammenhang klar ist.

Definition Eine lineare Abbildung A: V T W heil3t beschrankt, falls

kAky.w 7 sup kAxky <1:
kxky 1

Aufgrund der positiven Homogenitat jeder Norm gilt auch 51

kAXkW
kAKy - su :
VW xgv kxky

Daher gilt auch immer
kAxky  kAky.w kxKy ; X2V:
Dies werden wir im Folgenden kommentarlos verwenden.

1 Satz Fdr eine lineare Abbildung A: V T W sind aquivalent:
(i) A ist lipschitz auf V.
(i) A ist stetig auf V.
(iii) A ist stetig im Nullpunkt.
(iv) A ist beschrénkt. —
fitth (i) ) (i) und (ii)) (iii) sind trivial.
(iii)) (iv) Zu ™ 1 existiertein >0, so dass

kAxky 1; kxky
Fir x 2V mit kxky 1 gilt dann
KAXKy TKA X ky 1

Also ist A beschrankt, genauer kAky w
(iv)) (i) Folgt aus kAu Avky KA u Vv ky  kAky.wku vky. Dies

Wir betrachten nun den Raum L V;W aller stetigen, oder was dasselbe ist,
aller beschrankten linearen Abbildungen A: V T W.

2 Satz Aufdem Raum L V;W definiert kAky.y eine Norm, die von den Nor-
men auf V und W induzierte Operatornorm. Mit ihr wird L V;W zu
einem Banachraum.

14.2 09.02.2022 — 15:04



141 — Elemente der Linearen Algebra 363

Im Folgenden schreiben wir kAk statt kAky.y , wenn die beteiligten Raume
aus dem Zusammenhang klar sind.

fitth - Die Definitheit und positive Homogenitat von k k sind leicht zu sehen.
Die Dreiecksungleichung ergibt sich mit

kA Bk sup kAx Bxk

kxk 1

sup kAxk kBxk

kxk 1

sup kAxk sup kBxk kAk KkBk:
kxk 1 kxk 1

Um die Vollstandigkeit zu zeigen, sei Ax eine Cauchyfolge in L V;W . Zu
zeigen ist die Existenz einer linearen Abbildung A2 L V;W , so dass

KAk Ak\/;W 10

Fur jedes x 2 V ist wegen kAxx Aixk kAx Akkxk dann Agx eine
Cauchyfolge in W. Aufgrund der Vollstandigkeit von W konvergiert also Agx ,
und wir kénnen eine Abbildung A: V T W punktweise definieren durch

AX 7 lim Agx:
K11

Diese Abbildung ist linear, denn

A X y Iim Ax X y

lim Agx Ay
lim AgXx lim Ay AX Ay:

Sie ist beschrankt, denn es existiert M sup kAgk 533, und damit gilt

kAxk limkAgxk limkAgkkxk M kxk; X2V:

Bleibt noch zu zeigen, dass Ax T A in der Operatornorm. Da

k Ak Axk Iimk Ak A xk limkAx Akkxk
111 111

fur jedes x 2 V, gilt auch

mkAx Ak supkAx Alk:

kAx Ak i
111 1EK

Letzteres konvergiert gegen Null fur k ¥ 1. iiiii

Der Beweis verwendet an keiner Stelle die Vollstandigkeit des Urbildrau-
mes V. Tatsachlich muss nur der Bildraum W vollstandig sein. Es gilt somit
folgender

09.02.2022 — 15:04 14.3
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Zusatz Der Satz gilt auch, wenn V nur ein normierter Raum ist. Insbesondere
gilt er fur den Dualraum

V TLV;R

eines normierten Raums V.

= Hilbertraume

Unter den Banachrdumen spielen die Hilbertrdume eine besondere Rolle.
Diese sind - siehe Abschnitt 5.7 — charakterisiert durch die Existenz eines Skalar-
produkts

h;i:V VIR,

so dass die Norm gegeben ist durch 530 kxk "phx;xi .
Far ein Skalarprodukt gilt immer die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 529

jhx;yij  kxkkyk:
Daher definiert jeder Vektor v 2 V ein lineares Funktional L, 2V durch
Ly: VTR; x, hv;xi;

denn wegen jLyXj kvkkxk ist es beschréankt. Das Besondere an Hilbertrdumen
ist unter anderem, dass umgekehrt jedes lineare Funktional in V auch auf diese
Weise dargestellt werden kann.

3 Rieszscher Darstellungssatz  Sei V ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem
L2V ein eindeutiger Vektor v 2 V, so dass

L Ly, hv; i:

fitth - Wir kdbnnen kLk 1 annehmen. Dann existiert in V eine Folge vk mit
kvkk 1 und Lvg ¥ 1. Wir zeigen zunachst, dass dies eine Cauchyfolge ist.
FUr jedes 0 <" < 8 existiert ein K, so dass

Lvk>1 "=8=>0; k £ K:
Wegen kLk 1 ist dann

kvik viKEjJL vk vij Lv Lvyy=>2 "=4; k;l £ K:
Mit der Parallelogrammgleichung 4541 folgt hiermit

kvii vik® 2kwik? kvik® kv wvik?

4 2 "=42 v r2zig<
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Somitist vk eine Cauchyfolge und aufgrund der Vollsténdigkeit von V konver-
gent. Fur den Grenzwert v limg 1 vk gilt dann

kvk 1; Lv 1:

Wir zeigen,dass L L.
Sei x O mit Lx £0. Wegen KLk 1 und Lv kvk gilt fur t >0

Lv tx Lv kv txk kvk
t t

Lx

und

Lv tx Lv £ kv txk kvk,
t t '

Lx

Also ist

kv txk kvk kv txk kvk
D

Fur t ¥ O haben beide Seiten aufgrund der Regel von I’'Hospital g0 denselben

Grenzwert
d hv; Xi
—k txk : hv;xi:
dat \Y; X o VK V ;X1

Somit folgt durch Grenzubergang auf beiden Seiten, dass Lx hv;Xi.

= Endlich dimensionale Raume

Alles bisher Gesagte gilt unabhangig von der Dimension der betrachteten
Raume. In einem unendlich-dimensionalen Raum ist es jedoch mdglich, dass
eine lineare Abbildung unbeschrankt und damit unstetig ist 5.7. Dies ist auf
einem endlich-dimensionalen Raum nicht mdéglich, da die Einheitssphéare dort
kompakt ist 7,27, 7.29 . AuRBerdem lassen sich lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen RAumen bequem durch Matrizen darstellen. Aus diesen Griinden
werden wir uns jetzt auf lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionale
Raumen beschranken.

Zunéchst ein Wort zur Notation. Im Matrizenkalkul ist es Ublich, Vektoren
als Spaltenvektoren

o 1
X1
X g : §
Xn
zu schreiben. Dabei verzichten wir auf einen Vektorpfeil oder sonstige Auszeich-
nungen. In einem horizontal laufenden Text ist dies natirlich platzraubend.

14.5
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Deshalb verwenden wir die Schreibweise
X X1,..%Xn

wobei = die Matrizen-Transposition bezeichnet. Umgekehrt ist

X~ X1:..0%n

ein Zeilenvektor. Ein Zeilenvektor ist zudem nichts anderes als eine 1  n-Matrix,
ein Spaltenvektor eine n  1-Matrix, und die Transposition Uberfuhrt das eine in
das andere.

= Matrizendarstellung

Seien V und W Vektorraume der Dimension n und m, respektive. Sind
Basisvektoren vi;..;vh in V und wq;..;wp in W gewahlt, so wird eine lineare
Abbildung A: V ¥ W durch eine m n-Matrix wie folgt dargestellt. — Fir jeden
Basisvektor v;j gilt

X
Avj ajj Wi
i1
X
mit eindeutig bestimmten Koe [Ziehten a;j . Fur x XjVvj gilt dann
X X X b
AX XjAVj Xj aijj Wi
j1 i1 i
X X X
aij Xj Wi YiWi
i1 1 i1
mit
X
Yi ainjZ
j1

Diesen Zusammenhang zwischen den Koe [ziehten in der Gleichung
y AX
schreibt man im Matrizenkalkll bekanntlich als
(0] 1 O 10
ghg Ban - §§X1§
Ym am1 - Xn

- @mn

ain

Man nennt dann
&jj mn__ @jj1imlijn
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die Matrixdarstellung von A bezuglich der gewéhlten Basen in V und W . Deren j-
te Spalte ajj .. amj ~ besteht aus den Koe [Ziehten des Vektors Av;j beztglich
der Basis wi;..;Wnm.

Eine Matrix ist somit immer eine Darstellung einer linearen Abbildung be-
zuglich einer bestimmten Basis. Wahlen wir eine andere Basis, andert sich auch
die Matrix. Die entsprechenden Transformationen werden ausfihrlich in der
Linearen Algebra diskutiert.

Ein wichtiger Spezialfall ist ein lineares Funktional L: V ¥ R. Hieristm 1,
und L wird durch eine 1 n-Matrix, sprich einen n-dimensionalen Zeilenvektor

| | T

X
dargestellt, wobei I;  Lvj. Far x XjVvj ist dann
jo1
X X
Lx XjLvj Ij Xj ;e X1 %n
jo1 jo1

Die rechte Seite ist das Produkt eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor,
oder, was dasselbe ist, einer 1 n-Matrix mit einer n  1-Matrix. Das Ergebnis ist
ein Skalar.

Ein Skalarprodukt h ; i wird bezlglich einer Basis vi;..;v, dargestellt
durch die symmetrische n  n-Matrix

A aij1ijon & hvisvji:
X X
Denn fur x XjVvi und y yjVvj wird ja
i1 j1
X
hx;yi Xi hvi; vjiy;j X150 Xn & Yii.iYn > XAY:
iij 1

Die1 n-Matrix x~ wird also mit der n  1-Matrix Ay multipliziert.

s Der Standardfall

Der Standardvektorraum der Dimension n ist der R", und jeder andere
n-dimensionale Vektorraum ist zu diesem isomorph. Die Standardbasis des R"
besteht aus den Standardeinheitsvektoren

e~ 0;..;1,..;0 7; 1 j n
mit der 1 an der j-ten Stelle. Jeder Vektor hat dann die eindeutige Darstellung
X

X Xjej X1:..:Xn
j1

>,

14.7
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Das Standardskalarprodukt auf dem R" ist erklart durch

8
. _SL 0
hei;eji ij . o
RO |
wobei man j; als Kronecker-Delta bezeichnet. Damit wird es;..;e, zu einer
Orthonormalbasis des R", und die Koe [ziehten eines Vektors x erhalt man als

Xi hej;xi; 1 i n:

Ist A: R" I R™ linear und auch der R™ mit der Standardbasis versehen,
so erhalt man die Koe [ziehten der Matrixdarstellung von A als

aij hei;Aeji;

denn die j-te Spalte von A enthalt ja gerade die Koe [Ziehten des Vektors Ag;j
bezlglich der Standardbasis.
Die vom Standardskalarprodukt induzierte Norm ist die euklidische Norm,

2 i .
kxk®  hx;xi  x2 .. x3:
Falls Verwechslungsgefahr mit anderen Normen und Skalarprodukten besteht,
schreiben wir hierfur genauer k ke und h ; ig.
Diese Situation bezeichnen wir im Folgenden als den Standardfall.

14.2
Totale Ableitung

Wir betrachten zunachst weiterhin Abbildungen zwischen beliebigen Ba-
nachraumen. Da es vorerst nur um lokale Aspekte geht, verzichten wir auf eine
explizite Bezeichnung des Definitionsbereichs und schreiben

f:Vv,1w;

wenn es eine nichtleere o [Cede Teilmenge V gibt, so dass f: T W. Zu
jedem Punkt im Definitionsbereich von f existiert also eine o Lede Umgebung,
auf der f definiert ist. Dies ist die fUr uns zur Zeit wesentliche Eigenschaft des
Definitionsbereiches einer Abbildung.

Die Normen auf V und W bezeichnen wir nun kiirzer mit j jy und j jw,
oder noch einfacher j j, wenn der Bezug aus dem Zusammenhang klar ist. Die
Doppelstriche k k reservieren wir flr die Operatornorm.
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4 Definition Eine Abbildung f: V ,I W heil3t im Punkt a total di Cerknzierbar
oder kurz di Cerknzierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung L: V I W

gibt, so dass
if h f Lhj
imdm 212 w
h1o jhjv

In diesem Fall hei3t L die totale Ableitung von f im Punkt a und wird mit
Df a bezeichnet. ™

Bemerkungen a. Die Eindeutigkeit dieser Ableitung und damit die Berech-
tigung der Bezeichnung Df a zeigen wir gleichs.

b. Diese Definition beinhaltet unsere friheren Definitionen der Di Lerknzier-
barkeit. Im Fall einer unabhéngigen Variablen, also V' R, ist f eine Kurve in W.
Eine lineare Abbildung L: R ¥ W wird durch einen Vektor v 2 W dargestellt,
und wir erhalten die Charakterisierung der Ableitung Df a f a entspre-
chend dem zweiten Di Lerknzierbarkeitssatz 131 . Istauch W R, so wird dieser
Vektor durch eine reelle Zahl dargestellt, und wir erhalten die Ableitung einer
reellen Funktion, Df a f0 a , einer Variable wie im ersten Di Lerknzierbar-
keitssatz g1 .

c. Ist V von endlicher Dimension, so ist jede lineare Abbildung A: vV T W
stetig und diese Forderung redundant. Dies ist der einzige, aber wesentliche
Unterschied zwischen dem endlich- und unendlich-dimensionalen Fall, was die
Definition der totalen Ableitung angeht.

= Die Landausymbole

Das Arbeiten mit Grenzwerten wie in der letzten Definition lasst sich mithilfe
der Landausymbole erheblich vereinfachen.

Definition Sei ~ eine punktierte Umgebung von 0 2V, und f;g: " 1 W seien
zwei Abbildungen mit g 0 auf . Dann ist
£oh
f h Ogh a sup¥<1;
he Jg hij
und man sagt, f ist von der Ordnung grof3-O von g auf . Ferner ist
ifhj

f h h : li ;
°9 S ojg hj

und man sagt, f ist von der Ordnung klein-o von g fur h T 0.
Es ist also f groR-O von g auf ~, wenn es eine Konstante M gibt, so dass
ijfhj Mijghij; h2

14.9
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Sie ist klein-o von g, wenn es zu jedem " >0 ein > 0 gibt, so dass
ifhj "jghj; 0<jhj<
Die Landausymbole stehen ubrigens nicht fur eine bestimmte Funktion, sondern

fir Klassen von Funktionen. Eine Formulierungwie O h O h O h istdaher
zulassig und korrekt.

Rechenregeln FUr das Rechnen mit den Landausymbolen gilt:

(i) Eine o h -Abbildung ist auch O h .

(ii) Eine Linearkombination von O h -Abbildungen ist wieder O h .
(iii) Dasselbe gilt mit o h anstelle von O h .

(iv) Sind f und g beide O h ,soistauch f g h O h.

(v) Istsogar f h oh odergh oh ,soist f g h oh . ™

= a. Esistsint Ot und1 cost O t? .
b. Fur lineare Abbildung A ist beschrankt genau dann, wenn Ah O h .
Ist h ; i eine bilineare Form auf V. und A2 L V ,soist

hAh;hi O hh;hi oh:
d. Fur f 2C" 1 | istaufgrund der Restgliedformeln
fa h T/fh oOh"?1: /

Mit den Landausymbolen kénnen wir Di Cerenzierbarkeit in einem Punkt auf
folgende handliche Art charakterisieren.

Satz Eine Abbildung f: V ,T W ist im Punkt a diCerenzierbar genau dann,
wennesein L2 L V;W gibt, so dass

fa h fa Lh oh:
Die Ableitung ist dann Df a L, und sie ist eindeutig bestimmt.

fitth  Die erste Behauptung folgt aus den Definitionen der Di Lerknzierbarkeit
und des Landausymbols. Ist : V I W eine weitere lineare Abbildung mit der
geforderten Eigenschaft, also

fa h f a h oh;

so ergibt die Subtraktion beider Gleichungen L h o h . Dies ist fur eine

lineare Abbildung nur méglich, wenn L 0 a.6. iiiii

Nun definieren wir Di Lerknzierbarkeit in jedem Punkt wie Ublich.
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Definition Eine Abbildung f: V ,¥ W heif3t total di Cerknzierbar, wenn sie in
jedem Punkt ihres Definitionsbereiches total di Lerknzierbar ist.

Die Ableitung von f definiert in diesem Fall eine Abbildung
Df: V,YLV;W; x, Df x

in den Vektorraum L V;W aller linearen Abbildungen von V nach W. Ist
dimV 1, also f eine Kurve,soist L V;W * W und Df: V , W wiederum
ein Kurve wie f. Ist dagegen dimV > 1, so ist eine solche Identifikation nicht
mehr mdglich, und Df ist von einem wesentlich anderen Typ als die Abbildung f
selbst. Mehr dazu am Ende von Abschnitt 6.

z a. A [melAbbildungen: Eine a [nelAbbildung
f:veiw, fx Ax b
mit A2L V;W und b2 W istin jedem Punkt di Cerenzierbar. Denn es gilt
fa h Aa h fa Ah;

der o-Term ist also gar nicht erst vorhanden, und wir erhalten Df a A in
jedem Punkt a. Die Ableitung als Abbildung

Df: VILV;W; a,Dfa A;

ist somit konstant.
b. Quadratische Formen: Isth ; 1 eine bilineare FormaufV und A2L V ,
so nennt man

f: VIR, fx hAX; X1

eine quadratische Form auf V. Dabei kann man ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass A symmetrisch ist, also

hAX;yi hx;Ayi; Xy 2V,
gilt .. Dann folgt

fx h hA X h ;x hi
hAX;xi hAx;hi hAh;xi hAh;hi
f x 2hAx;hi o h:

Also ist f diLCerknzierbar, und Df x ist die lineare Abbildung h , 2hAXx;hi.
Die Ableitung selbst ist die Abbildung

Df: VYILV;R; x, Df x 2hAX; i /

14.11
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Abb 1 Zur Kettenregel

= Kettenregel

Man sieht sofort, dass Di Lerknziation eine lineare Operation ist. Sind also
f;g: V., W im Punkt a di[Cerknzierbar, so auch f g: V.,T W, und es gilt

D f g a Df a Dg a :

Interessanter ist die Verknupfung zweier di Cerknzierbarer Abbildungen. Flr
diese gilt die allgemeine

Kettenregel Ist f:V ,1 W im Punkt a und g: W ,I X im Punkt f a
di Cerknzierbar, so istauch g f: V ,1 X im Punkt a diCerknzierbar, und
es gilt

Dg f a Dgfa Dfa:

Die Ableitung von g f ist also die Verknupfung der beiden linearen Abbil-
dungen

Dgb : W1DX; Dfa: V1w,

wobei b f a . O[edsichtlich kommt es hierbei auf die Reihenfolge der Faktoren
an,denn fuar V. X ware eine umgekehrte Verknuipfung der linearen Abbildungen
erst gar nicht definiert.

fitth  Der Beweis verlauft genau wie im eindimensionalen Fall g 5. Nach Vor-
aussetzung ist f in einer Umgebung von a, und g in einer Umgebung von
b f a definiert. Fir hinreichend kleine h und k gilt somit

fa h fa Ah oh; A Df a;
gb k gb Bk ok; B Dgb:

Wir setzen k Ah o0 h .Ist h hinreichend klein, so istauch Ah o h O h
hinreichend klein, und g ist fur k wohldefiniert. Mit dieser Wahl von k erhalten
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wir
gf a h gfa Ah oh
gfa B Ah oh oAh oh
g f a BAh o h;
denn

Bo h oh; oAh oh oh:

Somits ist g f im Punkt a di Cerenzierbar mit Ableitung BA, was der Behaup-

a. Lineare Abbildung: Ist f: V ,¥ W dilerknzierbar und A: W ¥ X eine
stetige lineare Abbildung, so ist auch

Af . vV, I X
di Cerknzierbar, und fur jeden Punkt x im Definitionsbereich ist g
D Af x DA f x Df x ADf x :

b. Abbildung einer Kurve: Ist 7 : 1 ¥ V eine di Lerknzierbare Kurve in V
und f: V I W dilerknzierbar, so ist

f 711w

eine di Cerknzierbare Kurve in W mit Ableitung

f 7t Df =t * t; t21:
Im Falle einer Geraden *, mit * t X tv, ist insbesondere
f = t- fx tv’ Df x v:
t o to

c. Quadratische Form entlang einer Kurve: Ist 7 : 1 ¥ V eine di Lerknzier-
bare Kurve in V und

f: VIR, fx hAX; X1
eine quadratische Form auf V g mit symmetrischem, beschranktem A, so ist
f :11R,; t hAZ t ;7 ti
eine di Cerknzierbare reelle Funktion einer Variablen. Ihre Ableitung ist
%t Df "t *t 2hAT t;” ti:

Speziell fur eine Gerade mit 7 t X tvist
"0 2hAX;vi:
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Abb 2 Die Kurve f 7 und ihre Ableitung

Es sei nochmals betont, dass alles bisher Gesagte unabhéngig von der Di-
mension der beteiligten Rdume gilt. Im unendlich-dimensionalen Fall kommt
einzig noch die Forderung hinzu, dass alle beteiligten linearen Abbildungen auch
beschrankt sind.

14.3
Richtungsableitungen und Jacobimatrix

Neben dem Begri [_dér totalen Ableitung gibt es noch einen schwécheren Ab-
leitungsbegri [_den der Richtungsableitung. Ist a ein Punkt im Definitionsbereich
von f: V, T W und v 2V, so ist die Abbildung

RITW; t,fa tv

in einer Umgebung von 0 wohldefiniert und stetig und definiert somit eine Kurve
in W. Hierflr haben wir die Ableitung bereits ohne Rickgri [Cauf die totale
Ableitung im vorangehenden Kapitel erklart.

Definition Sei f: V ,T W im Punkt a definiert und v 2 V. Dann heif3t
@, f a f a tv't02W;

falls diese Ableitung existiert, die Richtungsableitung von f im Punkt a in
Richtung v.
2 a. For eine a CnelAbbildung erhalt man
@y AX b A X tv b'to

AX b tAv " Av:
to
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b. Fdr eine quadratische Form gilt

@y hAX;xi  hA x tv ;x tvi’ ‘o

hAX;xi 2thAx;vi t%hAv;vi ‘o 2hAX;Vi:

Totale Di Lerenzierbarkeit in einem Punkt impliziert die Existenz aller Rich-
tungsableitungen in diesem Punkt. Denn die Gerade t , a tv istdiLerknzierbar,
und die Kettenregel 7 ergibt

@,f a fa tv’ Df a a tv- Df a v:
to to

Somit gilt folgender

9 Satz Ist f: V, W im Punkt a total di Cerknzierbar, so existieren dort auch
alle Richtungsableitungen, und es gilt

@,f a Df av:

Aus der Existenz aller Richtungsableitungen folgt allerdings nicht die totale
Di Cerknzierbarkeit, wie das folgende Beispiel zeigt.

10 z Betrachte
2
. p2 . . Xy .
f: R° I R; f Xy — W
Far jeden Vektor v gilt f tv tf v , wie man sofort nachrechnet. Daher ist
eufo ftvl, o fv:

Diese Abbildung ist aber nicht linear in v. Dies misste sie aber sein, wenn f im
Punkt O total di Cerknzierbar ware. Also ist f in 0 nicht total di Lerknzierbar. 7/

= Partielle Ableitungen

Im Standardraum R™ mit der Standardbasis ey; ..;en spielen die Ableitungen
in Richtung der Einheitsvektoren eine besondere Rolle.

Definition Sei f: R",¥ W im Punkt a definiert. Dann heif3t

@;f a "@ejf a fa te- fag.;a t).;an°

t 0 t 0

falls diese Ableitung existiert, die j-te partielle Ableitung von f im Punkt a.

Man betrachtet also f als Funktion nur der j-ten Koordinate, wahrend alle
anderen Koordinaten fixiert sind, und bildet hiervon die Ableitung wie im Fall
einer Kurve. Andere ubliche Bezeichnungen hierfur sind

of

a; 0. f a ; . a:
0x;

J J
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Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen in einem Punkt folgt allerdings
nicht einmal die Stetigkeit der Abbildung an dieser Stelle:

z= Betrachte

2xy
x2 y2’
Aus f x;0 Ound f O;y 0 folgt sofort

f: RPIR, fxy —

@xf 0;0  O; @yf 0;0 O

Die Funktion ist im Nullpunkt aber nicht einmal stetig, denn entlang einer Null-
punktsgeraden t , tcos 7;tsin * gilt

2cos ” sin 7 .
5+ 04 S|n2’; t 0:
Ccos sSin

f tcos 7;tsin ~
Also gilt auch

limf tcos 7;tsin ~ sin27:

t1o
Der Grenzwert hangt somit von der Richtung ab und nimmt alle Werte im In-
tervall 1;1 an. Also ist f im Nullpunkt nicht stetig und damit auch nicht
di Cerknzierbar. 7

= Jacobimatrix

Im Standardfall haben wir es mit einer Abbildung der Gestalt
0] 1 O 1

f1 X f1 X1;..;Xn
f: RT, T R™ f x 5 : g : §

fm X fm X1; .3 Xn
zu tun. lhre totale Ableitung im Punkt a ist eine lineare Abbildung
Df a : R" I R™:

Ihre Matrixdarstellung bezuglich der Standardbasen heif3t die Jacobimatrix oder
Funktionalmatrix von f im Punkt a.

Satz Ist f: R" ,# R™ im Punkt a total di Lerknzierbar, so wird ihre totale
Ableitung Df a dargestellt durch die Jacobi- oder Funktionalmatrix
Jf a 7 @ifi a Timijn -
fitth  Die ij-te Komponente a;;j dieser Matrix ist gegeben durch
ajj hei;Df a eji he;;@;f ai  @he;f ai;
und hej;f ai  fj a ist die i-te Komponente von f. Das ergibt die Behaup-
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Andere Schreibweisen fir die Jacobimatrix sind
(0] 1
fl;l a fl;n a §

fmi1a - fmna

0f; 8
Jf a @ a - fi; @ mn

2 a. A [nelAbbildung in Koordinaten: Im Standardfall besitzt eine a [nel
Abbildung f: R" ¥ R™ die Darstellung

1
X 1
f x AX b ajj Xj bi
j 1 1im

Dann ist in jedem Punkt
0;fi x  ajj;

die Jacobimatrix von f ist somit
Jf x aij mn A

b. Quadratische Form in Koordinaten: Eine quadratische Form f: R" ¥ R
besitzt im Standardfall die Darstellung
X
f x hAX; Xi akI XkX]|
1 kil n
mit symmetrischen Koe [ziehten ay ajk. Die Jacobimatrix einer solchen ska-
laren Funktion ist ein 1 n-Zeilenvektor mit Komponenten @;f x . Fur diese
finden wir mit der Produktregel fur Funktionen einer Variablen
X X X
@;f x aj Xk ajix 2 ajkXk  2hAx;eji:
k 1 I 1 k 1

Somit ist
JFx 2Ax~: 7

Die Jacobimatrix der Verknupfung zweier linearer Abbildungen ist das
Matrixprodukt ihrer Jacobimatrizen. Die Kettenregel erhélt damit im Standardfall
die folgende Form.

Kettenregel im Standardfall Ist f: R" ,# R™ im Punkt a und g: R™ ,¥ RS
im Punkt f a dilerknzierbar, soistauch g f: R" ,# RS im Punkt a
di Cerknzierbar, und es gilt

Jg f a Jgfa Jfa:
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2 a. Wendet man diese Formel auf die Standard-Einheitsvektoren an, so erhéalt
man fur die partiellen Ableitungen

X g o, B

GGg f a
! 10y 0x;

Schreibt man f einfacheralsy y x und b f a , soerhdlt man die leicht zu
merkende Formel

X
@j g f a @79 b %
K10y @
b. Betrachte

f:R"IR, fX JXfe:

Fir x 0 ist dann

Gfx . 1§ n
! ixje’ '
und damit
>
Jf x _X_ : /
1XJe

= Ein Di Lerknzierbarkeitskriterium

Wir kennen nun die Begri [e_dler totalen Ableitung, der Richtungsableitung
und der partiellen Ableitung. Dabei zieht die Existenz der totalen Ableitung
diejenige aller anderen Ableitungen nach sich g. Wie aber verifiziert man die
Existenz der totalen Ableitung? Die Existenz aller partiellen oder aller Richtungs-
ableitungen reicht o Cedsichtlich nicht aus 10 g 11 -

Es stellt sich heraus, dass die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen eine hin-
reichende Bedingung darstellt. Dabei beschranken wir uns auf den Standardfall
und die Annahme, dass die partiellen Ableitungen auf dem ganzen Definitionsbe-
reich stetig sind.

13 Dilerknzierbarkeitskriterium Existieren samtliche partiellen Ableitungen
von f: R" ¥ R™M und sind diese stetig, so ist f total di Lerknzierbar, und
die Abbildung Df: R" ,8 L R";R™ st ebenfalls stetig. —

fitth  Betrachte f auf einer nichtleeren Kugel B fjx aj <rg in seinem
Definitionsbereich. Ist a h 2 B, so liegen auch die Punkte

Xk a hier .. hgeg; 0 k n
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Abb 3

Zum Beweis des Di [erkn-
zierbarkeitskriteriums X a h

samtlich in B, wobei xo aund x5, a h.Esgiltdann

X
fa h fa f Xn f Xo f Xj f X1
i1
Fur jeden Summanden gilt
1
f X f X1 f Xj 1 thje;
Zy
fx 1 thie %dt
74|
o @f xj 1 thjej hjdt

Z
@if a hj h;j @if Xij 1 thjej @if a dt:
0
Aufgrund der Definition der x; und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gilt
@if xi 1 thijej @if a ¥ O; h ¥ 0;
gleichmé&gig fur 0 t 1. Das letzte Integral ist daher o 1 , und damit
in inl @ifahi OhiZ
Insgesamt erhalten wir
X X
fa h f a @f a hj o h; @f ahi oh:
i1 i1
Da die Summe eine lineare Abbildung in h darstellt, ist f in a total di Lerknzier-

bar mit

X
Df a h @f a hj:
i1

Die Di Lerknzierbarkeit einer Abbildung f: R" ,¥ R™ stellt man somit fest,
indem man die Existenz samtlicher partiellen Ableitungen und deren Stetigkeit
nachweist. Solche Abbildungen nennt man von der Klasse C' g.
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14.4
Der Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz der eindimensionalen Di Lerenzialrechnung g1 gilt in
héheren Dimensionen nur fur skalare Funktionen. Voraussetzung hierfur ist, dass
mit zwei Punkten u und v auch die gesamte Verbindungsstrecke

uv “f1 tu tv:0 t 1g
zum Definitionsbereich gehort. Dann gilt der folgende

Mittelwertsatz fur skalare Funktionen Sei f: V ,I R stetig di Cerknzierbar.
Gehort u;v zum Definitionsbereich von f, so gilt

fv fu Df x v u

mit einem X2 u;v .

fitth  Man bilde die Hilfsfunktion : 0;1 " R mit t f 1 tu tv

Ist der Zielraum dagegen héherdimensional, so gilt der Mittelwertsatz nicht
mehr. Fir die Kreiskurve :t , cos 2 t ;sin 2 t istzum Beispiel

1 0 0o " t; t2 0;1 ;

da Sinus und Cosinus keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Es gibt aber eine
etwas schwéachere, ebenfalls sehr nitzliche Identitat, die in beliebigen Dimensio-
nen gilt.
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Lemma von Hadamard Sei f: V ,1 W stetig di [erknzierbar. Gehort u;v
zum Definitionsbereich von f, so gilt

fv fu vV u
Z
mit der linearen Abbildung Df 1 tu tv dt.
0

Hierbeiistt , Df 1 t u tv eine stetige Kurve im Vektorraum L V;W
dessen Integral 10,7 ebenfalls ein Element von L V;W ergibt. Im Standardfall
ist dies eine von t abhdngende m n-Matrix, deren Integral komponentenweise
gebildet wird.

fitth  Betrachte die Streckenparametrisierung
T 01 uv; Tt 1 tu tv;

mit Anfangspunkt u und Endpunkt v. Nach Voraussetzung ist f ~* wohldefi-
niert und aufgrund der Kettenregel ;7 stetig di Cerenzierbar. Mit dem Hauptsatz
fur Kurven 136 ergibt sich

1 4 Z

fv fu f f 7 "t dt Df =t * t dt:
0 0 0

Hierbei ist * t V U unabhéangig von t, so dass wir diesen Term hinter das

Aus dem Lemma von Hadamard folgt nun der klassiche Schrankensatz auch
in hdheren Dimensionen.

Schrankensatz Sei f: V ,1 W stetig di Cerknzierbar. Gehért u;v zum
Definitionsbereich von f, so gilt

jfv fuj max kDf x kjv uj

X2 uv

mit der durch die Vektorraumnormen induzierten Operatornorm k k.

fitth  Setze 7 t 1 tu tv wie zuvor. Aufgrund des Hadamardschen
Lemmas ist dann

jfv fuj k kjv uj

mit
Z, Z,
k k Df = t dt kDf = t kdt
0 0
max kDf = t k max kDf x k: iiiii
t2 0;1 X2 uv

2 wir durfen v u nicht nach vorne ziehen, da es das Argument von ist.
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Korollar Ist f: V ,1 W von der Klasse C%, so ist f lokal lipschitz. ~

Dabei heif3t eine Abbildung lokal lipschitz, wenn jeder Punkt ihres Defini-
tionsbereiches eine Umgebung besitzt, auf der die Abbildung lipschitz ist. Die
L-Konstanten durfen dabei von der Umgebung abhangen.

fith  Nach Voraussetzung ist Df: V ,¥ L V;W stetig. Also ist auch
kDfk: V,I R; x , kDf x k

stetig. Um jedem Punkt existiert daher eine Kugel B im Definitionsbereich von f,
so dass

supkDf x k M < 1:
X2B

Sind nun u;v 2 B, soistauch u;v B wegen der Konvexitét jeder Kugel a.5.42,
und aufgrund des Schrankensatzes 15 gilt

jfv fuj Mjv uj:

14.5
Gradient

Fur skalare Funktionen gibt es schlie3lich noch einen dritten Ableitungsbe-
gri _den des Gradienten. Ist f: V ,I R im Punkt a di Lerknzierbar, so definiert
die totale Ableitung

Dfa: VIR, h,Df ah

ein lineares Funktional auf V. Ist V nun ein Hilbertraum mit einem Skalarprodukt
h ; 1, so existiert aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes 3 genau ein Vektor
2 V mit der Eigenschaft, dass

Df ah h ;hi; h2V:

Man sagt, stellt Df a bezuglich h ; i dar. Dieser Vektor ist der Gradient
von f im Punkt a.

Definition Sei V ein Hilbertraum. Ist f: V ,1 R im Punkt a di[erknzierbar,
so ist der Gradient von f an der Stelle a der eindeutig bestimmte und mit
rf a bezeichnete Vektor in V mit der Eigenschaft, dass

Df a hrf a; i:
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a. Fur jedes v 2V ist
Ly: VTR, Ly X hv ;xi
di Cerknzierbar mit DLy, x h  hv;hi. Also ist
rbL, Vv

in jedem Punkt von V.
b. Ist A: V 1V linear und symmetrisch, so ist

f: VIR, fx hAX; X1
di Cerknzierbar mit Ableitung Df x h  2hAx;hi. Somit ist
rf x 2AX; X2V:

Der Gradient ist also die Darstellung der totalen Ableitung einer skalaren
Funktion bezuglich eines Skalarproduktes. Ohne Bezug auf ein Skalarprodukt
macht es keinen Sinn, von einem Gradienten zu sprechen. Besonders wichtig ist
natdrlich der Standardraum R" mit dem Standardskalarprodukt.

Satz Im Standardraum R"™ mit dem Standardskalarprodukt ist der Gradient
einer di Lerenzierbaren Funktion f: R" ,¥ R der Spaltenvektor

(0] 1
@.f
rf B : § Df”:
enf
fitth  Die j-te Komponente von rf ist ja
rf;ej Dfe; @;f;
wahrend Df @1F; ..;@nf . iiiii

Fur f: R I R mitf x;y;z  x%y%sinz ist

2xy“sinz
rf 4x2y3 sinzg:
x2y% cosz
Der Gradient rf ist also ein Spaltenvektor, wahrend die Ableitung Df
einer skalaren Funktion durch einen Zeilenvektor dargestellt wird. Dies ist ein

wichtiger Unterschied, der zum Beispiel Folgen hat fur deren Verhalten unter
Koordinatentransformationen.
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Bemerkung Das Symbol r selbst wird Nablaoperator genannt und be-
zeichnet in der klassischen Vektoranalysis den vektoriellen Di Lerenzialoperator

o 1
01
r B : g:
@n
Der Gradient von f kann damit - rein formal interpretiert — verstanden werden
als das Produkt des Vektors r mit dem Skalar f:

O 1 (¢] 1
01 @.f
rf B : gf B : g:
@n @nf
Skalarprodukte und Kreuzprodukte von r mit Vektorfunktionen sind ebenfalls

erklart, sie werden uns spéter — im dritten Band - als Rotation und Divergenz
begegnen. Das Skalarprodukt von r mit sich selbst ergibt den Laplaceoperator

r r e . :
i1
= Richtung des steilsten An- und Abstiegs

Sei f: R",! R um den Punkt a definiert. FUr jeden Einheitsvektor e 2 R"
ist dann

fo.: RIR, t,fa te

in einer Umgebung von 0 definiert und stetig di [erknzierbar. Die Ableitung f2 0
beschreibt dann die Anstiegsrate von f im Punkt a in Richtung e. Wird diese fur
einen Vektor e maximal respektive minimal, so nennen wir e eine Richtung des
steilsten Anstiegs respektive eine Richtung des steilsten Abstiegs. Diese Richtungen
muissen existieren, da die Einheitssphare im R" kompakt ist.

Satz Sei f: R" ,I R im Punkt a diLerknzierbar. Ist rf a 0, so bezeich-
nen rf a und rf a diein diesem Falle eindeutigen Richtungen des
steilsten An- respektive Abstiegs von f im Punkt a.

fitth  Es ist
f20 fa teji, Dfae hrfa ei:
Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
fg 0 jhrf a ;eij jrf ajjej jrf aj:
Ist rf a 0, so tritt Gleichheit hierbei genau dann ein, wenn die Vektoren

rf a und e kollinear sind 529 . Somit wird f§ 0 maximal genau fur ew rf a
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und minimal genau fur e w rf a . In allen anderen Richtungen ist die Ableitung

Zu beachten ist, dass rf in die Richtung des steilsten Anstiegs im Definiti-
onsbereich von f weist, und nicht am Graphen von f.

14.6
Hohere Ableitungen

Wir betrachten nun hohere partielle Ableitungen. Existiert die partielle
Ableitung einer Abbildung f: R" ,¥ W nach einer Koordinate xx auf dem ganzen
Definitionsgebiet von f, so erhalten wir wieder eine Abbildung @xf: R" ,* W.

Man kann also eventuell ein weiteres Mal partiell di Lerknzieren, sagen wir nach x; .

Dann erhalten wir eine zweite partielle Ableitung

0%f
: R"
@xk@x

@|@kf "@| @kf ka X| kaX| 1! Wx

wobei wir hier verschiedene Schreibweisen fir dieselbe Sache au [TiAren. Und so
weiter ...Zum Beispiel ist
L
Om@@kf O@m @@kT  Touxm BB
Definition  Fur eine Abbildung f: R" ,¥ W ist die r-te partielle Ableitung

of

@kr .. @k2 @klf kalxk2 « Xkr @Xk @Xk
10 r

rekursiv erklart durch

Ok, .. Ok, 0, T 7 @k, @k, .0k, T ;
sofern alle Zwischenableitungen existieren.

z Fur f: RR Y R mitf x;y;z  x?y%sinz ist beispielsweise

fx  2xy*sinz; f, x%y%cosz;
fyy 8xy3sinz; f,y  4x%y3cosz;
fuyz 8xy3cosz;  f,yx 8xy3cosz: /

In diesem Beispiel kommt es auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
nicht an, es ist fyy, f,yx. Das ist aber nicht immer so.
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Abb 5

Zum Lemma von

Schwarz
d
Yo [ )
Q
C
a X0 b
2= Betrachte
3 3
X X
fRz!R;fx,y—)Z/ )2/
Xs Yy

Wegen f 0O; Oundf ;0 0 gilt

fx Oy lim fi
Somit ist

fxy Oy 1; fyx x;0 1;
fur alle x;y 2 R und damit fy, 0;0 fyx 0,0 . 7

Zum Gluck reicht die Stetigkeit der partiellen Ableitungen, um sie unabhéan-
gig von deren Reihenfolge zu machen. Die Quintessenz ist das

Lemma von Schwarz Sei f: R" .1 R™M stetig di Cerknzierbar, und seien
x und y zwei beliebige Koordinaten in . Existiert die zweite Ableitung
fxy auf und ist sie dort stetig, so existiert auch fyx auf , und es gilt

Ty  fyx:

fitth  Da nur die beiden Koordinaten x und y involviert sind und alle anderen
fixiert werden kénnen, beschranken wir uns auf den Fall RZ2. Fixiere einen
Punkt Xo;yo 2 und wahle Intervalle a;b um Xxp und c¢;d um yg so, dass
Q7 ajb c;d
Da f stetig di Cerknzierbar in x ist, gilt
ZX
fxy fay fx iy dt; Xy 2Q:
a
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Nach Voraussetzung ist fx, auf Q stetig. Aufgrund des anschlieRend bewiesenen
Lemmas 19 definiert das Integral daher eine in y di Cerenzierbare Funktion, deren
Ableitung man durch Di Cerknzieren >unter dem Integral« erhélt. Es gilt also
ZX
fy x5y  fy ay fyy t;y dt:
a

Ebenfalls wegen der Stetigkeit von fy, definiert dieses Integral fir festes y eine
nach x di Cerenzierbare Funktion. Somit ist auch fy x;y nach x di Cerknzierbar,
und es gilt

ZX

Oxfy Xy @ fuy Ly dt  fiy Xy !
0X a

Das folgende Lemma macht eine Aussage dariiber, wann ein sogenanntes
parameterabhéangiges Integral eine di Cerknzierbare Funktion definiert, deren
Ableitung man durch >Di [Cerknziation unter dem Integral< erhalt.

19 Lemma Sei Q a;b c;d mit Koordinaten x;y .lIst f: Q ¥ R stetig,
nach y partiell di Cerbnzierbar und fy, ebenfalls stetig auf Q, so ist auch
die Funktion

Zy
c;d T R; y f t;y dt
a

di Cerknzierbar, und es gilt
Zy
Oy fy ty dt:
a
fitth  Sei y ein innerer Punktvon c¢;d — Randwerte gehen analog. Aufgrund
des Hauptsatzes der Di Lerknzial- und Integralrechnung 1016 ist
Zy 1
y h y ft,y sh dt
0
Zy 2,
h fy t;y sh ds dt:
a 0

Damit folgt
1 Zp
h y h y fy t;y dt
ZnZy 2 ZnZy
fy t;y sh dsdt fy t;y dsdt
0 a O

fy tty sh fy t;y dsdt:
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Wegen der Kompaktheit von Q ist fy, auf Q gleichmaRig stetig 73, . Zu jedem
" >0 existiertalsoein =>0,sodassflurallet?2 a;b undalles2 0;1

fy bty sh fyty <™ jhj<
Fir diese h erhalten wir
Zy
1
oy h y fy t;y dt
h a
Z,Z,
fy tty sh fy, t;y dsdt
2 9.z
b41
"dsdt " b a
a O
Also gilt
Zy
i y h y - «  zm====
HET(]) h a fy t;y dt: iiiii

Ein entsprechender Satz gilt fur die Vertauschbarkeit héherer partieller
Ableitungen, wenn die entsprechenden Stetigkeitsbedingungen erftllt sind. Auch
aus diesem Grund sind Funktionen mit stetigen Ableitungen so wichtig.

Definition  Sei R" olfedund r £ 1. Dann bezeichnet C" ;R™ den Raum
aller Abbildungen f: T R™, die auf sédmtliche partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung r besitzen und diese dort auch stetig sind. Eine Abbildung
f2C" ;R™ heiBtvon der Klasse C" oder C™-Abbildung. —

Weiter setzt man
N\
Cl ;Rm - Cr ;Rm :
rEl
den Raum der unendlich oft partiell di Cerenzierbaren Abbildungen 1 RM,
Diese werden auch glattAlle diese Raume sind lineare Vektorraume. Im Fall
skalarer Funktionen schreibt man noch kirzer

Cc’ ~“Cc'" :R:

Satz Ist f 2C" ;R™ , soist jede partielle Ableitung von f der Ordnung r
unabhangig von der Reihenfolge der DiLerknziationen.
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= Totale Ableitungen

Wir haben partielle Ableitungen héherer Ordnung im Standardfall definiert,
jedoch nicht die entsprechenden totalen Ableitungen D?f; D3f; ... Dies werden
wir hier auch nicht tun — weil wir es nicht unmittelbar bendtigen, und weil dies
auch konzeptionell komplizierter ist.

Im Prinzip geht es um Folgendes. Ist f: V ,1 W total di Lerknzierbar, so ist

Df: V,T LV;W:

Nun ist der Zielraum wieder ein Banachraum. Also ist auch die zweite totale
Ableitung aufgrund unserer allgemeinen Definition erkléart — wenn sie existiert —,
und es ist

Df DDf : VILV,LV;W “LV V;W:

Somit ist D eine bilineare Abbildung von V nach W.
Und so weiter ... Die r-te totale Ableitung von f kann identifiziert werden
mit einer Abbildung

D'f: V,ILV - VW

die jedem Punkt im Definitionsbereich eine r-lineare Abbildung von V nach W
zuordnet. Auf die Details verzichten wir hier.
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Aufgaben

Far eine lineare Abbildung A: V ¥ W zwischen normierten Raumen gilt

kAXxki
sup kAxky sup X W,
kxky 1 0 x2v Kxky

Fur ein beliebiges Skalarprodukt h ; i auf dem R" gilt
hu;vi  hAu;Vvie
mit der symmetrischen Darstellungsmatrix A hei;eji 1 ij n-

Essei f: V ,1 W in einer Umngebung des Nullpunkts definiert und stetig. Gilt f h
o0 h ,soist f im Nullpunkt auch di Cerknzierbar, und es gilt Df 0 0.

Eine Abbildung f: vV ,8 W ist im Punkt a in Richtung v 2 V diLerknzierbar genau
dann, wenn es eine stetige Kurve ”: R,¥ W gibt, so dass

fa tv fa 7 tt

In diesem Fall ist @,f a 0.

Sei f: V ,1 W im Punkt a diLerenzierbar. Dann ist f auch di Cerenzierbar in a mit
derselben Ableitung, wenn man die Normen auf V und W durch &quivalente Normen
ersetzt.

Sei A: V I W eine lineare Abbildung zwischen zwei normierten Vektorrdumen. Dann
gilt Ah o h genau dann, wenn A 0.

Fir a> 0 sei
@ x2 1 kxkaa T supngr € jxnj < 1

Dieser Raum ist mit k ka1 ein Banachraum. Der Operator
D: “§ 1§, DX D Xnnglt NXn ngt

ist linear und bijektiv, aber nicht beschrankt.

Sei h ; i eine Skalarprodukt auf V. Dann gibt es zu jedem A2 L V;W ein symmetri-
sches Q2L V;W ,sodasshA ; 1 hQ ; 1.

Gegeben seien Funktionen ~;f;g: 1;1 ¥ R. Dabei sei stetig und

fh Oh; gh oh:

Bestimmen sie (naturlich mit Beweis) die Ordnung von
a f g b. g f ¢ fg d ¢g> e ~f

Bestimmen sie die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen R? I R.
a. ax? 2bxy cy?

b. exp x? y?2

c. sinxy cosxy exp x2y

Sei f: V I W dilerknzierbar. Fir 2 R und v;w 2V gilt dann

2

@ vfa ovf a; oy wf a ovf a Owf a :
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14 — Aufgaben

Die Funktion
2xy?
f: RRIR;, fxy —)(27yy4
besitzt im Nullpunkt samtliche Richtungsableitungen, ist dort aber nicht stetig.
Die Funktion
3
. P2 . . _Xy©
f: RRIR;, fxy — v
ist stetig und ist partiell di Cerenzierbar, aber bei 0 nicht di Cerénzierbar.
Gegeben ist die Funktion
3 3
X X
f: RPIR; fxy —%'
Xy
Zeigen sie, dass f alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung besitzt. Bestimmen sie
diese Ableitungen, insbesondere im Nullpunkt.
Zeigen sie, dass f: RZ I R mit
f x —jxj2sinjxje*
Uberall di Cerenzierbar ist. Besitzt f Uberall stetige partielle Ableitungen?
Man beweise den Mittelwertsatz fir skalare Funktion 14 .

FOir r >0 ist
8
<0; xjpor

Texp jxjie r Y jxi>r

:RTIR 7 x
stetig di Cerknzierbar.
Sei f: R" ¥ R diLlerknzierbar und 2 R.Gilt f tx t f x furalle xund t >0, so
folgt
Df x x f x:
Hiervon gilt auch die Umkehrung. Hinweis: Bestimmen sie eine DGI fur

T tfx fitx:

Gegeben sei

3
3 . . X .
f: R 1 R, f % _Xziyz
a. Beide partielle Ableitungen von f existieren und sind auf R? beschrankt.
b. Jede Richtungsableitung @,f 0;0 fir h 0 existiert.
c. Die Funktion f istim Punkt 0;0 nicht diLerenzierbar.
d. FuUr jede regulare Kurve 1;1 " R%istg f di Cerknzierbar.

Seien h ; i:V ¥ R ein Skalarprodukt und A: V ¥ V linear, aber nicht notwendiger-
weise symmetrisch. Zeigen sie, dass

f: VIR, fx hAX; Xi

14.31
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14 — Mehrdimensionale Differenziation

di Cerknzierbar ist, und bestimmen sie die Ableitung.
Produktregel Seien h ; i:V ¥ R ein Skalarprodukt und f;g: V ¥ V dilerknzierbare
Abbildungen. Zeigen sie, dass

: VIR, *x hfx;gxi

di Cerknzierbar ist, und bestimmen sie die Ableitung.
Bestimmen sie die Jacobimatrizen der folgenden Abbildungen.
a f:RYIR'mitfx jxj
b. f: REIREmitft  t?cost;t?sint;sinht ~
c. f:R*1R?mitf ajb;c;d o ab cd;az:clz_2 b2d2 >

xsiny sinz
d f: R®RIR® mitf xy;z (%xsinycosz§

X COSYy

Seien f;g: R" I R diLlerknzierbare Funktionenund = fg.
a. Bestimmensie D” x h fir h2 R".
b. Bestimmen sie r* x beziglich des Standardskalarprodukts.

Sei | ein kompaktes Intervall und C I mit der Supremumsnorm versehen. Dann ist

z
1
S Cl IR fZ f2tdt
2
di Cerknzierbar rznit
D f ft tdt
1
Variante des Lemmas von Hadamard Sei f 2 C2 und 0 2 . Dann gibt es Funk-
tionen gi1;..;gn 2 C so dass
X
f x fo Xigi X :

i1
Ist f: R" ¥ R stetig di Lerknzierbar und L-lipschitz, so ist Df gleichmaRig beschrankt
in dem Sinne, dass in jedem Punkt

kDf x k™ sup M
o hzrn  Jhi

Die Funktion u 2 C2 R? erfille die Di [erenzialgleichung yux Xuy . Dann ist Du 0;0
0, und es existiert ein > 2C! 0;1 derart,dass u x;y  ~ x® y? .Gilt dies auch,
wenn nur u 2 C! R? vorausgesetzt wird?

Konstruieren sie eine Kurve = 2 C°% 0;1 ;R? und eine Funktion f 2 C! R? so, dass
Df * t 0;
aber f * t nicht konstant ist. (H. Whitney, Duke Math. J. 1 (1935) 514-517)

Kettenregel Sind *: R™ ¥ R" im Punkt a und f: R" ¥ R im Punkt * a dilerkn-
zierbar, so istauch f ~: R",! R im Punkt a diCerknzierbar, und es gilt

rf > a D> arf ”a

14.32
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Funktionen
mehrerer VVariablen

Wir untersuchen nun skalare Funktionen auf das Vorliegen von Extremal-
stellen. Der Satz von Fermat gilt auch hier, und eine Betrachtung der zweiten
Ableitung in Form der Hessematrix ergibt hinreichende Bedingungen fiir das Vor-
liegen von Maxima und Minima. Daran schlief3t eine kurze Diskussion konvexer
Funktionen an.

Ausganspunkt ist die Taylorsche Formel in hdheren Dimensionen.

15.1
Die Taylorsche Formel

Die Formel von Taylor in h6heren Dimensionen ist eine direkte Folge der
klassischen Formel in einer Dimension. Ist die Strecke a;a h im Definitions-
bereich von f: V ,1 W enthalten, so kdnnen wir bei entsprechender Diferenzier-
barkeit von f die Funktion

:R,OW; t,fa th

um O entwickeln und bei t 1 auswerten, um f a h darzustellen. Dabei
treten die héheren Richtungsableitungen

k — ak . .
Okf a ~“@ifa th KEL

auf, die wir anschlieRend durch die partiellen Ableitungen von f der Ordnung k
darstellen werden.

15.1
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15 — Funktionen mehrerer Variablen

Satz von Taylor in héheren Dimensionen Sei f: V ,81 W eine C" 1-Abbildung.
Gehoért a;a h zum Definitionsbereich von f, so gilt

fa h Tifh Rifh

mit dem r-ten Taylorpolynom an der Stelle a,
r - X 1 k .
Tif h H@hf a;
k 0

und dem Restglied
141
Rafh 5 1 trer 'fa thdt:
-0
fitth  Nach Voraussetzungist = :t , f a th ineiner Umgebungvon 0;1
wohldefiniert. Aufgrund der Kettenregel 1412 ist
"0t @.fa th Dfa thh
Mit Induktion folgt, dass
>kt @ a th

durch die totale Ableitung von f der Ordnung k dargestellt wird. Somitist = auf
0;1 von der Klasse C" 1, und die klassische Taylorformel mit Integralrest g »
ergibt

Z
X =k o 171
1 T*I 1tr,r1tdt:
k 0 ' r: o

Ersetzen wir * durch die entsprechenden Ausdrucke in f, so erhalten wir die

Bemerkungen a. Diese Formulierung des Satzes von Taylor ist koordina-
tenunabhéangig, denn sie benétigt nur die Richtungsableitung @ .
b. Furn 1ist

okf a X ahk

und wir erhalten wieder die klassische Taylorformel g2, .

15.2 09.02.2022 — 15:04



151 — Die Taylorsche Formel 395

= Multiindex-Notation

Um die Richtungsableitungen @}'jf im Standardfall durch die partiellen Ab-
leitungen von f bequem darzustellen, fUhren wir nun die Multiindex-Notation ein.
Ein Multiindex ist ein Tupel mit ganzzahligen, nichtnegativen Komponenten,

13 n 2Ng:
Diese bezeichnen wir im Allgemeinen mit griechische Buchstaben. Potenzen von
X  X1:...%Xn 2 R" mit 1.5 n 2 Ng sind definiert als
h'd
X Xt X" X'

wobei vereinbarungsgeman xi0 1.
Entsprechend erklart man die Ableitungsoperatoren
@ et .. @, (P

i1

wobei vereinbarungsgemaR @° 1, die Identitat. Es ist also
1 LI
ey ik
Es wird i-mal nach x;, »-mal nach X2, .., n-mal nach x, di[Lerknziert. Ist

i 0, sowird nicht nach x; di Cerenziert. Wegen des Lemmas von Schwarz 1418
kommt es fir hinreichend oft di Cerknzierbares f auf die Reihenfolge der partiel-
len Ableitungen nicht an, nur auf die jeweilige Anzahl. Genau diese Informationen
beinhaltet der Multiindex.

SchlieB3lich setzt man noch

1t .. n'y ] ] 1 - ns

und nennt j j die Lange von . Da alle Komponenten von nichtnegativ sind,
sind Betréage nicht noétig.

= Furf2¢c4 R® und 3;1;0 sowie 1,0;2 ist
1 1 1 1
7!@ f 6fXXXy; —!@ f Efxzzi /

Wir bendtigen noch folgende Verallgemeinerung der binomischen Formel.

09.02.2022 — 15:04 15.3



396 15 — Funktionen mehrerer Variablen

2 Lemma In einem kommutativen Ring gilt

X
m
1 n I1 Im
i1;..im 1
X m! X m!
| I 1 Ty mAL
jim 17N iim
wobei 1., n .
fith  Die erste ldentitat drickt aus, dass wir 1 .. n ™M erhalten, indem
wir samtliche Produkte aus m Faktoren aus den Elementen 1;..; n bilden und

diese aufsummieren. Dies beweist man durch Induktion.

Die zweite Identitat folgt hieraus durch kombinatorische Uberlegungen. Die
Anzahl aller im ersten Schritt gebildeten Produkte, die wegen der Kommutativitat
der Multiplikation gleich dem Produkt ;* .. " sind, ist

m!
1! ! :
Denn einerseits missen wir alle Permutation der m Faktoren zéhlen, und deren
Anzahl ist m!. Andererseits durfen wir nicht die Permutationen der identischen
Faktoren untereinander zdhlen, und deren Anzahl ist 1! .. p!. Dies ergibt die
zweite Identitat.

3 Korollar Ist das Lemma von Schwarz anwendbar, so gilt

1 X 1
— @ —h @ ; m £ O:
m! o !
jim
Insbesondere ist

X 5 X
On hy@x; (G hih@x0;:
k 1 Kl 1
fitth  FOUr m O ergeben beide Seiten vereinbarungsgemaf die ldentitéat, und
es nichts zu zeigen. Fir m 1 und h hy;..;hy st
x
@n hi@1 .. bhn@n he;
ji1
den lauft hier Uber alle 0;..;1;..;0 . Die Behauptung gilt hier also ebenfalls.
Und kénnen wir samtliche partiellen Ableitungen vertauschen, so gilt aufgrund

des letzten Lemmas fur m £ 2
1 X 1

i@ﬁq — h1@1 .. hp@n ™ —h @ : iiii
m! m! . I

15.4
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Die Taylorsche Formel kdnnen wir nun wie folgt schreiben.

Satz von Taylor in Multiindex-Notation Sei f: R™ ,1 W eine C" -Abbildung.
Gehoért aj;a h zum Definitionsbereich von f, so gilt

X 1
fa h fl@fah R;fh
. iir -
mit
Z, X h
RLf h r 1 1 tF —I@fa th dt:
0 !

jira1
Im Fall einer skalaren Funktion gilt sogar

RIf h —0 fx
iira

miteinem x2 a;a h >

fitth -~ Aufgrund des Korollars zur binomischen Formel ; ist
1 X h
—@0Kf a th —@ fa th:
k! - !
ik
Mit dem allgemeinen Formel von Taylor ; folgt daher
z
17t X h
t"r 1! —I@fa th dt
jir1 -
Zl x

h
r 1 1 tF —I@fathdt:
0 !

Rafh

jir1l
Dies ist die erste Restgliedformel. Fur eine skalare Funktion besteht der letzte
Integrand aus dem Produkt einer auf 0;1 stetigen Funktion mit der auf 0;1
nichtnegativen Funktion 1 t ". Hierauf kdnnen wir den Mittelwertsatz der
Integralrechnung 106 anwenden und erhalten

X n Zy

RIF h —@ f a h r 1 1 t'"dt
! 0

miteinem 2 0;1 undx a h2 a;a h ,hdenn
Zq
1

1 t"dt
0 r 1

Wir bendtigen die Taylorformel vor allem bis zum quadratischen Restglied.
Hierbei spielt die Hessematrix eine zentrale Rolle.

155
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15 — Funktionen mehrerer Variablen

Definition FUr eine C2-Funktion f: R" ,¥ R heiflt
Hf a ™ fyx @ 1 k1 n
die Hessematrix oder Hessische von f an der Stelle a.

Wegen des Satzes von Schwarz ist die Hessische einer C2-Funktion immer
eine symmetrische Matrix.
=z a Furf:R® IR mitf x;y;z xy?sinz ist

(6] 1
0 2ysinz y2?cosz

Hf BZysinz 2xsinz 2xycosz§:
y2cosz 2xycosz Xxysinz

b. FuUr ein lineares Funktional L: x , hv;xi ist HL O.
c. Fir eine quadratische Form
X

Ak Xk X|

1
f: RTIR;, fx = hAX;Xxi
2 kl 1

N[

mit einer symmetrischen Matrix A a, und dem Standardskalarprodukt ist
fuo Ak 1 kI n

Also ist
Hf A /

Quadratische Taylorformel Sei f: R" ,# R zweimal stetig di Lerknzierbar.
Gehért a;a h zum Definitionsbereich von f, so gilt

fa h fa hrfa;hi %thxh;hi Q)

miteinem x2 a;a h .

fitth  Dies folgt aus der Taylorformel in Multiindex-Notation 4 mit r 1. Der
Multiindex der Lange O ergibt den Term f a , die Multiindizes der Ldnge 1 den
linearen Term

X
fx, @ he hrf a ;hi:
k1
Das Restglied fur skalare Funktionen ergibt den Term
X 1 1 X 1
—!@ f h = fro X hihy Eth x h;hi

iiz2 2k;|1

15.6
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Bemerkung Dieses Ergebnis ergibt sich auch direkt aus dem entsprechen-
den eindimensionalen Satz. Fur ~ t fa th gilt
Zl

=1 =0 =%0 1t =%¢ dt:
0

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 106 und
= 0 hHf x h;hi

ergibt dies (1). Aber hier ging es ja auch im allgemeinere Betrachtungen.

= Polynome und Taylorreihen
Definition Ist  ein Multiindex, so heif3t die Funktion
R"IR; X ,X 7x"=Xx,"

ein Monom in n Variablen vom Grad j j. Eine Linearkombination
X
R"I'R; x, a x
JiN
mit reellen Koe [ziehten a heilt reelles Polynom in n Variablen. Sein Grad
ist maxfj j:a 0g. —

z a. Esist xy?z® einMonomvom Grad 6,und 1 x xy? xy?2z2 ein Polynom
vom Grad 6.
b. Das Nullpolynom hat Grad 1, da max ;3 1. 7

Jede partielle Ableitung verringert den Grad eines Polynoms um 1, wenn es
nicht das Nullpolynom ist. Nach endlich vielen Ableitungen erhélt man somit das
Nullpolynom. Hiervon gilt auch die Umkehrung.

Satz Ist f: V ,! R von der Klasse C" 1 und
ef o jj or 1

so ist f lokal ein Polynom vom Grad r.

fiith  In einer Umgebung eines beliebigen Punktes a im Definitionsbereich
von f gilt aufgrund des Satzes von Taylor 4
X 1
f x 0 fax a R M x :
iir
Nach Voraussetzung verschwindet das Restglied, und es bleibt ein Polynom vom
Grad r. iiiii

15.7
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Der Satz macht nur eine lokale Aussage, da eine solche Funktion auf nicht zu-
sammenhangenden Komponenten seines Definitionsbereichs durch verschiedene
Polynome definiert sein kann.

Eine C1-Funktion f: V ,1 R kdnnen wir um einen Punkt a seines Definiti-
onsbereiches formal in seine Taylorreihe

X1
Toaf X ™ —I@fax a

entwickeln. Bereits im eindimensionalen Fall braucht diese jedoch in keinem
Punkt x a zu konvergieren. Und selbst wenn sie konvergiert, muss sie nicht
die Funktion f darstellen - siehe das Gegenbeispiel von Cauchy 12 3. Ist dies aber
der Fall, so nennt man die Funktion f reell analytisch in n Variablen.

Es gilt zum Beispiel folgender Satz in einer wie in mehreren Dimensionen.

Satz Sei f: V ,1 R von der Klasse C1. Existiert zu einer Kugel B, a im
Definitionsbereich von f ein M > 0, so dass

M
—_ 2 Ng;

1 . .
— sup j@ f xj 3

''x28B, a

so konvergiert die Taylorreihe T,f auf jeder abgeschlossenen Kugel in
B, a absolut und gleichméaRig gegen f.

Da wir den Satz nicht benétigen, ist der Beweis als Ubung Uberlassen 4.3 .
Seine Voraussetzung ist zum Beispiel erfillt fur die in Kapitel 9 betrachteten
elementaren Funktionen.

15.2
Kritische Punkte

Wir betrachten nun skalare Funktionen f: V ,I R. Den Graphen einer sol-
chen Funktion kann man sich als H6henprofil tGber ihrem Definitionsbereich
vorstellen — zumindest wenn V zweidimensional ist. Ist f di Cerknzierbar, so
besitzt dieses Profil in jedem Punkt eine Tangentialebene. Diese ist eine direkte
Verallgemeinerung des Begri [Sdler Tangente.

Definition Ist f: V ,1 R im Punkt a di[erknzierbar, so heif3t der Graph der
a [nem Funktion

T: VIR, z fa Df a x a

die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt a;f a

15.8
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2 a. Sei V ein Hilbertraum und v 2 V. Die Tangentialebene des linearen
Funktionals L, : x , hv;xi im Punkt a ist gegeben durch

z hv;ai hv;x ai hv;xi;

ist also identisch mit dem Graphen der Funktion.
b. Die quadratische Form x , hAx;xi hat in xo die Ableitung h2AXxo; i
und damit die Tangentialebene

Z hAXg;Xoi h2AXxg;X Xoi h2AXg;X Xo=2i: /

Im Standardfall ist die Tangentialebene eine Hyperebene im Raum R" R,
die sich durch den Gradienten wie folgt beschreiben lasst.

Satz Ist f: R",! R im Punkt a di Cerknzierbar, so ist
Na ™~ rfa;l1 2R" R
der Normalenvektor der Tangentialebene an den Graphen von f Uber a. —

fitth - Ausgedruckt mithilfe des Gradienten lautet die Gleichung der Tangen-
tialebene z f a hrf a ;x ai, was aquivalent ist zu

O h rfa;x ai, hl;z fai;

h rfa;l; x az fa i,;q:

Dies ist genau die Normalengleichung dieser Ebene im Raum R" R mit Koordi-
naten X;z und Standardskalarprodukt h ; i, 1, der Normalenvektor ist

N a rfa;1l: iiiii

Abb 1

Eine Tangentialebene

15.9
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= Extremalstellen

Fur skalare Funktionen ist es sinnvoll, nach der Existenz lokaler Extrema zu
fragen. Diese sind genau wie fur Funktionen einer Variablen erklart.

Definition Eine Funktion f: V , R besitzt im Punkt a ein lokales Minimum,
wenn es eine Umgebung U von a im gibt, so dass

f a f x; X2 U:
Das lokale Minimum heif3t strikt, wenn sogar
fa<fx; X 2 Unfag:

Der Punkt a selbst heil3t eine Minimalstelle von f. Entsprechend sind lokales
Maximum und Maximalstelle erklart.

Minima und Maxima werden gemeinsam als Extrema bezeichnet, und Minimal-
und Maximalstellen gemeinsam als Extremalstellen. Fur diese gilt der Satz von
Fermat g g entsprechend auch hier.

Satz von Fermat Besitzt die Funktion f: V ,¥ R im Punkt a eine Extremal-
stelle und ist sie dort total di Lerknzierbar, so ist Df a 0. —

fitth  Der Definitionsbereich von f: V ,I R ist vereinbarungsgeman o [en.
Somit ist f auf einer o Ceden Umgebung von a erklart. Fur jeden Vektor v 0
istdann *:t , f a tv aufeinem oleden Intervall um O erklart und besitzt
int 0 ein lokales Extremum. Da aufgrund der Kettenregel * dort auch
di Cerknzierbar ist, gilt nach dem klassischen Satz von Fermatgg * O 0, also

0 fa tv- Df a v:
t O

Da dies fur jeden Vektor v gilt, ist Df a 0. iiiii
2 In einem Hilbertraum V besitzt die Funktion
1
f: VIR, fx Ehx;xi

aufgrund der Definitheit des Skalarprodukts bei x 0 ein striktes Minimum.
Und in der Tat verschwindet genau dort auch Df x hx; i. 7/

Definition Ist f: V ,¥ R im Punkt ¢ total di Lerknzierbar und Df ¢ 0, so
heil3t ¢ ein kritischer oder stationarer Punkt von f. —

Der Satz von Fermat besagt also auch fur di Cerenzierbare skalare Funktio-
nen in hdheren Dimensionen, dass eine Extremalstelle im Innern notwendig ein
kritischer Punkt ist. Die Tangentialebene an dieser Stelle ist dann horizontal, das
heilt, von der Form V  fwg.

15.10
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s Definite Matrizen

In der eindimensionalen Theorie haben wir hinreichende Bedingungen fir die
Existenz eines lokalen Extremums mithilfe der zweiten Ableitung formuliert g 4.
In héheren Dimensionen wird die zweite Ableitung aber nicht mehr durch eine
reelle Zahl, sondern im Standardfall — den wir von nun an betrachten — durch die
Hessematrix dargestellt. Es geht also darum, geeignete hinreichende Bedingungen
bezlglich solcher Operatoren zu formulieren.

Sei S n der Raum aller reellen symmetrischen n  n-Matrizen

A Ad 1kl n AT A
Dies ist ein reeller Vektorraum der Dimension n n 1 =2.

Definition Eine Matrix A2 S n heil3t
(i) positiv definit, geschrieben A > 0, falls

hAv;vi > 0; 0O v2R";
(ii) positiv semidefinit, geschrieben A £ 0O, falls
hAv;vi £ O; v 2R

(iii) negativ definit, geschrieben A <0, falls A >0,
(iv) negativ semidefinit, geschrieben A 0, falls A £0,
(v) indefinit, geschrieben A 0, im verbleibenden Fall.

Eine Matrix A 2 S n st also indefinit, wenn hAv;vi das Vorzeichen wech-

selt. Alle diese Falle treten bereits bei Diagonalmatrizen auf.
1 1 1

1 1 1
= Im R? gilt >0, EO, 0. 7
1 0 1

Lemma Fdr eine Matrix A2 S n sind aquivalent:

(i) Esist A=>0.

(i) Es gibtein >0, so dass hAv;vi & jvj2 fur alle v 2 R".
(iii) Es gibtein >0, so dass A En £0. —

fitth (i) ) (ii) Die quadratische Form
Q:R"I'R;, Qv hAV; Vi

ist stetig und nach Voraussetzung auf der Einheitssphare S" 1 positiv. Wegen
der Kompaktheit von S" 1 nimmt sie ihr Minimum an, so dass

“inf Qu >0:
juj 1

15.11
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Fur ein beliebiges 0 v 2 R" gilt dann mit u  v=jvj die Abschéatzung
hAv;vi jvsz u £ jvjz:
Dies bleibt auch fur v 0 gultig, womit (ii) gezeigt ist.
(i) ) (iii) Aus der Voraussetzung folgt
h A En V:vi hAv;vi jij/EO; v 2R
Somit ist A E, £0.
(iii)) ) (i) Mit der letzten Ungleichung gilt
hAv:vi £ jvj?>0; v O

also A > 0. iiiii

Die Definitheitseigenschaften einer symmetrischen Matrix lassen sich direkt

aus ihrem Spektrum ablesen, das ja reell ist.

8 9
>

[

2
Lemma Sei A2S n .Dannist A 0 genau dann, wenn alle Eigenwerte
8 » g<%
g positiv -
nicht negativ™ . . . .
von A sind. Und es ist A 0, wenn wenigstens zwei

§ negativ §
© nicht-positiv ~*

nichtverschwindende Eigenwerte entgegengesetztes Vorzeichen haben.

fitth  Eine symmetrische Matrix A besitzt ein Orthonormalsystem von Eigen-

vektoren ws;..;wn zu den Eigenwerten 1;..; n.Esistalso

Awy KWi; hwic; wii Kl
Far v viwi .. VvpWwp istdann Av 1VIWL .. nVaWn und

- - X 2
hAv;Vvi iVivj hwi,wji Vi
ij 1 i1

Also ist

minf 1;..; ngjvi® hAv;vi maxf 1;.; ngjvi’;

Speziell fur symmetrische 2 2-Matrizen ergibt sich hieraus folgendes

15.12
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Korollar FUr eine reelle symmetrische Matrix A ab gilt:
(i) A0 &a detA>=0"a=0, b d

(ii) A<O a detA>0"a<0o,

@iii) A° 0 &a detA<O0. —

fitth  Bezeichnen 1 und » die beiden Eigenwerte von A, so gilt bekanntlich
detA 1 2. Ist det A < 0, so haben beide Eigenwerte entgegengesetztes Vor-
zeichen, und A ist indefinitg. Ist det A > 0, so ist A definit, und a hAe;;ezi

entscheidet Uber das Vorzeichen. iiiii
Nun benétigen wir noch eine Stetigkeitsaussage fiir Matrizenfunktionen.

Lemma Die Matrixfunktion A: V ,§ S n seistetigund A ¢ > 0. Dann
existiert eine Umgebung U von c,sodass A x >0 furalle x2U. —

fitth  Es existiertein >0 g, so dass
hAc v;vi £E2 jvj2; v2V:
Aufgrund der Stetigkeit von A existiert dazu eine Umgebung U von c, so dass
kA x Ack ; x2 U:

bezuglich der induzierten Operatornorm k k. Mit der Schwarzschen Ungleichung
folgt

JhA X v;vi  hA c v;Vvij
Jh Ax Ac v;vij
jAXx Ac vjjvi kAx AcKkjvi® jvj*:
Also ist
jhA x vivij EjhA c vivij  jviZE2 jvi®  jvi®  jvj’:

Hinweis Das Lemma wird falsch mit £ anstelle von >.

15.3
Lokale Extrema

Nun zurtick zum eigentlichen Problem, der Charakterisierung von Extremal-
stellen. Wir formulieren die Ergebnisse fur Minimalstellen, fur Maximalstellen
sind die Aussagen entsprechend abzuwandeln.

15.13
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11 Satz Ist ¢ eine lokale Minimalstelle einer C2-Funktion f: R" ,! R, so ist
Hf ¢ £0: —

fitth  Far jedes v 2 R" besitzt die Hilfsfunktion =:t , f¢c tv int O
ein lokales Minimum. Also gilt

=00 @2fc hHf cv;viEO:

Dieser Satz formuliert eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung,
wie bereits die kubische Parabel t , t3 zeigt. Um die Existenz einer Minimalstelle
zu garantieren, braucht es etwas mehr.

12 Satz Sei ¢ ein kritischer Punkt einer C2-Funktion f: R" ,1 R. Gilt
Hf x £0
in einer Umgebung U von c, so ist ¢ eine lokale Minimalstelle. Gilt sogar
Hf ¢ >0;
so ist ¢ eine strikte lokale Minimalstelle.

fitth  Da ¢ ein Kritischer Punkt ist, gilt rf a 0. Auf einer kleinen kugel-
formigen Umgebung U von c gilt aufgrund der quadratischen Taylorformel s

fc h fc %thxh;hi

miteinem x2 c;c h .Ist U hinreichend klein, so ist nhach Voraussetzung auch
hHf x h;hi £ 0 und somit

fx £fc; X2 U:

Also ist ¢ eine Minimalstelle.
Gilt Hf ¢ >0, soistauch hHf x h;hi >0 furalle x2 U und h 0, wenn
U hinreichend klein ist 10 . Also folgt mit demselben Argument

fx >fc; x 2 Unfcg;

und c ist eine strikte Minimalstelle. iiiii
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Abb 2

Das Paraboloid x? y?

gy

= Typische Falle

Wir beschreiben nun einige typische Félle von Funktion f: RZ I R mit
einem kritischen Punkt im Nullpunkt.

z Der definite Fall Betrachte

fxy x> y&
Esist
1 1
2x 20
rf ; Hf
2y 02

Also ist 0 der einzige kritische Punkt von f. Da auRerdem Hf > 0 auf ganz R?,
ist O eine strikte lokaleMinimalstelle. Der Graph von f ist ein nach oben ge6 [née-
tes Paraboloid wie in Abbildung 2.

Fur die Funktion f ist O entsprechend eine lokale strikte Maximalstelle,
und ihr Graph ein nach unten geo [ndtes Paraboloid. 7

Ist die Hessische in einem kritischen Punkt semidefinit, aber nicht definit,
so ist mindestens einer ihrer Eigenwerte Null. In diesem Fall kann der Graph von
f sehr unterschiedliche Gestalt annehmen.

= Der semidefinite Fall  Betrachte

fxy x2 y4% gxy x4 hxy x* y*

In allen Fallen ist O der einzige kritische Punkt mit Hessematrix
1
20
00

£ O:

Die Funktionen verhalten sich um 0 jedoch sehr unterschiedlich:
(i) f hat ein striktes Minimum, ahnlich zu Abbildung 2,
(i) g hat ein nichtisoliertes Minimum wie in Abbildung 3,
(iii) h hat kein Minimum, sondern bildet einen A [edsattel wie in Abbildung 4. 7

15.15



408

15 — Funktionen mehrerer Variablen

Abb 3

Die Rinne x2

>

Der semidefinite Fall ist in vielen Féllen schwierig zu behandeln. Oft kann
man ihn aber als eine »nicht typische« oder >entartete« Situation betrachten, die
>normalerweise« nicht auftritt. Betrachtet man nur die snichtentartetenc« Félle, so
wird die Situation meist sehr viel Ubersichtlicher.

Definition Ein kritischer Punkt ¢ einer C2-Funktion f: R" ,I R heif3t nichtdege-
neriert oder nichtentartet, falls

detHf c 0:
Andernfalls heil3t er entartet oder degeneriert. —

In einem nichtentarteten kritischen Punkt hat die Hessische somit keine
verschwindenden Eigenwerte und kann nicht semidefinit sein. Sie ist entweder
definit oder indefinit. Dieser Fall hat ebenfalls einen eigenen Namen.

Definition Ein nichtentarteter kritischer Punkt ¢ einer C2-Funktion f heilt
Sattelpunkt, falls die Hessische Hf ¢ indefinitist. —

Im Falle einer Funktion zweier Variablen ist dies aquivalent mit der Be-
dingung detHf ¢ < 0. In hdheren Dimensionen ist diese Bedingung jedoch
nur hinreichend, aber nicht notwendig, denn die Anzahl positiver wie negativer
Eigenwerte kann positiv und gerade und die Determinante damit positiv sein.

Abb 4

Der A [edsattel x? y3

15.16



153 — Lokale Extrema 409

Abb 5

Der Sattel x% y?

2z Sattelpunkt Betrachte

fxy x> yZ
Esist
1 1
2X 2 0
rf ; Hf
2y 0o 2

Hier ist O wieder der einzige kritische Punkt von f, und esist Hf 0. Es liegt
ein Sattelpunkt wie in Abbildung 5 vor. 7

= Das Lemma von Morse

Die Bedeutung nichtentarteter kritischer Punkte besteht darin, dass dort
Funktionen lokal bereits durch die Anzahl der negativen Eigenwerte der Hessi-
schen vollstandig charakterisiert sind.

13 Lemma von Morse Die C3-Funktion f: R" ,I R besitze einen nichtentarteten
kritischen Punkt c¢c. Dann existieren Koordinaten u ui;..;Un um c so,

dass

fu fc v .. u2 uz, . Ui
wobei

k indc “cardf 2 Hfc : <O0g

der Index des kritischen Punktes ¢ genannt wird.

Das heil3t, es gibt eine Koordinatentransformation * : Ug ¥ U von einer
o Leden Umgebung Up von O auf eine o Cede Umgebung U. von c, so dass

- 2.
f u fc uy .. ug u; .. up

in den neuen Koordinaten u Ui;..;Un .Somit kommt es nur auf die Vorzeichen
der Eigenwerte an. Alles andere spielt lokal keine Rolle. Einen Beweis des Lemmas
findet man zum Beispiel in Lang, Real Analysis, Kapitel VII.
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Abb 6 a;

Punkt mit minimaler

Quadratabstandssumme as

In den passenden Koordinaten wird damit f bis auf eine unwichtige additive
Konstante zu einer einfachen diagonalen quadratischen Form, die vollstéandig
durch den Index k des kritischen Punktes ¢ bestimmt ist. Da dieser Index nur
n 1 verschiedene Werte annehmen kann, erhalten wir folgendes

Korollar Im R" gibt es genau n 1 verschiedene nichtentartete kritische Punk-
te, und zwar strikte Minimalstellen, strikte Maximalstellen, und Sattelpunkte
mitindex k 1;..;n 1. —

= Zwei Extremwertaufgaben

Als Anwendungsbeispiele betrachten wir zwei typische Extremwertaufgaben
sowie das Maximumprinzip fur harmonische Funktionen.

2 Extremwertaufgabe Gegeben sind m Punkte az;..;am im R". Gesucht ist
ein Punkt ¢ im R", so dass die Summe aller ihrer quadrierten Abstande zum
Punkt ¢ minimal wird.

Gesucht ist demnach das Minimum der Funktion
1 X
d: RTIR; dx — kx ak?:
2m .
i1
wobei die Division durch 2m nur die folgenden Formeln vereinfacht und sonst
keine Bedeutung hat. Das Quadrat der euklidischen Norm ist di Lerknzierbar, mit

r kx ak? 2xX a:

Also ist

rd x

3|+
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dem arithmetischen Mittel der Punkte aj;..;am, beziehungsweise dem Schwer-
punkt des Koérpers mit gleichen Massen in den Punkten aj;..;am. Aus der Geo-
metrie des Problems ist klar, dass dies ein lokales und sogar globales Minimum
ist. Die Hessische von d ist tbrigens Hd E >0. 7

z= Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung Zu bestimmen ist derjenige Qua-
der, der bei vorgegebener Kantenlédnge das grof3te Volumen einschlief3t.
Sind x;y;z die Kantenlangen des Quaders, so ist also die Funktion

V Xxyz

zu maximieren unter der Vorgabe, dass x y z K konstant ist. Aufgrund
der Homogenitéat des Problems in allen drei Koordinaten kénnen wir K auf einen
beliebigen positiven Wert fixieren, zum Beispiel auf K 3. Dannistz 3 x y
und

V Vxy xy3 x y 3xy x xy?%

Fur den Gradienten erhalten wir damit
1

3y 2xy y?2~
rVv x; :
Y 3x 2xy X2

Dieser Gradient besitzt die vier verschiedene Nullstellen
0;0 ; 3;0 ; 0;3 ; 1;1 ;

aber nur der letzte hat positive, physikalische sinnvolle Koordinaten. Auch hier
ist aufgrund geometrischer Uberlegungen klar, dass es sich um das globale

Maximum der Volumenfunktion auf dem ersten Quadranten in R3 handeln muss.

Das Maximum wird also von einem Quader mit drei gleichen Seiten erreicht, was
auch nicht weiter Uberrascht.

Die Hessische ist Gbrigens
L
2y 3 2x 2y

HV Xx; :
Y 3 2x 2y 2%
und es gilt
L
HV 2 1 <0
X; :
y xy 1 1 2

Ein allgemeines Verfahren fiur solche Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen
werden wir Ubrigens spater kennenlernen. 7
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= Das Maximumprinzip fur harmonische Funktionen

Definition Eine C2-Funktion u: R" ,¥ R heiRt harmonisch, falls

X
u—  ugxg O
i1
in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches.

Der Di Lerenzialoperator

X 2 2 2
er ey .. 05

i1
heil3t Laplaceoperator und spielt in der Physik und vielen Anwendungen eine
fundamentale Rolle. Salopp gesagt beschreibt er die Beschleunigung in Newtons
Gesetz Kraft Masse Beschleunigung. Zum Beispiel beschreiben harmonische
Funktionen Gleichgewichtsldsungen fur viele wichtige partielle Di Cerknzialglei-
chungen.

2 a. Auf einem Intervall ist eine Funktion u harmonisch genau dann, wenn
u®  o;
also wenn sie linear ist.
b. Ist p ein beliebiges Polynom mit komplexen Koe [Ziéhten, so ist
u: RPIR uxy <px iy

harmonisch. Dasselbe gilt fir den Imaginarteil 5.6 .
c. Fur n £2 ist s
<logjxj; n 2
u: R'nfog ' R; u x __9211
-jxjic"; nES3
harmonisch. 7

Wir betrachten Funktionen in C° =~ \ C2 , mit R" o[end und be-
schréankt. Diese sind also C? in und noch stetig auf dem Abschluss von
Dies schlief3t aus, dass die Funktionen am Rand von unbeschrankt werden.

Maximumprinzip Sei  beschrankt und ofeAund u2C®  \C?2 in
harmonisch. Dann gilt:
(i) Die Funktion u nimmt ihr Maximum auf dem Rand an:

maxu maxu:
e

(i) Ebenso nimmt juj sein Maximum auf dem Rand an.
(iti) Ist u auf dem Rand von konstant, so ist u Uberall konstant.

15.20



153 — Lokale Extrema 413

fitth (i)  Wegen @ ~ist natirlich maxg u  max—u. Um auch die
umgekehrte Ungleichung zu erhalten, betrachten wir die modifizierte Funktion

w u "v; ">0;
mitv x x? .. x2E0.Esist v 2n>0 unddamit
w u "v 2n"=0:

Diese Funktion besitzt in keine Maximalstelle. Denn ware ¢ eine solche Maxi-
malstelle, so ware Hw ¢ 0 11 und damit kein Eigenwert von Hw ¢ positiv.
Dann ware aber auch

w a spurHw c 0;

im Widerspruch zu w > 0. Somit besitzt w in keine Maximalstelle.

Andererseits ist w nach Voraussetzung auf B stetig. Diese Menge ist ab-
geschlossen und beschrankt, und damit kompakt. Also nimmt w auf "~ sein
Maximum an, und es gilt folglich

maxw maxw max u v :
@ @

Nun ist auf  einerseits u w und andererseits v r2 mit einem hinreichend
grof3en r, denn ist beschrankt. Also gilt auch

w2

maxu max u v maxu re:
@

0

Da dies fur jedes " = 0 gilt, gilt also auch max—u maxg u.
(i)  Mit u istauch u harmonisch. Mit dem gerade Bewiesenen gilt also

max u max u ;
@

was aquivalent ist zu

minu rgin u:
Zusammen mit (i) ergibt dies die zweite Behauptung.
(iii)  Nach Voraussetzung ist ujg m mit einer reellen Konstanten m.
Dann ist aber auch u m harmonisch, und mit (ii)
maxju mj maxju mj O:
0

Also gilt u m auf BT

Bemerkung Man kann auch noch zeigen, dass eine nicht konstante harmo-
nische Funktion u2 C® =~ \C?2 nur auf dem Rand von ihr Maximum und
Minimum annimmt - siehe Hildebrandt 2, Seite 63.
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154
Konvexe Mengen und Funktionen

Im Folgenen sei V ein beliebiger normierter Raum. Die Vollstandigkeit eines
Banachraums bendtigen wir nicht. Wie zuvor schon bezeichnen wir mit

u;v. ~ 1 tu tv:0 t 1
die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten u und v in V.

Definition Eine Menge MV heil3t konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch
ihre Verbindungsstrecke enthélt.

2 a. Auf der reellen Geraden sind die konvexen Mengen genau die Intervalle.
b. Jede o[ene Kugel B, a eines normierten Vektorraumes ist konvex. Denn
seien u;v 2 B, a , also

ku ak<r; kv ak<r:

Fur 0 t 1 gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung und der positiven
Homogenitéat einer Norm

k 1 tu tv ak k1 tu a tv ak
1 t ku ak tkv ak

<1 tr tr r:

Alsoistauch 1 tu tv2B, a.
c. Dasselbe gilt fiir abgeschlossene Kugeln B, a .
d. Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex.
e. Ist AV eine beliebige Menge, so ist der Durchschnitt aller A umfas-

senden konvexen Mengen,
AN
conv A 7 M V:M A~™Mkonvex ;

eine konvex Menge, genannt die konvexe Hulle von A. Sieist die kleinste konvexe
Menge in V, die A enthélt.
f. Ist oledund a2 ,soist fag nicht konvex. 7/

Abb 7 Zwei konvexe und zwei nicht-konvexe Mengen
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Mannennt 1 tu tvmitO0O t 1 eine Konvexkombination der Punkte u
und v. Allgemeiner hei3t eine Linearkombination von m £ 1 Punkten uj;..;Um,

Uy . mUm;
eine Konvexkombination dieser Punkte, wenn
1.7 m#AEQ; 1 m L

Satz Eine Teilmenge K eines Vektorraumes ist konvex genau dann, wenn jede
Konvexkombination aus Punkten in K ebenfalls zu K gehért. —

fith ¢ Wenn jede Konvexkombination aus K wieder zu K gehdort, dann
gilt das naturlich auch fir solche aus zwei Punkten. Also ist K konvex.

D) Dies zeigen wir durch Induktion tber die Zahl m der konvex kombi-
nierten Punkte. Fir m 1 ist nichts zu tun, ebensowenig fur m 2, da dies ja
der Definition entspricht. Nun gelte die Behauptung fir jede Konvexkombination

aus m £ 2 Punkten aus K, und es sei u 1ug .. m 1Um 1 eine Konvex-
kombination aus m 1 Punktenin K.Ist ,, 1 1,soistu um 1,und wir
sind bereits fertig. Andernfallsist — ; .. m 1 m 1 => 0. Aufgrund der

Induktionsannahme gilt
V] 71U1 . 7mum 2 K;

denn dies ist eine Konvexkombination aus m Punkten. Da K auch jede Konvex-
kombination aus zwei Punkten enthalt und 1 m 1, istauch

v 1 Um 1 up . m 1Um 1 U2K: iiiii

s Konvexe Funktionen

Definition Eine auf einer konvexen Teilmenge K eines Vektorraumes definierte
Funktion f: K ¥ R heif3t konvex, wenn

f 1 tu tv 1 tfu tf v

furalle u;jv2K undalle 0 t 1. Sie heil3t strikt konvex, wenn sogar die
strikte Ungleichung fir alle u v undalle 0 <t <1 gilt.

Eine Funktion f: K ¥ R heil3t anti-konvex oder konkav, wenn f konvex
ist. Entsprechendes gilt fur >striktc.

= a. exp und x? sind strikt konvex.
b. log ist anti-konvex.
c. id ist konvex und konkav.
d. arctan und x2 ist weder konvex noch konkav. 7
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Abb 8

Eine konvexe Funktion
und ihr Epigraph

fw

Geometrisch bedeutet Konvexitat, dass der Graph von f unterhalb jeder
Verbindungsstrecke zweier Punkte auf diesem Graphen liegt. Dies lasst sich
ebenfalls mit dem Begri Cdér konvexen Menge ausdricken.

Notiz Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes V definierte
Funktion f: K T R ist konvex genau dann, wenn ihr Epigraph
Epif “"fu;z 2V R:u2K;zEfug

konvex in V R ist.

2 Jede Norm N auf einem Vektorraum ist konvex. Denn aufgrund der Drei-
ecksungleichung und der positiven Homogenitét gilt, fur 0 t 1,

N 1 tu tv N 1 tu N tv
1 tNu tN v :

Sie ist aber nicht strikt konvex, denn fur u 0 und v 0 gilt
N 1 tu tv N tv tN v 1 tNu tNv: /

Ist eine Funktion konvex, so ist sie es auch bezlglich beliebiger Konvex-
kombinationen ihrer Argumente. Dies ist die diskrete Form der Jensenschen
Ungleichung 20, und wird genau so bewiesen wie die entsprechende Aussage
Uber konvexe Mengen 35 :

Abb 9 Strikt konvexe, konvexe, und nicht konvexe Funktionen
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Abb 10
Eine konvexe unstetige ° °
Funktion

1 1

17 Satz Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes definierte Funktion
f: K T R ist konvex genau, wenn

f 1V1 . mVm 1f Vi1 . mf Vm
far jede Konvexkombination ivi .. mVm in K.

Die Konvexitat einer Funktion ist punktweise definiert und erfordert keiner-
lei Stetigkeit. Auf einer abgeschlossenen Menge muss dies auch nicht der Fall
sein, wie Abbildung 10 zeigt. Jene Funktion ist o Cedsichtlich konvex auf 1;1 ,
aber unstetig. Anders ist dies auf o Leden Mengen.

Satz  Sei V oled und konvex. Ist f: T R konvex, so ist f stetig und
auf jeder kompakten Teilmenge von  sogar lipschitzstetig.

Wir benétigen diesen Satz hier nicht und Ubergehen deshalb den Beweis.
Man findet ihn zum Beispiel in Hildebrandt 2, Seite 75-76.

s Konvexitat und Di Cerknzierbarkeit

Wir wollen nun Konvexitat durch Eigenschaften der ersten und zweiten
Ableitung charakterisieren. Grundlegend ist folgender Satz.

18 Satz  Sei V oled und konvex und f 2 C? . Dann ist f konvex genau
dann, wenn

fx h Efx Dfxh

fur alle x;x h2 . Sieist strikt konvex genau dann, wenn auf3erdem
fx h>fx Dfxh

furalle h 0 gilt. —

fitth ) Sei f konvex. Mit x;x h gehoért dann auch

X th 1 tx tx h; 0 t 1;
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zu , und aufgrund der Konvexitat von f gilt
f x th 1 tfx tfx h fx tfx h fx

Wegen f 2 C1 gilt also
Zt

fx h fx/E%fx th fx % Df x sh hds )
0

fur alle 0 <t < 1 mit einem in s stetigen Integranden. Mit t ¥ O und dem
Riemannschen Lemma 1015 erhalten wir somit die Behauptung

fx h fx £Df xh ?3)

fir den Fall der einfachen Konvexitat.
Ist f sogar strikt konvex, so gilt in (2) die strikte Ungleichung. Zusammen
mit der eben bewiesenen Ungleichung (3) fur th anstelle von h erhalten wir

fx h fx>%fx th f x

/E%Dfxth Df x h

wie behauptet.
( Seien x y zwei Punkte in und z 1 tx tymitO<t<l1.
Dannist mit h 'y x umgekehrt

X z th; y z 1 th:
Wenden wir hierauf (3) an, so erhalten wir
fx Ef z tDf z h; fy £Efz 1 t Df z h:

Multiplizieren der ersten Gleichung mit 1 t £ O, der zweiten mit t £ 0 und
anschlieRendes Addieren ergibt

1 tfx tfy Efz f 1 tx ty:

Somit ist f konvex. Gilt in der Voraussetzung (3) sogar die strikte Ungleichung,
so gilt sie auch in den letzten drei Ungleichungen, und wir erhalten die strikte

Konvexitat von f. iiiii

Der Graph der Funktion h , f x Df x h beschreibt die Tangentialebene
an den Graphen von f im Punkt x;f x . Eine Cl-Funktion ist somit (strikt)
konvex genau dann, wenn ihr Graph (strikt) oberhalb aller ihrer Tangentialebenen
liegt, mit Ausnahme naturlich des jeweiligen BerUhrpunktes. Solche Ebenen
werden Stutzebenen, im eindimensionalen Fall Stutzgeraden genannt.

Im eindimensionalen Fall ergibt sich aus dem letzten Satz folgende Charak-
terisierung konvexer C1-Funktionen.
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Abb 11

Konvexe Flache mit
Stutzebene

Satz Sei | R einlintervallund f 2 C! | . Dannist f (strikt) konvex genau
dann, wenn f° (streng) monoton steigt.

fith ) Besteht | nur aus einem Punkt, so ist nichts zu tun. Sei also |
nichtentartet, und seien u < v innere Punkte von |. Dann ergibt der letzte Satz

fv fu#g£ffuv u; fu fv £f v u v:

Daraus folgt f"u v. u f®v v u unddamit fu f%v . Aus Stetig-
keitsgrunden gilt dies dann auch fur etwaige Randpunkte von 1|. Ist f zudem
strikt konvex, so gelten tberall auch die strikten Ungleichungen.
C Ist £ monoton wachsend, so gilt
Zy Zy
fx h fx 0f°x shhdsﬁEofoxhds O x h;

und zwar sowohl fiir h £ 0 wie auch h 0. Ist f° streng monoton wachsend, so
gilt fur h 0 sogar die strikte Ungleichung. Die Behauptung folgt dann mit dem

Nun betrachten wir nun noch den Fall einer C2-Funktion.

Satz  Sei R" o[ed und konvex und f 2 C2 . Dann ist f konvex
genau dann, wenn Hf £0 auf ganz . Gilt sogar Hf > 0, so ist f strikt
konvex.

Abb 12

Konvexe Funktion mit
Stutzgerade
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fith Mit X;x h2 ist wegen der Konvexitat von auch x;x h
Aufgrund der quadratischen Taylorformel 5 gilt

fx h fx hrf x ;hi %th h;hi 4)
furein 2 x;x h .Ist Hf £0 auf , so folgt
fx h Efx hrf x;hi (5)

und hieraus die Konvexitat von f 1g. Gilt sogar Hf > 0 auf , so folgt entspre-
chend die strikte Konvexitat.
Ist umgekehrt f konvex, so gilt wieder (5) 13, und mit (4) folgt somit

hHf h;hi £0

miteinem 2 x;x h .Ersetzen wir h durch "h, so gilt dieselbe Ungleichung
mit 2 x;x "h . Lassen wir " gegen Null konvergieren, so konvergiert
gegen X, und wir erhalten

hHf x h;hi £0:

Da dies fur jedes kleine h gilt, ist Hf x /&£ 0. Dies gilt fir jedes x 2 . iiiii

Bemerkung Umgekehrt folgt aus der strikten Konvexitat nicht, dass auch
die Hessische strikt positiv definit ist. Zum Beispiel ist x , x4 strikt konvex, aber
die zweite Ableitung verschwindet bei x 0.

15.5
Konvexe Ungleichungen

Auf Konvexitatsargumenten beruhen einige wichtige Ungleichungen der
Analysis. Zunachst die

Jensensche Ungleichung Sei ~ integrierbar auf dem Intervall I. Ist f stetig
und konvex auf ~ 1 , so gilt
z z

f 7t dt f =t dt
1 1

1Z
Ztdt™ 7t dt

| ]TJ I
das gemittelte Integral Gber I bezeichnet.
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X
ih - Fur eine Treppenfunktion = Ck tatc Qilt
, X k1
t t
-t dt T
I PR 1V

Dies ist eine Konvexkombination der reellen Zahlen c4;..;c, im Intervall = | .
Aufgrund der Konvexitat von f auf = | gilt daher 17
Z 1
Kt tea

f  ~tdt f Y
I K Jj

1
1 X

jTj e te 1 f ook

121 z

— f 7t dt f 7t dt:
iy I

Somit gilt die Jensensche Ungleichung fur Treppenfunktion. Aus Stetigkeitsgrin-

2z Ist * integrierbar auf I, so gilt
z z 1%p

j? tjdt jz tjPdt : p£1:
| |

furallep£1. 7

Youngsche Ungleichung Fir reelle Zahlen a;b £ 0 und Exponenten p;q>1
mit 1=p 1=q 1 gilt

aP Dbl

P q

Gleichheit gilt genau dann, wenn aP b9, —

ab

fitth  FOr u;v > 0 und 0O 1 gilt aufgrund der Antikonvexitat des
Logarithmus

logu 1 logv log u 1 AV

Bilden wir auf beiden Seiten das Exponenzial, so erhalten wir die Ungleichung
vom geometrischen und arithmetischen Mittel,

1

u v u 1 V:
Mit 1=p sowie u aP, v b9 ergibt sich die Youngsche Ungleichung.
Der einzig kritische Punkt der Funktion u 1 v=u v! imersten

Quadranten liegt bei u v. Dort liegt Gleichheit vor. iiiii

15.29
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15 — Funktionen mehrerer Variablen

Reelle Zahlen p und q mit
1 1
- - 1 p:q=>1;
P q
werden als konjugierte Exponenten bezeichnet. Fir diese gelten die oft bendtigten
Identitaten
P g pg&a p 1qg 1 1
apgqg 1 ¢
aqgqp 1 p:
Die einzigen selbstkonjugierten Exponentensind p q 2.

Holdersche Ungleichung  Fur auf einem Intervall | integrierbare Funktionen
f;g und konjugierte Exponenten p und q gilt
z z z

fai T

1=p

1=q
p .

IJ'gjq -
fitth - Verschwindet das Integral von jfj oder jgj, so verschwindet auch das
Integral von jfgj, und es ist nichts zu zeigen. Wir kdnnen also annehmen, dass
z 1=p z 1=q
A ifi® >0; B igi? >0
| |

gilt. Aufgrund der Youngschen Ungleichung gilt dann punktweise

ifijgi  1ifi® 1jgif,
A B pArP qBY’
Integration Uber a;b ergibt
Z Z Z
1 LY 17 et 11
A Y p A quB1 p g

Ein Spezialfall dieser Ungleichung ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
in Integralform,
Z Z 1=2 2 1=2
ijgj ijj j[e] :

Mithilfe der Holderschen Ungleichung erhalten wir die

Minkowskische Ungleichung Fur auf einem Intervall | integrierbare Funk-
tionen f;g und p £1 gilt
z 1=p z 1=p z 1=p
it gi® ifi® igi® T
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155 — Konvexe Ungleichungen

fith  FOr p 1 ist dies die Dreiecksungleichung. Sei also p > 1. Es ist
it oi® it oi® 'if gi Jfiif oi® ' jaiif oi” ' (6)
Mit dem zu p konjugierten Exponenten g ist p 1 q p und mit der Holder-

schen Ungleichung somit

z z z

oo P g gt
z 1 Z 1=
igi® it gjP *d
z o Z o 2 1=
i igi® it o

Ist nun die linke Seite Null, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls dividieren wir
durch den ganz rechts stehenden Faktor und erhalten wegen 1  1=q 1=p die

15.31
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15 — Funktionen mehrerer Variablen

Aufgaben

Fur die Ableitung des Produktes zweier Funktionen gilt entsprechend zur Leibnizfor-
mel g.17 in einer Variablen die allgemeine Leibnizformel

x
D fg B D fD g
0

mit den Binomialkoe [Ziehten B ™ B }--B . Voraussetzung ist naturlich, dass alle
auftretenden Ableitungen existieren und stetig sind.

Sei f:R" IR, fx hAX;xi mit einer beliebige n n-Matrix A. Dann ist
rf A A X Hf A A%

Untersuchen sie die folgenden Funktionen f: R? I R auf Extremalstellen.
a fxy y? 3x%y 2x*

b. fxy x3 y3 3x 12y 20
c. fxy expx? yZ 8x%2 4y*.
Sei u: R? ¥ R zweimal stetig di [erénzierbar und v r; > urcos ”;rsin” .Dann
gilt
Uxx Uyy  Vpr 1vr %v- -
r r

Seien a und b zwei verschiedene Punkte in R?. Man bestimme den eindeutigen kriti-
schen Punkt ¢ der Funktion
1 1

C B2nfaha 1 R
f: Rnfajbg ' R; f x kx ak  kx bK
und ihr Taylorpolynom T2f.

Ist p ein beliebiges Polynom mit reellen oder komplexen Koe [ziehten, so sind Real-
und Imaginérteil von p x iy harmonische Funktionen in x und y.
Rayleighquotient  FUr eine symmetrische n  n-Matrix A heif3t

lhAx;xi
2 hx;xi

Z:R™'fOg ' R; ~ X

der Rayleighquotient. Bestimmen sie die kritischen Punkte xo von ~* und die zugehori-
gen kritischen Werte = xo .

Gegeben sind m Messwertpaare Xi;Yi1 ;..; Xm:;Ym . Bestimmen sie diejenige Aus-
gleichsgerade y ax b, fur die die Summe der Fehlerquadrate
X
F axi b y;?

i1
minimal wird.
Sei > 2C?2 R und

f:R"IR; fx 7 ha;xi
mit einem festen Vektor 0 a 2 R"™ und n £ 2. Dann ist jeder kritische Punkt von f

degeneriert.
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15 — Aufgaben

Eine C1-Funktion f: R" I R ist von der Form f x ha;xi b genau dann, wenn
sowohl f als auch f konvex sind.

z Losung Ist f auf R™ konvex, so gilt
fx £f0 hrf O ;xi:

Istauch f konvex, so gilt entsprechend f x £ f 0 hrf O ;xi, oder
fx f0O0 hrfO;xi:

Also gilt
f x fo hrf O ;xi:

Umgekehrt gilt fur jede Funktion mit f x ha;xi b die ldentitat

f tu 1 tv ha;tu 1 tvi b
tha;ui 1 t ha,vi tb 1 tb
tf u 1 tfv:

Daraus folgt die Konvexitat von f und f. 7
Ist f: R" ¥ R strikt konvex und koerziv, das heif3t
lim f x 1;
xjra
so besitzt f genau eine lokale Minimalstelle xp, und es gilt f Xg mingn f.

# Losung Aufgrund der Koerzivitat existiert eine abgeschlossene Kugel B B, 0
so, dass

Tirmeg =T O :
Da jede auf R" konvexe Funktion auBerdem stetig ist, gilt deshalb
m “inff inff minf> 1;
RN B B
und es gibt mindestens einen Punkt xo mit f Xg m. Gabe es eine weitere solche
Minimalstelle Xp Xo, so wéare f auf dem Innern der Verbindungsstrecke Xxp;Xo

aufgrund der strikten Konvexitat strikt kleiner als m. Das ist aber nicht méglich. Also
ist Xp eindeutig. 7/

Sei R" o[end und konvex. Ist f: T R konvex, so sind es auch die Mengen

¢ x2 f x <cg; c2R:

15.33
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15 — Funktionen mehrerer Variablen

/
2 Lb6sung

Sei K R" nicht-leer und konvex. Dann ist auch die Funktion
d: R"TIR; dx dist x;K "igka uk
u
konvex.

/
2 Losung

Sei K R" nicht-leer, kompakt und konvex. Ist f: K ¥ R stetig, konvex und nicht
konstant, so nimmt f ihr Supremum auf dem Rand von K an.

/
2 Losung

Sei f: x , ha;xi b eine nicht-konstante, a CneFunktion auf dem R". Dann nimmt f
ihr Maximum Uber der konvexen Hille von m Punkten xi;..;Xm in R" in wenigstens
einem dieser Punkte an.

/
2 Losung

X
Far Funktionen fq;..;fs, 2R | und ps1;..;pn > 1 mit i 1 qgilt

Pi
i1
2y v ? S
jfi t jdt jfi t jP dt
Vi1 i1 !
/
2 Lb6sung

Sei 7 integrierbar auf |. Dann ist
z

1;1 IR p jz tjPdt
|

1=p

monoton steigend.

/
2 Lbésung

Beweisen sie Satz 6.
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15 — Aufgaben

z Losung Das Taylorsche Restglied einer skalaren Funktion f ist 4

m X 1
R *f h fl@f h
jim

miteinem 2 a;a h .Giltalso

1 . . M
— sup j@ fxj —; 2 Ng;
! yoB, a riJ
so folgt fur jhj <r mit =r
X i X
JRM Y hj ™ 0 M ™ 1 M ™m";
Jim jim

denn die Anzahl aller n-Multiindizes der Lange m ist m". Mit O < 1 konvergiert

der letzte Ausdruck fur m ¥ 1 gegen Null. 7/
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Lineare
Di Lerknzialgleichungen

Sei V ein beliebiger normierter Vektorraum. Eine lineare Di [Lerknzialglei-
chung auf V ist von Form

X AX
mit A2 L V , also einem beschrankten linearer Operator A auf V. Eine Lésung
dieser Gleichung ist jede di Cerknzierbare Kurve * : 1 ¥ V; so dass

>t A7t t21:

Wir werden sehen, dass jedes Anfangswertproblem
X AX; xO0 Xo

eine eindeutige und sogar fur alle Zeiten definierte Losung ” : R ¥ V der Gestalt
=t ePly,

besitzt. Dazu mussen wir nur das Symbol eAt geeignet definieren. Die Wahl
des Zeitpunktes 0 ist Ubrigens keine Beschrankung der Allgemeinheit 5, und
vereinfacht die Darstellung.

16.1



430 16 — Lineare Differenzialgleichungen

16.1
Exponenziale linearer Operatoren

Fir reelle Zahlen a und t ist bekanntlich

Um diese Darstellung auf beschrankte lineare Operatoren auszudehnen, bendti-
gen wir ein paar Vorbereitungen.

Eine Norm j j auf einem Vektorraum V induziert auf dem Raum L V aller
stetigen linearen Operatoren auf V eine Operatornorm k k durch

JAX] L.
kAk ”supj.i_J sup jAXj:
x 0 JX] jxj 1
Wie wir bereits gesehen haben 141, wird L V mit dieser Norm zu einem Banach-
raum 142 . Es gilt sogar mehr.

1 Satz Der Raum L V mit der Operatornorm k k bildet beziiglich der Addition
und Komposition von Operatoren eine Banachalgebra.

Eine Banachalgebra ist ein Banachraum, in dem eine Multiplikation erklart
ist, die sich mit der Addition mittels der Distributivgesetze

AB C AB AC; A BC AC BC
und mit der Norm mittels der Ungleichung
kABk kAkkBk

vertragt. Die Multiplikation muss jedoch nicht kommutativ sein, und im Fall der
Hintereinanderausfihrung von Operatoren ist sie es auch nicht. — Der Beweis
dieser Eigenschaften ist eine kleine Ubung.

Gilt ibrigens kABk ¢ kAkkBk mit einer Konstanten ¢ £ 1, so existiert
immer eine aquivalente adaptierte Normmit ¢ 1 5.

= Das Exponenzial e”

In einem beliebigen Banachraum kdnnen wir unendliche Reihen bilden. Diese
definieren wir wie Ublich als Limes endlicher Partialsummen, also

wenn dieser existiert.

16.2 09.02.2022 — 15:04



16.1 — Exponenziale linearer Operatoren

P
Die Reihe hei3t absolut oder normal konvergent, falls die Reihe | KAk

konvergiert, was aquivalent ist mit
x
kAKk < 1.:
KEO
In diesem Fall bilden die Partialsummen eine Cauchyfolge, die aufgrund der
Vollstandigkeit von L V auch einen Grenzwert besitzt.

Definition und Satz Das Exponenzial von A2 L V ist der lineare Operator

X Ak 1
e “exp A W 1 A EAZ
KEO :
Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmaRig auf jeder beschrankten
Mengein L V ,undes gilt kexp A k exp kAk . —

tith  Aus kABk  kAkkBk folgt mit vollstandiger Induktion kAKk KAKK

fur alle kK £0. Fur alle n £ 0 gilt daher
X 1 X 1 X 1
= kAKK = KAKK =

ko K! K o K! « o K!

KAKK exp KAk < 1:

Also konvergiert die Exponenzialreihe absolut und gleichmaRig auf jeder be-
schrankten Menge in L V . Die behauptete Ungleichung folgt dann aus
X iAk X i

« o K! « o K!

kAKk exp kAk

und Grenzubergang n ¥ 1. iiiii

FUr die weiteren Eigenschaften des Exponenzials benétigen wir den Produkt-
satz von Cauchy, der es erlaubt, das Produkt zweier Reihen durch Ausmultipli-
zieren und Umordnung unendlich vieler Summanden darzustellen. Der Beweis
wurde im Kapitel Uber Reihen skizziert 5616 . Er gilt fur absolut konvergente
reelle Reihen ebenso wie fur normal konvergente Reihen von Operatoren.

P P
Produktsatz Sind die Reihen g9 Ak und g0 B absolut konvergent, so ist

X X X X X
Ax B AyB) AxBy;
KEO  1EO K10 nE0K | n

wobei alle Reihen absolut konvergieren. —
Rechenregeln Seien A;B;T 2L V und T invertierbar. Dann gilt:
(i) eT AT T 1leAT,
(i) eA B efeB, falls AB BA.
(iii) e » e 1. Insbesondere ist e® immer invertierbar.

09.02.2022 — 15:04 16.3
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16 — Lineare Differenzialgleichungen

fitth (i) ~ Mit Induktion zeigt man
TIAT K T AT, kEO:
Fur jedes n £ O gilt deshalb

X pk X 1 X 1
T? M —T 1akT — T AT &
‘o K! oK k!

Grenzibergang n ¥ 1 ergibt
T leAT TlXA—kT XiTlATk el AT
3¢:20] k! ;0] k!

(i)  Mit AB BA gilt auch fur alle n £ 0 die binomische Formel

ERN X#AKB” o X AI(BI:
n! kok!n k! klnk!I!
Daraus folgt mit dem Produktsatz »
X1
eA B 7' A B n
n/EOn'
X X akp! X ak X gl
[l 5 AB.
kIl koo ©
nEOk | n " 1&E0

(iili)  Dies folgt aus (ii) mit

I 2 A e e AeM

Also ist e” invertierbar, und die Inverse ist e A. iiiii

Achtung Fur nicht kommutierende Operatoren gilt die binomische Formel

fur n £ 2 und auch Aussage (ii) im Allgemeinen nicht.

= Zwei Beispiele

Im Allgemeinen ist die Berechnung der Reihe von e” nicht praktisch. Zwei
wichtige Ausnahmen bilden jedoch diagonale und nilpotente Operatoren.

Definition Ein Operator A2 L V heil3t Diagonaloperator, wenn V eine Basis

aus Eigenvektoren von A besitzt. Er heiBt nilpotent, falls A™ 1
mAEO0. —

Ist A nilpotent mit A™ 1 0, so ist
X 1 1
e —ak 1A . =aAm
k! m!
0O km

16.4



16.1 — Exponenziale linearer Operatoren

ein Polynom in A. Ist A ein Diagonaloperator, so nimmt er in einer Basis aus
Eigenvektoren Diagonalgestalt diag 1;..; n an. Hierfur gilt o Cedsichtlich

e diag e *;..;e " :

In einer anderen Basis istdann A T 1 T mit einem entsprechenden Isomor-
phismus T, und es gilt

1
A eTTT T leT:

Die komplizierte Bestimmung von e” wird damit auf die einfache Bestimmung
von e zuruckgefuhrt.

Mit Hilfe der SN-Zerlegung von Operatoren werden wir in Abschnitt 6 den
allgemeinen Fall auf diese beiden Spezialfalle zurtickfuhren.

= 1-Parametergruppen
Statt des Exponenzials e” betrachten wir nun die Familie e mit t 2 R.
Definition Eine 1-Parametergruppe ist eine Abbildung
SRYG;, t,
von R in eine multiplikative Gruppe G mit den zwei Eigenschaften
° st st st 2R;
wobei | das neutrale Element in G bezeichnet.

Bei einer 1-Parametergruppe handelt es sich also um einen Gruppenhomo-
morphismus R; I G; .Wegen

s t s t ts t s

kommutieren alle Mitglieder einer 1-Parametergruppe, auch wenn G selbst keine
kommutative Gruppe ist. AuBerdem ist ' das Inverse zu !, denn

| 0 tt t t t t.

Jedes Element einer 1-Parametergruppe ist also invertierbar. — Nun zurtick zu

unserer Familie t , eAt.

Satz FUr jedes A2 L V st
CREYLV; t, ' M
eine di Cerknzierbare 1-Parametergruppe in L V. mit

R V-2

16.5
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434 16 — Lineare Differenzialgleichungen

tith O Cedsichtlich ist €A% €% | und, da As und At kommutieren,

eAs t eAs At eAs eAt:

Somit handelt es sich um eine 1-Parametergruppe. Ferner ist

X ak
e Fhk Ah O h?;
KEL
woraus sich
1
eht lim=¢eM 1 A
t o hroh

ergibt. Mit der Gruppeneigenschaft folgt daraus fur jedes andere t

d d
At . el eA st el eAs, eAt AeAt: -----

e
ds s 0 ds s 0

= Noch ein Beispiel
Betrachte den Vektorraum

n 1

Ph™ p a aix .. ap 1X ap;..;an 12R

aller reellen Polynome vom Grad kleiner n. Eine Basis bilden die Monome
1:x;..;x" 1, somit ist dimP, n. Die Ubliche Di Cerknziation definiert einen
linearen Di [Cerknzialoperator

D: P,YP,;, Dp p%
O Lendsichtlich ist D" 0, somit ist D nilpotent.
Satz Das Exponenzial von Dt ist der Translationsoperator H!:
e H': P, YP,;; H'p p t: =
fitth  Nach der Formel von Taylor gilt
Hp x px t
X pk x £k

Lo K
X ptk
K!

k 0

wobei die Reihen fur ein Polynom vom Grad kleiner n nach spatestens n Termen

abbrechen. iiiii
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16.2 — Die lineare Differenzialgleichung

Fir die Basis

ek”ﬂ; k 0;.,n 1,
gilt

Deg O; Dex ek 1; Kk £ 1:
Damit erhélt D die Matrixdarstellung

0} 1
01

D E ° ;E

Bemerkung Der DiLerknzialoperator D ist ein einfaches und wichtiges
Beispiel eines Operators, der auf unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen im
Allgemeinen unbeschrankt ist.

16.2
Die lineare Di Lerknzialgleichung

Mit den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts kénnen wir die Di Ceren-
zialgleichung X  Ax nun - zumindest formal - vollstandig l6sen.

Fundamentalsatz Das Anfangswertproblem
X Ax; xO0 Xo
besitzt fur jedes xp 2 V die eindeutige Losung
TSRV, Tt efxy T
fitth Dies ist eine Lésung, denn = 0 Xo und 4
>t eMxg " ™M xg Aexg ATt

Es ist auch die einzige Lésung. Denn ist  eine weitere Lésung, so gilt, da e At
und A kommutieren,

e At ¢ - Ae At e AMA t O
Also ist e At konstant, und Auswerten beit 0 ergibt
e At ¢t 0 Xo

Alsoist t eAlxg. iiiii

16.7
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Fur eine lineare Di Cerknzialgleichung ist = O immer eine Losung, genannt
Gleichgewichtslosung. Aus dem Fundamentalsatz folgt, dass dies auch die einzige
Losung ist, die jemals den Wert 0 annimmt. Mit anderen Worten, keine andere
Lésung kann den Wert 0 annehmen. Sie kann allerdings gegen diesen Gleichge-
wichtspunkt konvergieren. Solche Loésungen werden uns im nachsten Abschnitt
begegnen.

Der Fundamentalsatz definiert eine Abbildung

R VIV, tx ,ex

genannt der Fluss der Di Cerknzialgleichung X  Ax. Fixieren wir X, so beschreibt
sie die eindeutige Losungskurve zum Anfangswert x. Fixieren wir dagegen t,
so beschreibt sie die Zeit-t-Abbildung et des Systems, die jedem Anfangswert
denjenigen Punkt zuordnet, den er zum Zeitpunkt t erreicht. Diese Abbildungen
bilden also eine 1-Parametergruppe in L V bestehend aus linearen Isomorphis-
men des Vektorraums V.

= Infinitesimaler Generator

Jeder beschrankte lineare Operator definiert also eine lineare Di Lerknzial-
gleichung und damit eine di Cerenzierbare 1-Parametergruppe von Operatoren.
Hiervon gilt auch folgende Umkehrung.

Satz  Zu jeder di Lerknzierbaren 1-Parametergruppe in L V existiert ein
eindeutig bestimmter Operator A in L V , genannt ihr infinitesimaler
Generator, so dass ' eAt.

th Da  diCerenzierbar ist, kbnnen wir eine Abbildung A: V T V in
jedem Punkt x 2 V definieren durch
Ax ™ tx - :
to
Diese Abbildung ist linear, da ! fiir jedes t linear ist. Somit ist diese Schreib-
weise gerechtfertigt.
Wir zeigen, dass 'xp das Anfangswertproblem X Ax, x 0 Xo l6st.
O [ensichtlich ist %xg  Xxg. Ferner gilt aufgrund der Gruppenstruktur von
und der Definition von A
txo - % StxoSO 3—5 S o o A xo:
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung 5 dieses Anfangswertproblems gilt also

At

o e"xo:

Da dies fiir alle xo 2 V gilt, ist t eAt, iiiii
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16.2 — Die lineare Differenzialgleichung 437

Damit existiert ein eineindeutiger Zusammenhang
A2LYV di Lerknzierbare 1-Parametergruppe 'inL V :

Diesen werden wir im nachsten Kapitel auf n-dimensionale nichtlineare Di Ceren-
zialgleichungen verallgemeinern.

= Determinante und Spur

Die Determinante und die Spur eines Operators A2 L V sind definiert als
die Determinante und Spur einer beliebigen Matrixdarstellung von A. Dies ist
unabhéangig von der Wahl der Matrixdarstellung, denn fiir Matrizen gilt ja

det AB det BA ; sp AB sp BA :

Sind B und C zwei Matrixdarstellung von A, so ist C T BT mit einem
geeigneten T und damit beispielsweise

spC spT BT spBTT ! spB:

Also sind Determinante und Spur unabhangig von der Koordinatenwahl.
Fur die Determinante einer 1-Parametergruppe t , et gilt eine niitzliche
Di Cerknzialgleichung.

Lemma Fur A2LV gilt dete®t ", , SspA.

fitth  Es ist
X tk 1
et 1 tAt At —— Ak

!
kE1 k!

In einer beliebigen Basis erhélt dies eine Spaltenvektordarstellung

et tALt .l tARt

wobei A; die i-te Spalte der Matrix A bezeichnet. Mit der Linearitat der Determi-
nante in jeder Spalte folgt hieraus

dete® det I; tA1t .1, tAnt

x
detl t det Iy;.;A t;.;ln O t?;
1in
wobei A; t in der i-ten Spalte der Matrix steht. Also ist

x
dete® 1 t Ait Ot> 1 tspA Ot?:
1in
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Satz von Liouville Far A2L V gilt
dete™ © sp A dete”
und damit auch dete®t ePAfirallet2R. ~
fitth  Fr die skalare Funktion d t det e”t gilt

ds t deterSt
det e”Seft

det e® dete™ dsdt:

Mit dem vorangehenden Lemma gilt deshalb

d d
) — — A :
dt OISds tSo dsdssodt sp Adt

Dies ist die erste Behauptung. Die zweite folgt hieraus mit d 0 1. iiiii

Die Bedeutung des Satzes von Liouville liegt in der geometrischen Inter-
pretation von e”! als Zeit-t-Abbildung der Di [&rkénzialgleichung X  Ax. Die
Determinante einer linearen Abbildung ist derjenige Faktor, mit dem das Volumen
jedes Korpers unter dieser Abbildung multipliziert wird. Der Satz von Liouville
besagt also, dass die Zeit-t-Abbildung einer linearen Di [erknzialgleichung das
Volumen jedes beliebigen Kérpers mit dem Faktor exp sp At multipliziert. —
Ein Spezialfall ist folgendes

Korollar Die 1-Parametergruppe e”t ist volumenerhaltend genau dann, wenn
die Spur von A verschwindet.

Bei zweidimensionalen Systemen spricht man auch von flachentreuen Abbil-
dungen.

s Koordinatentransformationen

Bis hierhin betrachteten wir linearen Di Lerknzialgleichungen ohne Bezug zu
konkreten Koordinaten. Erst wenn wir in einem Vektorraum V der Dimension n
eine Basis vi;..;vh und damit Koordinaten X XiVvi .. XpVp auszeichnen,
wird A durch einen n-Matrix A;j; dargestellt, und wir erhalten

X
)-(i Aij Xj; 1 i n;
j1
genannt ein System von n homogenen linearen Di [erknzialgleichungen erster
Ordnung mit konstanten reellen Koe [ziehten.
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16.2 — Die lineare Differenzialgleichung

Wéhlen wir eine andere Basis, so erhalten wir naturliche eine andere solche
Darstellung
- X -
Vi BijVij: 1 1 n:
j1
Diese hadngt mit der vorangehenden in folgender Weise zusammen.
Der Zusammenhang zwischen den beiden Koordinatensystemen ist gegeben
durch einen linearen Isomorphismus

T: VIV, x Ty:
Dann gilt

Ty TBy
Ty © x Ax ATy:

Alsoist TB AT, oder
B T !AT:

Bemerkung Die allgemeine Lésung im B-System ist

yt ePlyg

Mit x Ty ist die allgemeine Losung im A-System damit

xt Tyt TeBlyg
TeB'T Ixg
eTBT 1Xo

Ay,

wie es sich gehort.

Geometrisch betrachtet bildet T Lésungen im B-System in Losungen im
A-System ab. Kennen wir das Phasenportrait, also die Gesamtheit aller Lésungen
der Di Lerknzialgleichung, im B-System, so kennen wir bis auf einen linearen
Isomorphismus somit auch im A-System.

Eine lineare Di Lerknzialgleichung versteht man naturlich am leichtesten,
wenn man sie in Koordinaten betrachtet, in denen sie eine besonders einfache
Form annimmt. Dies wird hier die sogenannte SN-Zerlegung sein - eine einfachere
Version der jordanschen Normalform —, die wir in Abschnitt 6 betrachten. Zu-
nachst betrachten wir den besonders uUbersichtlichen, aber wichtigen Spezialfall
zweidimensionaler Systeme.

16.11
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16 — Lineare Differenzialgleichungen

16.3
Zweidimensionale lineare Systeme

Das Phasenportrait zweidimensionaler linearer Di [erénzialgleichungen wird
fast ausschlieBlich durch die beiden Eigenwerte des linearen Operators bestimmt.
Diese konnen (i) reell und einfach, (ii) reell und doppelt, oder (iii) komplex
konjugiert sein. Im Fall doppelter Eigenwerte ist noch zu unterscheiden, ob A
diagonalisierbar ist oder nicht.

Der Nullpunkt ist immer ein Gleichgewichtspunkt jeder linearen Di Leren-
zialgleichung. Das heif3t, die konstante Kurve ~ 0 ist immer eine LAsung,
genannt Gleichgewichtslésung. Uns interessiert auch noch die Frage, welche an-
deren Losungen fur t ¥ 1 oder t ¥ 1 gegen diesen Gleichgewichtspunkt
konvergieren.

= Einfache reelle Eigenwerte

In diesem Fall ist A ein Diagonaloperator. In geeigneten Koordinaten ist
1

0
A
0

mit den beiden Eigenwerten und . Die allgemeine Losung von X Ax lautet
1 1

et 0 a

; b2 R: 1
0 et b’ & @

Das Phasenportrait hdngt von der Lage der Eigenwerte auf der reellen Achse
ab. Gilt < 0, so spricht man von einem Sattel. Es gibt je eine Richtung - die
Abszisse und die Ordinate - in denen die Lésungen fur t ¥ 1 respektivet ¥ 1
gegen den Gleichgewichtspunkt O konvergieren. Alle anderen Lésungen sind
unbeschrankt. In allgemeinen Koordinaten gilt daher folgender Satz.

Sattel Hat A reelle Eigenwerte < 0 < , so konvergieren die Losungen
im -Eigenraum far t ¥ 1 undim -Eigenraum fart ¥ 1 gegen
den Gleichgewichtspunkt 0. Alle anderen Lésungen sind furt ¥ 1
unbeschrankt. —

Sind beide Eigenwerte negativ, so spricht man von einem stabilen Knoten.
Alle L6sungen konvergieren fur t ¥ 1 gegen den Gleichgewichtspunkt O, wobei
fur < < 0 alle Lésungen auBBerhalb des -Eigenraumes tangential zum -
Eigenraum gegen den Gleichgewichtspunkt konvergieren. Dies ist auch das Bild
in allgemeinen Koordinaten.
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16.3 — Zweidimensionale lineare Systeme

Abb 1 Sattelpunkt in angepassten und allgemeinen Koordinaten

N

\

Stabiler Knoten Hat A die reellen Eigenwerte < < 0, so konvergieren
alle Losungen fur t ¥ 1 gegen den Gleichgewichtspunkt O, wobei au-
Rerhalb des -Eigenraumes alle L6sungen tangential zum -Eigenraum
konvergieren.

Sind beide Eigenwerte positiv, so spricht man von einem instabilen Knoten. Es
gelten analoge Konvergenzaussagen, wennman t ¥ 1 stattt ¥ 1 betrachtet.

Der Fall <O ist in Abbildung 3 skizziert.

= Doppelte Eigenwerte

Diesen Fall nennt man entartet. Man sieht dem Operator sofort an, ob er

diagonalisierbar ist oder nicht.

Abb 2 Stabiler Knoten in angepassten und allgemeinen Koordinaten

16.13
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Abb 3 Eigenwerte <O

Lemma Sei A ein zweidimensionaler Operator mit doppelten Eigenwert. Ist A
diagonalisierbar, so hat A in jeder Basis Diagonalgestalt.

fith  In diesem Fall existiert ein T mit
T AT I:

Dann ist aberauch A T IT 1 TT 1 1. Mit anderen Worten, A ist ein

A ist ein Diagonaloperator  FUr < 0 spricht man von einem entarteten
stabilen Knoten. Alle L&sungen konvergieren gegen den Gleichgewichtspunkt 0O,
und samtliche Losungskurven sind Geraden - siehe Abbildung 4. Entsprechendes
gilt fir > 0, dem entarteten instabilen Knoten.

A ist ein Jordanblock  In geeigneten Koordinaten ist

! L
1 01

A I N; N
0 00

Da | und N kommutieren und N2 verschwindet, ist

Abb 4 Entarteter stabiler Knoten, diagonalisierbar

16.14



16.3 — Zweidimensionale lineare Systeme 443

Abb 5 Entarteter stabiler Knoten, nicht diagonalisierbar

t
eAt e |teNt e t | Nt e t
1
Die allgemeine L6sung ist damit
1
. . a bt
t e b ; ab2R: (2)

Alle Losungskurven sind dabei im Gleichgewichtspunkt tangential an die Abszisse,
also den eindimensionalen Eigenraum des doppelten Eigenwerts. Man spricht
ebenfalls von einem entarteten Knoten - siehe Abbildung 5.

Entarteter stabiler Knoten Hat A doppelte reelle Eigenwerte < 0 und
Diagonalgestalt, so konvergieren alle Lésungen fur t ¥ 1 aus allen
Richtungen geradlinig gegen den Gleichgewichtspunkt 0. Hat A dagegen
keine Diagonalgestalt, so konvergieren diese tangential zum eindimensio-
nalen -Eigenraum gegen den Gleichgewichtspunkt 0. — Fur > 0 gilt
Entsprechendes fur t ¥ 1. —

Der Fall eines nichtdiagonalisierbaren Operators mit doppeltem Eigenwert 0
ist in Abbildung 6 skizziert.

Die verschiedenen Knoten kann man somit geometrisch anhand der Anzahl
der asymptotischen Richtungen ihrer Losungskurven unterscheiden. Diese ist

2 fur ;
1 fur A I;
1 fur ;A I:

Die Anzahl 2 gilt im Prinzip auch fur den Sattel, nur dass hier fast alle L6sungen
weder furt ¥ 1 noch furt ¥ 1 Kkonvergieren.
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Abb 6 Entarteter Knoten mit Eigenwert O

= Komplexe Eigenwerte

Ein zweidimensionaler reeller Operator mit nicht-reellen Eigenwerten kann
in folgende reelle Normalform gebracht werden.

7 Lemma Hat der Operator A komplex konjugierte Eigenwerte i?, so
erhalt A in geeigneten Koordinaten die Gestalt
! !
L] 0O 1 —
1 17; J
L| 10

fitth  Zum Eigenwert i I existiert ein Eigenvektor v  iu, so dass

Av iu i' v iu v Iy i Tv u:

Somit ist
Au u Iy,
Av Tu V:

Fur die Matrix T u;v mit den Spalten u und v gilt somit
1 1

AT A u;v u;v T
1 Ll

Lemma Fidr die Matrix  des vorangehenden Lemmas gilt
1

t ; cosIt sinft

sin ¥t cos It

ith Esiste t e It ¥t o 1e!Jt ynd die Behauptung folgt mit 4.9

It cost sint

sint cost

16.16



16.3 — Zweidimensionale lineare Systeme

Abb 7 Stabiler Strudel in angepassten und allgemeinen Koordinaten

Die Abbildung e ! beschreibt eine Streckung um den Faktor e ' und eine
Drehung um den Winkel ¥t. Es handelt sich also um eine Drehstreckung. Diese
beiden Operationen kommutieren, so dass auf deren Reihenfolge nicht ankommt.
Das Phasenportrait ist ein Strudel oder ein Zentrum.

Strudel und Zentrum Hat A nichtreelle Eigenwerte i¥, soistdie l-
Parametergruppe e®t eine Familie von Drehstreckungen mit dem Faktor
e ' und dem Winkel ¥t. Man spricht von einem Zentrum, falls 0,
und einem stabilen respektive instabilen Strudel, falls < O respektive
>0.

In einem stabilen Strudel konvergieren alle L6sungen gegen den Gleichge-
wichtspunkt, ohne eine asymptotische Richtung einzunehmen. Dies unterscheidet
ihn vom stabilen Knoten.

Das Zentrum ist unter den zweidimensionalen linearen Systemen das ein-
zige mit nichttrivialen periodischen Losungen. AuRerdem haben alle Losungen
dieselbe Periode T 2 =1 Dies ist charakteristisch fur lineare Systeme. In
nichtlinearen Systemen wie dem mathematischen Pendel variiert dagegen die
Periode periodischer L6sungen mit deren Amplitude.

Abb 8 Zentrum in angepassten und allgemeinen Koordinaten

16.17
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= Klassifikation zweidimensionaler Systeme

Wir klassifizieren die zweidimensionalen Systeme anhand ihrer Determinan-
te und Spur. Das charakteristische Polynom eines zweidimensionalen Operators
A ist

p 2 s d; s spA; d detA;

wie man anhand einer beliebigen Matrixdarstellung verifiziert. Seine Eigenwerte
sind somit

s Ps7ad
—
Dies fuhrt zu folgender Fallunterscheidung.
Determinante negativ: Dann sind beide Eigenwerte reell mit verschiedenen
Vorzeichen, und es liegt ein Sattel vor:

detA<O Sattel:
Determinate nicht negativ: . Hier entscheidet die Diskriminante s2  4d:
>0 Knoten;
0 entarteter Knoten;
<0 Strudel oder Zentrum:

AufRerdem bestimmt das Vorzeichen der Spur von A die Stabilitat:
SspA<O0 stabil;
spA>0 instabil:

Abbildung 9 zeigt diese Falle in einem Spur-Determinante-Diagramm, zu-
sammen mit der zugehdrigen Konfiguration der beiden Eigenwerte. Die Kurve

0 ad s°4

ist eine Parabel, die Knoten und Sattel von Strudeln und Zentren trennt. Sie ist
der Ort der entarteten Knoten, wobei deren Typ — diagonalisierbar oder nicht —
nicht von Spur und Determinante ablesbar ist.

Die Falle
detA O A singular;
0 doppelte Eigenwerte;
spA O Fluss flachentreu

sind »untypisch< und treten in einem »allgemeinen< System nicht auf.
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16.3 — Zweidimensionale lineare Systeme

Abb 9 Spur-Determinante-Diagramm

detA <0
0
>0
Zentrum
stabiler instabiler
Strudel Strudel
e e
stabiler instabiler
Knoten Knoten
L 2 ® L S
SpA
L L 2 ° L 2
L L 2
Sattel Sattel
Sattel

= Der harmonische Oszillator mit Dampfung

Als Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator mit Dampfung. Er
wird durch die Gleichung

i 12y 0
beschrieben. Hierbei ist ¥ > 0 die Frequenz des ungedampften Oszillators
und £ O der Reibungskoe [zieht der DA&mpfung. Diese ist proportional zur
Geschwindigkeit U und wirkt dieser entgegengesetzt.
Setzen wir

X1 U Xo U

so ist die Gleichung &quivalent zum System
L

. 0] 1
X AX; A
1 2
Es ist also
d 12>0; s 0; 2 g4u2
Insbesondere ist 0 genau dann, wenn 21,

16.19
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Abb 10
det
Die Familie A

Betrachten wir die Frequenz ¥ als fest und den Reibungskoe [ziehten
als Parameter, so erhalten wir eine Familie von Operatoren A A , die im
Spur-Determinante-Diagramm eine horizontale Halbgerade beschreiben, die die
Parabel O imPunkt 21%; 1 schneidetundim Punkt O; ¥ endet. Dabei
treten vier Félle auf.

Stabiler Knoten fur > 21  Fast alle Losungen konvergieren gegen die
Gleichgewichtslage in der Richtung des Eigenraumes des grofReren der beiden
negativen Eigenwerte, wobei sie héchstens einmal die Richtung wechseln - siehe
Abbildung 11 links.

Entarteter stabiler Knoten fur 21  Da A kein Diagonaloperator ist,
konvergieren alle L6sungen in der Richtung des eindimensionalen Eigenraumes
von A gegen 0. Dieser wird von dem Vektor 1; 1 ~ aufgespannt — siehe
Abbildung 11 rechts.

Stabiler Strudel fur 0< <21  Man spricht von gedampften Schwingun-
gen. Der Oszillator schwingt mit immer kleineren Ausschlagen unendlich oft um
die Gleichgewichtslage. Abbildung 12 links zeigt Losungen flr verschiedene

Abb 11 Stark gedampfter Oszillator: stabiler und entarteter Knoten
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16.4 — Fundamentall6sungen

Abb 12 Gedampfte und ungedampfte Schwingungen: Strudel und Zentrum

Zentrum fur 0 Man spricht von ungedampften Schwingungen. Al-
le Losungen sind periodisch mit Frequenz ¥ und Periode T 2 =1 Siehe
Abbildung 12 rechts.

Im Fall der gedampften Schwingung sind die Eigenwerte i mit

q__
=2: 12 2=4:

Far die Auslenkung u des Oszillators erhalt man

ut ae'tlcos t be'sin t retcos t

a

2. .

r a b*; cos 22 b2

Man nennt  die reduzierte Frequenz des gedampften Oszillators. Fur die zuge-

horige Periode gilt

16.4
Fundamentallésungen

Etwas allgemeiner und flexibler als das Exponenzial e*! ist der Begri Cder
Fundamentalldsung - vor allem im Hinblick auf das manuelle Lésen von Di Ceren-
zialgleichungen. Der Vektorraum V habe im Folgenden endliche Dimension.

16.21
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Definition Sei n dimV. Dann heil3t jedes System 71;..; *n von n linear
unabhangigen Losungen von X Ax eine Fundamentallésung dieser Di [e-1
renzialgleichung.

Dabei geniigt es zu verlangen, dass diese Ldsungen nur in einem Zeitpunkt
linear unabhangig sind:

Lemma Sind die Lésungen 7 1;..; 7nh von X  AX zu einem Zeitpunkt tg
linear unabhangig, so sind sie es auch zu jedem anderem Zeitpunkt t.

fitth  Sind die 7 1;..; " bei to linear abhangig, so verschwindet dort eine
nichttriviale Linearkombination aus ihnen. Diese stellt eine Losung von X AX
mit Wert O bei tp dar. Aufgrund der Eindeutigkeit aller Losungen ist diese
identisch 0. Also sind die 7 1;..; 7 zu jedem Zeitpunkt t linear abhéngig. iiiii

Satz Jede Losung von X  Ax ist Linearkombination der Lésungen eines

Fundamentalsystems = 1;..; "n.

fith  Jede LOsung ~ ist eindeutig durch ihren Anfangswert bei t 0 be-

stimmt. Dieser lasst sich als Linearkombination aus 71 0 ;..; *, O darstellen:
0 a1’10 .. an’nOZ
Aus Eindeutigkeitsgrunden gilt dann auch ~ t a;”1 t .. an nt zu

Kandidaten fir eine Fundamentallésung von X  Ax findet man mithilfe der
Eigenvektoren von A. Das folgende Lemma gilt im Reellen wie im Komplexen.
Der Beweis ist eine einzeilige Rechnung.

Lemma Ist v Eigenvektor von A zum Eigenwert , so ist

ve 't

eine Losung der linearen Di [erknzialgleichung x Ax.

Geometrisch betrachtet spannt der Eigenvektor v einen unter A invarianten
Unterraum auf, in dem sich A auf eine Multiplikation mit  und die Di Leren-
zialgleichung auf x X reduziert. Ist  reell, so ist dies ein eindimensionaler
reeller Unterraum.

Besitzt A reelle, linear unabhéngige Eigenvektoren vi; ..; vy, zu reellen, nicht
notwendig verschiedenen Eigenwerten 1;..; m, so erhalt man entsprechend m
linear unabhéngige Loésungen von X Ax. — Betrachten wir nun den Fall eines
komplexen Eigenwertes.
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Lemma Besitzt A den komplexen Eigenwert i I mit Eigenvektor

W Vv iu, so bilden die zwei Spalten von
1

t !-
u,v e -,

also

ucos It vsin¥tet; vcos It usin¥te ';

zwei linear unabhéngige Losungen von X AXx.
fitth  Wie im zweidimensionalen Fall 7 gilt
Av iu iT v iu v Tu i Tv u

und somit Au u Yvund Av Tu v. Fur die Matrix T u;v. mit
den zwei Spalten u und v gilt somit die Identitat

AT T ;
Daraus folgt,
Tel!" T el' ATel

und Te ! ist eine Matrixldsung der Di [erenzialgleichung. Die Vektoren u und v
sind linear unabhangig, da es andernfalls auch einen reellen Eigenvektor zu

gabe und damit  selbst reell wére. iiiii

Die Vektoren u und v spannen einen unter A invarianten, zweidimensio-
nalen Unterraum von V auf, auf dem A die Matrixdarstellung erhalt. Dieser
Unterraum wird also von einem Strudel oder Zentrum ausgefullt, je nachdem, ob

0 oder 0.

Der zu  konjugierte Eigenwert i I mit Eigenvektor v iu definiert
ubrigens denselben Unterraum und dieselbe Dynamik, allerdings mit entgegenge-
setzter Orientierung.

Genau wie ein komplexer Eigenwert wird der Fall eines reellen Eigenwertes
mit Jordanblock behandelt. Wir betrachten hier nur den einfachsten Fall.

Lemma Besitzt A den reellen Eigenwert nit Eigenvektor v und Nebenvek-

tor w, so bilden die zwei Spalten von
1

1

W tv

zwei linear unabhangige Losungen von X AX.

16.23
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fitth - Gemal Annahme gilt

Av V;

Aw w Vv
Fur dien 2-Matrix T v;w und L wie im Lemma gilt also
AT TL:
Somit ist Telt eine Matrixlésung der Di [erenzialgleichung, denn
Tett - T e ATelt:

Die Vektoren v und w sind linear unabhangig, denn wir verlangen ja, dass w

ein Nebenvektor ist. iiiii

2 Erstes Beispiel Betrachte X Ax mit

°10 0
A Boz 3§
13 2

Die Eigenwerte sind 1 und 2 3i, Eigenvektoren sind beispielsweise
w 10;3;1 ;
vV iu 0; i;1 0;0;1 i0; 1;0:
Ein Fundamentalsystem ist demnach
wet; ucos3t vsin3t e?; vcos3t usin3t et
In der reellen Basis w;v; u erhalt A durch

10 O 0
x Ty; T 83 10§
1

die Blockdiagonalgestalt

(o) 1
1
T IAT B B 2 3§;
3 2
und es ist
o 1
et

eBt g e’ cos3t e?sin3t §: /

e2tsin3t e?'cos3t

16.24
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16.5 — Diagonalisierbare Gleichungen

2 Zweites Beispiel Betrachte X AXx mit
1

o11
Aglﬁ:
2

Die Matrix A bereits in Jordanscher Normalform. Die Eigenwerte sind 1 1 mit
Eigenvektor vi e; und Nebenvektor v, e, sowie 3 2 mit Eigenvektor
vz es. Ein Fundamentalsystem ist demnach

ere': ey ter el ez s

16.5
Diagonalisierbare Gleichungen

Wir betrachten nun X  Ax in einem Vektorraum beliebiger endlicher Di-
mension. Am einfachsten ist die Situation, wenn A in einer geeigneten Basis
Diagonalgestalt annimmt, oder, wie man sagt, im Reellen diagonalisert werden
kann.

Satz aus der linearen Algebra  Sind alle Eigenwerte von A2 L V reell und
einfach, so besitzt der Vektorraum V eine Basis aus Eigenvektoren von A.
In dieser nimmt A Diagonalgestalt an. Dasselbe gilt, wenn A normal
bezuglich eines Skalarproduktes ist.

Ist v1;..;Vvn eine Basis aus Eigenvektoren von A zu den reellen Eigenwerten
1;.-; n,So bilden die Kurven

et vee Kb 1 k n;

ein Fundamentalsystem von Lésungen. Da sich jede andere Lésung daraus linear
kombinieren lasst g, erhalten wir folgenden

Satz Besitzt V eine Basis aus reellen Eigenvektoren vi;..;vh, von A mit

Eigenwerten ;;..; n, so hat die allgemeine Lésung von X Ax die
Gestalt
X
>t avike U ac2R: ()
k 1

Die allgemeine Losung ist somit die Uberlagerung von n Exponenziallésun-
gen in den durch die einzelnen Eigenvektoren aufgespannten eindimensionalen
invarianten Unterrdumen. Dies wird auch als Superpositionsprinzip bezeichnet.
Beispiele sind der Sattel und die Knoten aus Abschnitt 3.
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Bemerkung Unter den Voraussetzungen des Satzes existiert auch eine
Koordinatentransformation T, so dass

TIAT D diag 1;..; n:

Wegen AT  TD bestehen die Spalten der Matrixdarstellung von T aus den
Eigenvektoren von A. Die allgemeine Losung von x  Ax ist damit

>t TePi; C  C1...ch T 2R™
Dies ist nur eine andere Schreibweise fur (3).

Satz aus der linearen Algebra Sind alle Eigenwerte

e or1 P8 om0y

von A einfach mit Eigenvektoren vy respektive wy vk iug, so bilden
die Vektoren

Vi, .3Vr; Ur 1;Vr 15 .5 Um; Vm

eine reelle Basis des Vektorraums V. In dieser erhalt der Operator die
Blockdiagonalgestalt

A diag 1;..; r; r 17 m

mit

k
K ; r<k m:

Dasselbe gilt, wenn A normal beziglich eines Skalarproduktes ist.

Bilden wir zu den reellen Eigenvektoren die Exponenziallésungen und zu
den komplexen die Losungen des Lemmas 11, SO gelangen wir wieder zu einem
Fundamentalsystem fiir x  Ax. Das Ergebnis ist folgender

Satz Ist A im Komplexen diagonalisierbar mit Eigenwerten

oo or1 180 om0y
und Eigenvektoren vy respektive wy VK iUk, so ist die allgemeine
Lésung von X AXx eine Linearkombination der Lésungen
vie Kty 1 k r;
sowie
vie tcos Tt uke Ktsin ¥ t;
vie Ktsin It uge Ktcos ¥ t;

furr 1 k m.
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Die allgemeine Losung ist damit die ungestérte Uberlagerung der Exponenzi-
allésungen zu den reellen Eigenwerten, und der Strudel- oder Zentrumslésungen
zu Paaren komplexer Eigenwerte. Damit lassen sich qualitativ die Lésungen fast
aller drei- und vierdimensionalen linearen Di [erknzialgleichungen beschreiben.

= Kleine Schwingungen

Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt h ; i.Ein symmetrischer Operator
Q 2L V definiert eine quadratische Form U auf V durch

1
U x Eth;xi:

Betrachten wir U als Potential eines Kraftfeldes, so beschreiben die newtonschen
Bewegungsgleichungen

X gradU Qx

die Bewegung eines Masseteilchen im Raum V unter dem Einfluss dieses Potenti-
als. Anschaulich handelt es sich um die reibungsfreie Bewegung einer Massekugel
auf der durch den Graphen von U definierten Flache.

Als symmetrischer Operator besitzt Q nur reelle Eigenwerte. Wir nehmen
auBerdem an, dass Q regulér ist und damit keinen Eigenwert O besitzt — man
nennt diesen Fall nichtentartet. Wir notieren die Eigenwerte als

2 2 2 2
1 v r<0<!r1 v LEs

miteinemgewissen 0 r n.ImFall r 0 ist U positiv definit,imFall r n
negativ definit.

Satz  Sei Q 2LV symmetrisch und nichtentartet mit obigen Eigenwerten.
Dann existiert eine orthonormale Basis vi;..; vy aus Eigenvektoren von Q,
so dass die allgemeine Losung von X Qx gegeben ist durch

X X
* ot ae Kt bre Koy accos ¥t by v
k 1 kr 1

mit reellen Koe [ziehten ax;bx, 1 k n. —

fitth ~ Aufgrund der Symmetrie von Q besitzt V eine Basis aus reellen ortho-
normalen Eigenvektoren vi;..;v, mit Eigenwerten 1 .. n. In dieser Basis
erhalt die quadratische Form die Gestalt
1 X
2

2.
U x KX -

k 1
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Wir erhalten n ungekoppelte lineare Di Cerenzialgleichungen zweiter Ordnung

Xk kXK, 1 k n:
Die allgemeine Lésung von X X ist nun
8
<ael! be ! fur 2 <0;
Xt -
“acos It b far 12>0;

mit reellen Koe [Ziehten a; b, wie man sofort verifiziert 1. Kombiniert mit den

Korollar Ist Q symmetrisch und positiv definit mit Eigenwerten 1 %; A | rz]
so ist die allgemeine Losung von X Qx die ungestorte Uberlagerung
von n Schwingungen in n paarweise orthogonalen Richtungen mit den
Frequenzen ¥q;..;%,.

Man nennt die einzelnen Schwingungen auch die Haupt- oder Eigenschwin-
gungen des Systems, und die ¥y ihre Eigenfrequenzen.

Bemerkung Der Bezeichnung s>kleine Schwingungen< stammt aus der klas-
sischen Mechanik. Betrachte dazu die newtonschen Bewegungsgleichungen

X gradU x

fur ein beliebiges Potential U. Einem kritischen Punkt von U entspricht ein
Gleichgewichtspunkt dieser Di Cerenzialgleichung. Legen wir diesen Punkt in den
Ursprung und ignorieren eine irrelevante additive Konstante, so ist

1 P
U x EhQX;Xi U x

mit der Hessischen Q von U und Termen hoherer Ordnung U.

In einer hinreichend kleinen Umgebung von 0 kénnen wir U als kleine Sto-
rung des quadratischen Terms au [asken und in erster Naherung vernachlassigen.
Ist Q positiv definit, so beschreibt dieses System also in erster Naherung kleine
Schwingungen um den Gleichgewichtspunkt. Diese betrachten wir noch genauer
in Abschnitt 7.

Den Term U bewirkt nun eine schwache, nichtlineare Kopplung dieser
Schwingungen. Die Stérungstheorie solcher Systeme ist allerdings sehr kom-
pliziert, da eine solche Kopplung zu Resonanzen und dem E [ekit sogenannter
>Kleiner Nenner«< fuhrt.

L Far Oistxt at b, doch diesen Fall hatten wir ja ausgeschlossen.
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16.6
Allgemeine Gleichungen

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall eines nicht diagonalisierbaren Ope-
rators A. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass A im Komplexen in eine
Blockdiagonalgestalt diag Ji1;..;Jm gebracht werden kann, die auf der Diago-
nalen aus elementaren Jordanbldcken besteht. Die Gestalt dieser jordanschen
Normalform ist dabei bis auf die Anordnung der einzelnen Jordanbldcke eindeu-
tig. FUr unsere Zwecke ist diese Normalform allerdings zu detailliert. Es reicht
die Existenz einer Zerlegung eines beliebigen Operators in einen halbeinfachen
und einen nilpotenten Anteil.

Satz uber die SN-Zerlegung Jeder Operator A2 L V besitzt im Komplexen
eine eindeutige Zerlegung in zwei Operatoren A S N mit folgenden
Eigenschaften:

(i) S istim Komplexen diagonalisierbar,
(ii) N ist nilpotent, und
(iii) S und N kommutieren: SN NS. —

Wir geben hier nur eine Skizze des Beweises. Ausgangspunkt ist der folgen-
de Spektralzerlegungssatz. Dabei heil3t eine Teilmenge von C invariant unter
komplexer Konjugation, wenn sie mit jedem Element auch dessen komplex Kon-
jugiertes enthalt.

Reeller Spektralzerlegungssatz  Sei 1 L.. L m eine Zerlegung des
Spektrums  von A 2 L V in disjunkte, unter komplexer Konjugation
invariante Teilmengen. Dann existiert eine unter A invariante Zerlegung
V Vi .. Vpg desVektorraumes V derart, dass

Aj Vi K 1 k m:

Dabei ist die Dimension von Vi gleich der Summe der Vielfachheiten der
in g enthaltenen Eigenwerte. Bezuglich dieser Zerlegung besitzt A die
Blockdiagonalgestalt

A diag A1 ..;Am 4)
mit Ak TAjVg furl k m.

fitth  Beweisskizze zur SN-Zerlegung Der Einfachheit halber seien alle Ei-
genwerte von A reell. Andernfalls betrachtet man zuerst A auf der Komplexifi-
zierung von V und leitet aus der entsprechenden komplexen SN-Zerlegung die
behauptete reelle Zerlegung ab. Die Details findet man zum Beispiel in Hirsch-
Smale, Kapitel 6.
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Seien i;..; r die verschiedenen reellen Eigenwerte von A. Dann 15 existiert
eine Zerlequng V. V1 .. V. derart, dass

Ac T g, Ak TAj Vi k 1;..5r:
Wir setzen dann
Sk 7 «l; Nk 7 Ak Sk:
Dann ist Sk halbeinfach und Ax Sk Nk. Ferner ist Nk nilpotent, da
N Ax kIl fOg:

MitS S; .. Smund N Ni .. Np erhalten wir dann eine SN-Zerlegung
von A mit den gewtnschten Eigenschaften.

Bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Da S und N mit A S N kommutieren,
sind die Unterrdume Vi auch unter S und N invariant. Also gilt

Sk ”SijZ Vi T Vy; Ngk ”NijZ Vi ¥ Vi,

sowie Ax Sk Nk. Wir behaupten, dass Sk auf Vi identisch ist mit S, ™ l:
Setzen wir dazu N Ax  SJ,soist S NI Ax Sk Nk und damit

Sk SY NP Nk

Hierbei ist Sk Sﬁ halbeinfach, da jede Ahnlichkeitstransformation Sﬁ Kl
unveréandert lasst. Ferner ist N} nilpotent, da das Spektrum von N{ nur die 0
enthalt. SchlieRlich kommutieren Nx und Nﬁ, da Nk mit Ax und der Identitat
kommutiert. Aus der binomischen Formel fir N Ny ™ mit m hinreichend
grol’ folgt, dass dann auch Nﬁ Nk nilpotent ist.

Also ist Sk Sﬁ halbeinfach und nilpotent. Diese Eigenschaft hat aber nur
der Nulloperator. Es ist also Sk~ S, und weiter N} Ny. Da dies fiir jedes k

Bemerkung Die jordansche Normalform geht tUber die SN-Zerlegung hin-
aus, indem sie noch eine Aussage Uber die Normalform nilpotenter Operatoren
macht.

Lemma Ist A S N eine SN-Zerlegung von A mit N™ 1 0, so gilt

s 1
e 1 N .. —N
m!

e mo. =

tith Da S und N kommutieren, gilt e eSS N eSeN. Wegen N™ 1 0

Um die Gestalt der allgemeinen Losung von X  Ax zu bestimmen, genigt
es nun, jede Komponente Ax Sk Nk der Zerlegung (4) einzeln zu betrachten.
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Bezeichnet | die Vielfachheit des k-ten Eigenwerts, so ist N, 0. Im reellen
Fall folgt dies aus dim Vi k., im komplexen Fall aus der Tatsache, dass Vi aus

der Reellifizierung zweier komplexer Unterraume der Dimension  entsteht.

Aufgrund des letzten Lemmas treten daher in e”<! nur Polynome vom Grad
kleiner | auf.

Wir formulieren den reellen und komplexen Fall wieder getrennt. Ein Quasi-
polynom ist ein Produkt aus einer Exponenzialfunktion und einem Polynom.

Reeller Fall Der Operator A2 L V habe nur reelle Eigenwerte 1;..; m mit
Vielfachheiten ;;..; m.Dann istin einer beliebigen Basis jede Komponen-
te einer Losung von X Ax eine Linearkombination aus Quasipolynomen

pk t e <t 1 k m;
wobei gradpk <  fir alle k.

Bemerkungen a. Sind alle Eigenwerte einfach, so ist ¢ 1 fur alle k.
Somit ist k n, alle Polynome pk sind konstant, und wir erhalten wieder den
Satz flr einfache reelle Eigenwerte 13.

b. Der maximale Grad von px kann kleiner als 1 sein. Dies hangt von
der Jordanschen Normalform von A ab. Beispielsweise sind alle px konstant
genau dann, wenn A halbeinfach ist.

Allgemeiner Fall Der Operator A2 L V habe die Eigenwerte

Lieev ors o r1 08¢ q0 o m 10y
mit Vielfachheiten 1;..; m.Dann istin einer beliebigen Basis jede Kom-
ponente einer Lésung von X  AXx eine Linearkombination aus den Quasi-
polynomen

pk t e <t 1 k r;
und den Funktionen

pct e Ktcos Bt; gt e Kisin ¥yt; r<k m;
wobei grad pg; gradqy < « fur alle k.

Man beachte, dass im Unterschied zu den Ergebnissen fur halbeinfache
Operatoren nicht jede Linearkombination aus den genannten Funktionen eine
Losung darstellt.

16.31

459



460

17

16 — Lineare Differenzialgleichungen

= Schlussfolgerungen

Satz Das Spektrum von A liegt in der linken komplexen Halbebene genau
dann, wenn

lim?~ t 0
trl

far jede Losung ” von X AX.

fitth )  Furein Produkt r aus einem Polynom und einer trigonometrischen
Funktionund <0 gilt

lime'rt O
tha

Da jede Komponente einer Lésung ” von x  Ax aufgrund des letzten Sat-
zes aus einer Linearkombination solcher Funktionen besteht, gilt daher auch
|imt!1 7t 0.

( Dies zeigen wir indirekt. Existiert wenigstens ein reeller oder komplexer
Eigenwert i mit £ O, so existiert dazu auch wenigstens ein reeller
oder komplexer Eigenvektor v und damit eine reelle oder komplexe Lésung
7t e 'v dieser Di Lerknzialgleichung. Ihr Real- oder Imaginarteil liefert eine

reelle Losung ~, die fur t ¥ 1 nicht gegen Null konvergiert. iiiii

Satz Das Spektrum von A liegt in der rechten komplexen Halbebene genau
dann, wenn

it el

far jede Losung * von X Ax aufRer der Gleichgewichtslésung. Es liegt
auf der imaginaren Achse genau dann, wenn

.1 A
tI!|m1¥logj tj O

fur jede Losung ” von X Ax auBer der Gleichgewichtslésung.
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16.7
Rein imaginare Eigenwerte

Das Beispiel kleiner Schwingungen zeigt, dass in naturlicher Weise lineare
Systeme X AXx mit rein imaginaren Eigenwerten i¥g;..; iV, auftreten.In
geeigneten Koordinaten ist dann A diag A1;..;Am mit

Ax ', ; 1 k m:
Die Dimension des Gesamtraumes ist n  2m.

Zu jedem Ayg gehort ein zweidimensionaler invarianter Unterraum, in dem
jede Lésung eine Kreisbahn mit der Winkelgeschwindigkeit ¥ durchlauft oder
aber am Nullpunkt verharrt. Klammern wir solche Nullpunktslésungen von der
Betrachtung aus und ignorieren die Radien der Kreisbahnen, so verlauft jede
Lésung auf dem Produkt von m Einheitskreisen st

Tm~sl . sl

Dieses Produkt nennt man einen m-dimensionalen Torus. Die gesamte Dynamik
wird dann vollstéandig beschrieben durch die Winkelgeschwindigkeiten ¥4;..; ¥
auf den einzelnen Kreisen.

s Der zweidimensionale Fall

Betrachten wir zunachstden Fall m 2, also T2 S! S!. Das topologische
Produkt zweier Kreise beschreibt eine Flache, die durch zwei Winkelkoordinaten
beschrieben wird. Geometrisch handelt es sich um eine Rotationsflache, die bei

der Rotation einer Kreislinie in der rechten xz-Ebene um die z-Achse entsteht.

Anschaulich ist dies ein Autoreifen oder Donut.
Analytisch betrachtet entspricht

st R=2 Zz

der reellen Geraden modulo 2 . Man identifiziert alle reellen Zahlen, die sich
um ein Vielfaches von 2 unterscheiden. Entsprechend entspricht

T2 st st R2=2 72

der euklidischen Ebenen, in der man alle Punkte identifiziert, deren Koordinaten
sich durch Vielfache von 2 unterscheiden. Dieses Objekt wird vollstandig durch
das Quadrat

Q 0;2 0;2 ;
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Abb 13

Fundamentalbereich

des 2-Torus 2t *
Q
L 4 o
0 2 1

wenn man zuséatzlich Ecken und Kanten wie in Abbildung 13 angedeutet identifi-
ziert. Mit dieser Identifikation erhalt man einen sogenannten Fundamentalbereich
Q des Torus T2.

Bildet man das Quadrat Q aus einem elastischen Material und klebt die
Seiten entsprechend ihrer Identifikation zusammen, so erhélt man wieder die
Rotationsflache aus Abbildung 14. Analytisch wird diese Deformation beschrieben

durch die Abbildung

O 1 O 1
rcos » Cos 1

RZ 1 RS; gﬁ BR rcos , sin 1§

rsin ,

Auf dem Fundamentalbereich Q ist diese Abbildung injektiv, und man erhalt
einen Di Cedmorphismus zwischen Q und 7.

Betrachten wir nun wieder unser dynamisches System. Es reduziert sich auf
dem Torus T? auf die Di [erknzialgleichung

1 ¥ 2 ¥

Mit ¥ 1,; ¥, lautet die allgemeine Losung
* t 7y Yt =, 2T
Die zugehdrige 1-Parametergruppe ist
CR T2rTE ot LR S

Betrachten wir diese Losungskurven nur in der reellen Ebene, so erhalten
wir Geraden — was ziemlich uninteressant ist. Interessanter wird es, wenn wir sie
auf dem Torus betrachten, indem wir sie zurtick auf den Fundamentalbereich
projizieren. Die topologische Natur der Losungskurven hangt jetzt entscheidend
von der Rationalitat oder Irrationalitat der Frequenzen ab.
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Abb 14  Ein periodischer Orbit auf Q und T2

\

<)
/ 2

1

)

18 Definition Zwei reelle Zahlen ¥;; ¥, heiflen rational unabhangig, falls beide
nicht verschwinden und

Q

L1

| |
=2
gilt. Andernfalls hei3en sie rational abhangig.
2 Ratignal unabhangig sind 1; p§ oder pi; pé, rational abhangig sind dagegen
2und 8. 7/
Satz Essind ¥,; ¥, rational abhédngig genau dann, wenn jede Losungskurve

von 1 Y, , ¥, auf T2 periodisch ist.

fith  Sind ¥, und ¥, rational abhangig, so gilt
LI} 1,
ny nz

mit ganzen Zahlen n; und n». Es existiert dann eine reelle Zahl T, so dass
T, 2 nj; i 1;2:
Dann aber gilt fir jeden Anfangswert  auf T2
T T 2 n;;2 np

Also ist jede Bahn periodisch mit Periode T .
Gilt umgekehrt T T ,soist T¥ 0,also

TH 2 Ni; N2

mit gewissen ganzen Zahlen ni;n,. Daraus folgt, dass das Verhéaltnis von ¥,

Der Beweis zeigt, dass es fur die rationale Abhéangigkeit der Frequenzen
genugt, dass bereits eine Bahn periodisch ist. Ebenso folgt aus dem Bewiesenen,
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Abb 15 Acht Punkte in sieben Intervallen und die Punkte m

o PO i N m
..

dass die Frequenzen rational unabhé&ngig sind genau dann, wenn keine Bahn
periodisch ist. Aber es gilt mehr.

Satz Sind ¥;; ¥, rational unabhéngig, so ist jede Losungskurve von '1 LT
", ¥, dichtauf T2. —

Wir fuhren dieses Satz zurick auf einen Satz Giber Drehungen des Kreises
St um einen festen Winkel

Lemma Ist inkommensurable mit 2 , also
=2 Q;
so liegen fiir jedes 2 S! die Punkte f k :k 2 Ng dichtin St. ~

fitth  Der Beweis basiert auf dem Dirichletschen Schubfachprinzip g.321 . Da-
zu unterteilen wir S in n gleich lange, halbo [efe, disjunkte Intervalle und
betrachten darauf die n 1 Punkte

K k; 0 k n:

Wenigstens zwei dieser Punkte mussen in ein und dasselbe Intervall fallen. Es
gibtalso0 k | nmitO K | <2 =n.Esistaber auch g |, denn
sonst waren und 2 kommensurabel. Fir m  jk 1j > 0 gilt demnach

2
O<jm mod2 j< ?:
Die Punkte ; m ; 2m ;.. liegen somit 2 =n-dicht in st

Fur jedes n £ 1 existiert somit eine Teilfolge von ; ; 2 ;..,die

fitth  Bewels des Satzes Betrachte die allgemeine Lésung ~ t 2 it.
Far T 2 =13 und ganze Zahlen k gilt dann mit 2 1,=-0,
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T kT ® ¥, KT; ¥,kT
"1 2 k%2 k
1;%2 k
Die Punkte ~y liegen somit samtlich auf dem Kreis f®,g S'. Da ¥; und
¥, rational unabhéngig sind, ist inkommensurable mit 2 . Aufgrund des
vorangehenden Lemmas liegen daher die ~y auf diesem Kreis dicht.
FUr jedes feste t liegen dann aber auch die Punkte

Tkt T kT ot

dicht auf dem Kreis £2; ¥,tg S'. Dadie Punkte ®; ¥t fir t £ 0 den
gesamten ersten Faktor durchlaufen, liegt der gesamte Orbit * t dicht in
st st T2 i

s Der hoherdimensionale Fall

Definition Die reellen Zahlen ¥ 1,;..; ¥, heien rational abhangig, falls
esein 0 k2 Z" gibt, so dass

hk; ¥i "k ¥; .. ka¥, O

Andernfalls heiBen sie rational unabhangig.

Somit sind ¥ ¥,:..; ¥, rational unabhangig, wenn fur k 2 Z" gilt
hk; i 0 a k O:

Im Fall n 2 ist dies &quivalent zur friheren Definition 15 . — Der letzte Satz 19
gilt nun genauso hier.

Satz  Sind ¥ T,;..; ¥, rational unabhangig, so ist jede Losungskurve
von T auf T" dicht. ~

Wir zeigen, dass sich die Losungskurven auf dem Torus T" sogar gleich-
maRig verteilen. Um zu erklédren, was damit gemeint ist, sei B eine beliebige
von T sei

abgeschlossene Kugel in T™. Flr eine Losungskurve
B ft2R: * t 2Bg:

Bezeichnen 1 und |, das 1- respektive n-dimensionale Inhaltsmaf3, so misst
17 B\NO;T
T
die relative Aufenthaltszeit von
_nB_
n "

in B im Zeitintervall O;T , und
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Abb 16

Zeitliches und raumliches

Mittel /

den relativen Anteil von B an T". Das Bemerkenswerte ist, dass fur rational
unabhéngige Frequenzen ¥ die erste GroRRe gegen die zweite konvergiert:
. B\ O;T B
lim % n :
Tl T n 1"

()

Das heif3t, im zeitlichen Mittel befindet sich die Bahn * innerhalb von B, wie es
dem rdumlichen Anteil von B am Gesamtraum entspricht.

Fur den Beweis dieser Behauptung schreiben wir diese zuerst in Integralform.
Bezeichnet g die charakteristische Funktion von B, so ist (5) gleichbedeutend
mit

Z; z

1
g 7t dt
n TM

.1
lim —
TI1 T o

gd

Fur den folgenden Satz ersetzen wir noch der Einfachheit halber g durch eine
beliebige stetige Funktion f auf T". Fur die Definition des n-dimensionalen
Integrals verweisen wir auf den dritten Band >Etwas mehr Analysis<. Hier gentgt
aber eine »intuitive Vorstellungs.

Satz  Sind die Frequenzen 1 5,;..; ¥, rational unabhangig, so gilt fur
jede Loésungskurve = von I und jede stetige Funktion f: T" ¥ C
Z+ 1 Z
lim—= f ~t dt fd: — 6
TI1T o ST (6)

Die linke Seite wird als zeitliches Mittel, die rechte Seite als raumliches Mittel
von f bezeichnet. Fir rational unabhangige Frequenzen stimmen also zeitliches
und raumliches Mittel einer stetigen Funktion f tberein. Man Uberlegt sich leicht,
dass dies fur rational abhangige Frequenzen nicht zutri [T

fiith  Der Einfachheit halber sei * t ¥t.Fur k2 Z" sei
ex: TV 1 C; e gihki .
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Wegen hk; ¥i O fur k O gilt dann

8
Z; Z; 3T; k 0
> ihk; ¥ it I
o ek t dt o e dt ? eihk; ¥iT 1 o
ihk; ¥i '
Far T ¥ 1 folgt hieraus
7 8
17 <1, k O
— e 7t dt ¥ _
T o -0, k O
Andererseits ist
8
z z ihk; i v? iki i ST ’
exd e d eid ;.
Tn Tn i1 Tl - O’

Damit erhalten wir ebenfalls
7 8
1 <1 k O;
exd .
n " Tn -0; k O

Damit ist (6) fur die Funktionen ex mit k 2 Z" bewiesen.

Auf Grund der Linearitat beider Seiten von (6) in f gilt die Behauptung dann
auch fur jede Linearkombination der ey, also jedes trigonometrische Polynom
in 1;..; n. Dann gilt sie aber auch fur jeden gleichmaRigen Limes solcher

Polynome, und das sind gerade die stetigen Funktionen auf T". iiiii

Interpretiert man die Integrale in (6) im Sinne von Lebesgue, so kann man
noch von stetigen Funktionen zu Lebesgue-integrablen Funktion tibergehen. Jede
solche Funktion ist fast Uberall der punktweise Limes stetiger Funktionen. Mit

dem Satz von der dominierten Konvergenz gelangt man zu folgendem Ergebnis.

Zusatz Die Behauptung 2o gilt auch fur jede Lebesgue-integrable Funktion
f: T" 1 C, wenn man die Integrale im Sinne von Lebesgue interpretiert. —

Insbesondere gilt der Satz damit auch fir die charakteristischen Funktionen
o Leder, abgeschlossener, oder beliebiger messbarer Mengen. Die Details fuhren
wir im dritten Band >Noch mehr Analysis< aus.
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Aufgaben

Sei E;k k ein Banachraum mit einer Multiplikation, fur die
kABk ckAkkBk

mit irgendeiner Konstanten ¢ > 0 gilt. Dann gibt es auch eine adaptierte Norm k kg,
fur die ¢ 1 gilt und E somit eine Banachalgebra wird.

Es ist * eine LOsung von X AXx zum Anfangswert X tp Xp genau dann, wenn
0z tp eine Lésung zum Anfangswert x 0 Xp ist. Somit ist

=t el LAy

Die Gesamtheit der Lésungen der Di Lerenzialgleichung x  Ax bildet einen reellen
Vektorraum, der isomorph zu V ist.
Finden Sie zwei 2 2-Matrizen A und B, fur die
A B2 AZ 2AB B% N B efeb:
Man zeige, dass fur
0 1! 10 '

A ; B
00

die binomische Formel fur n £ 2 sowie die Gleichung e® B e”eB nicht gelten.

Die aus einer Fundamentalldsung in einem Koordinatensystem gebildete Matrix
Mt it 7t

heil3t Fundamentalmatrix. Fur diese gilt
MtMtg I ethA

fur jedes to 2 R. Unter welchen Bedingungen ist M t eine 1-Parametergruppe?

Sind 1;..; n die Eigenwerte des Operators A, gezahlt mit Vielfachheiten, so ist
h'd X
detA K; SpA K:
Kk 1 k 1
Entwickeln sie dazu beide Seiten von det | A 1 - n hach und

vergleichen sie die Koe [Ziehten von " 1 und 1.
Ist A antisymmetrisch, also A~ A, so ist e* orthogonal.
Es gilt
1 L
cost  sint 0 1

et ) : ]
sint cost 1 0

Besitzt A einen Eigenwert < O, so besitzt die Di Lerknzialgleichung X  Ax wenig-
stens eine nichttriviale Losung x t mit limggaxt 0.

a. Ist ein Eigenwert von A, so ist e ein Eigenwert von e”.
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b. Es gibt keine 2 2-Matrix L mit
!
10
el .
14
c. Ist kKA 1k hinreichend klein, so gibt es einen Operator L mit e~ A.
d. Inwieweit ist L eindeutig bestimmt?

Ldsen sie das Anfangswertproblem X Ax, x 0 Xo fur folgende A und Xg.
L 1 1 1

1 2 3 0 3 3
a A . Xo b. A . Xo
2 1 9 1 2 0
' !
01 0
c. A y X0
10 2

Bestimmen sie den Typ der Di [Lerknzialgleichung X  Ax fur folgende Matrizen A,
sowie diejenig'en Anfangswert?, fur die limygy 1'x t 0 gilt. .

10 12 21 12

2 2 b. 02 ¢ 11 d- 11

Betrachten sie die inhomogene n-dimensionale Di [erknzialgleichung x Ax b mit
detA 0. Bestimmen sie eine a [CnelTransformation x Py c, die diese Gleichung in
eine homogene Gleichung y By transformiert. Bestimmen sie damit die allgemeine
Ldsung dieser Gleichung. Wie sieht diese Loésung aus, wenn detA 07?

a.

Betrachten sie im R3 die Di [erenzialgleichung x  Ax mit
1

(0}
1
A gl 2 §:
10 1
Zu welchem Diagonaloperator ist A dhnlich?
Welche Struktur hat die allgemeine Losung?

Bestimmen sie die allgemeine L6sung explizit.
Lésen sie damit das Anfangswertproblem mit x 0O 2;4;3 7.

aoop

Zeigen sie, dass die Funktionen e 1t;..;e »t linear unabhéngig genau dann sind, wenn
die  paarweise verschieden sind.

Fur welche a;b;c sind die Funktionen sinat, sinbt, sinct linear abhangig?

Fur welche Parameter a;b besitzt die Gleichung i au bu 0 eine nichttriviale
Lésung u

a. ohne Nullstellen,

b. mit endlich vielen Nullstellen,

c. mit unendlich vielen Nullstellen?

Transformieren sie die Di Lerenzialgleichung
! L !

u Ll u
\Y% |
in Polarkoordinaten, indem sie u rcos ,v rsin schreiben. Schreiben sie flr
0 dessen allgemeine Lésung auch in der Form r.
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Gegeben sei der stark gedampfte harmonische Oszillator, X X X mit >2.

a. Bestimmen sie fiir das aquivalente System erster Ordnung die Eigenwerte und Ei-
genvektoren fur 10=3 und damit die allgemeine L&sung.

b. Skizzieren sie das zugehorige Phasenportrait und interpretieren sie die Lésungskur-
ven physikalisch.

Klassifizieren und skizzieren sie alle Di Lerknzialgleichungen X  Ax in der Ebene mit
detA 0.

Zeichnen sie die Phasenportraits fur folgende Konfigurationen von Eigenwerten eines
linearen Systems X Ax im RS2,

a. b. C. d.
L ] L ] L]
L 2 L 3 L 2 L 2 L 2 L 2
L] L ] L]

Sei A ein invertierbarer Operator auf dem R", wobei n ungerade sei. Zeigen sie, dass
die Di Lerknzialgleichung X  Ax eine nichtperiodische Losung besitzt. Gilt dies auch
immer, wenn A nicht invertierbar ist?

Skizzieren sie die Losungskurven der folgenden Di Lerkenzialgleichungen. Welche Losun-
gen streben mit t ¥ 1 gegen 0?

a. X 2X b. X X z
y 2z y 3y
z 2y z X z

Zeigen sie, dass fur jede Losung von X  Ax, die nicht die Gleichgewichtslosung ist,
genau eine der folgenden Mdglichkeiten zutri (1

(i) limgeaxt Ound limgy 1 jxtj 1.

(i) limgyajxtj L undlimgy g xt 0.

(iii) Es gibt Konstanten 0 <A <B,sodass A<jx t j<B furallet 2 R.

. . P
Es gilt supg<i<1 cost sin 2t 2.

Betrachte S als Gruppe aller komplexen Zahlen vom Betrag 1 mit der Ublichen Multipli-
kation. Bestimmen sie alle abgeschlossenen Untergruppen von S.

Die Folge der ersten Zi [erh der Potenzen von 2 beginnt mit
1,2;4;8;1;3;6;1;2;5;1;2;4;8; ..:

a. In dieser Folge tritt auch die Zi [erl7 auf.
b. Ist N n die Anzahl der Zahlen in 1;2;::;2", die mit der Zi Lerl z beginnen, so gilt
tatsachlich

i N7 n
ntl Ng n

>1

Insbesondere existiert dieser Grenzwert.
c. Allgemeiner tritt jede beliebige, endliche Zi Lerhkombination am Anfang wenigstens
eines Folgengliedes auf. Hinweis: Betrachten sie log;o 2" modulo 1.
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Gewohnliche
Di Lerknzialgleichungen

Wir betrachten nun allgemeine gewothnliche Di Cerknzialgleichungen erster
Ordnung in endlich-dimensionalen R&umen von der Form

X V X:

Anders als im Fall linearer Di [erknzialgleichungen gibt es hier in den meisten Fal-
len keine Darstellung von Losungen mittels eines Exponenzials oder Ahnlichem,
und sogar ihre Existenz oder Eindeutigkeit sind meist nicht evident.

Man ben6tigt daher allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitssatze. Fur die
Existenz reicht schon die Stetigkeit der rechten Seite, und fur die Eindeutigkeit
deren lokale Lipschitzstetigkeit. Diese zieht dann auch die stetige Abhangigkeit
der Losungen von den Anfangswerten nach sich.

Eine Konsequenz der Existenz und Eindeutigkeit ist die Flusseigenschaft.
Fasst man alle Losungen zu einer Familie von Zeit-t-Abbildungen ' zusammen,
so gilt

0 Id, st S t:

Dies ist die Verallgemeinerung der entsprechenden Eigenschaften der Familie der
Zeit-t-Abbildungen e”t fiir lineare Di [erknzialgleichungen.
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17.1
Vektorfelder und Di Lerknzialgleichungen

Definition Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Ein Vektorfeld auf

einem Gebiet V ist eine Abbildung
vV TV, x,vx:
Ein Vektorfeld weist also jeden Punkt x im Definitionsbereich V einen

Vektor v x in demselben Vektorraum V zu. Daher definiert ein solches Feld
eine gewohnliche Di Cerknzialgleichung auf

Definition Ist v: 1 V ein Vektorfeld auf einem Gebiet V, so heil3t
X VX X2 1)

eine gewdhnliche, autonome Di Lerknzialgleichung erster Ordnung auf
Eine Losung dieser Di Lerknzialgleichung ist eine stetig di Lerenzierbare Kurve
N | derart, dass

t v 7t ; t21:

Der Geschwindigkeitsvektor einer Losung * stimmt also in jedem Punkt mit
dem dortigen Vektor des Vektorfeldes v Uberein. Die Menge  selbst bezeichnet
man in diesem Zusammenhang auch als Phasen- oder Konfigurationsraum der
Di Cerknzialgleichung.

Bemerkungen a. Jede dilerknzierbare Losung ist auch stetig di Lerknzier-
bar, da die Ableitung ja die Di Lerknzialgleichung erfillt.

b. Die DiLerenzialgleichung (1) hei3t gewdhnlich, da ihre Losungen * Funk-
tionen einer Variable t sind, die Ublicherweise als Zeit interpretiert wird. Auf
der anderen Seite stehen die partiellen Di Lerenzialgleichungen, die Funktionen
mehrerer Variablen und deren partielle Ableitungen betre [en. Sie heil3t von erster

Abb 1 Zwei Vektorfelder und zwei Losungskurven

‘ 17.2 09.02.2022 — 15:04



171 — Vektorfelder und Differenzialgleichungen

Abb 2

Eine skalare Funktion
interpretiert als
Vektorfeld

—_— > e - — <« ¢ > —>

Ordnung, da nur die erste Ableitung nach t involviert ist. Und sie hei3t autonom,
da das Vektorfeld v nicht explizit von t abhéangt.
c. Im Standardfall des R" ist (1) 4quivalent zu einem System
X1 V1 X1;..;%n ;

X2 V2 X1j..;%n ;

Xn  Vn X1j..i%n ;
von n im Allgemeinen gekoppelten, nichtlinearen Di Lerknzialgleichungen.

z a. Jede reelle Funktion f: R ,I R definiert eine skalare Di Cerknzialglei-
chung X f x aufihrem Definitionsbereich app2 . Das Polynom f x x2 zum
Beispiel definiert die Di Lerknzialgleichung

X X2 X 2 R:

lhre allgemeine Lésung ist gegeben durch

a
1 at

mit a2 R und at 1 - siehe Kapitel 11.
b. Ein linearer Operator A 2 L V definiert ein lineares Vektorfeld auf V,
namlich A: x , Ax. Die zugehdorige Di Lerknzialgleichung ist

X AX; X2 V:
lhre allgemeine L6sung ist, wie wir gesehen haben, gegeben durch

=t eMxg: Xo2V: 7/

09.02.2022 — 15:04 17.3
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= Weitere Di Lerknzialgleichungen

Wir beschranken uns hier auf autonome Di [erenzialgleichungen erster Ord-
nung. Fur die Frage der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen beispielsweise
ist dies jedoch keine wesentliche Einschrankung, da sich andere Typen von Di [e-1
renzialgleichungen in diese Form bringen lassen. Wir geben drei Beispiele, das
allgemeine Vorgehen ergibt sich daraus.

2 a. In Kapitel 11 haben wir nichtautonome Di LCerknzialgleichungen
x f t;x
in einer Variablen betrachtet. Fihren wir die Zeit als zusatzliche Koordinate Xg
ein und setzen x; X, so ist dies dquivalent zu dem autonomen System
).(0 1;
X1 F Xo;X1:

b. Eine skalare Di Cerknzialgleichung héherer Ordnung wird zu einem Sy-
stem von Di Lerknzialgleichungen erster Ordnung, indem man die héheren Ablei-
tungen als zuséatzliche Koordinaten einfuhrt. So ist

X axXx bx f x
mit X3 X, X2 X und x3 X aquivalent zu dem System
X1 Xo;
X2 Xz;
)-(3 f X1 bX2 axs.

c. Hangt ein Vektorfeld von Parametern ab, so kann man auch diese als
zusatzliche Koordinaten einfihren. So ist

x f x;

mit X1 X, X2 aquivalent zu dem System
X1 f XXz
5(2 0:

Damit werden Satze Uber die Abhangigkeit von Losungen von Parametern auf
solche Uber die Abhangigkeit von Lésungen von Anfangswerten zuriuckgefuhrt. 7

17.4
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= Anfangswertprobleme

Bereits die Lésungen von elementaren Di Lerenzialgleichungen sind nicht ein-
deutig, solange keine weiteren Daten vorgegeben werden. Dasselbe gilt nattrlich
auch hier. Eindeutigkeit kann man nur fir Anfangswertprobleme erwarten.

Definition Unter einem zu einem Vektorfeld v auf = gehdrenden Anfangswert-
problem - kurz Awp - versteht man das System

X V X; X to Xo
mit einem Xo 2 . Eine lokale Losung des Awps ist eine Losung 7 : lp ¥
dieser Di Lerknzialgleichung mit top 2 Ig und * to Xo.
z a. DieLbésungvon x ax, x 0 Xo auf der reellen Geraden ist
Zt efxg:

Sie existiert fur alle t 2 R.
b. DielLésungvon x x2,x 0  Xg ist
Xo .
1 Xot’

Tt

Ist Xxg O, so ist diese fur t ¥ 1=xg unbeschrankt und daher nicht fur alle t
definiert. Es gibt also keine globale Lésung.
c. lIst xg ein kritischer Punkt des Vektorfeldes v, das heil3t,

VvV Xp 0;
so besitzt das zugehorige Awp immer die fur alle t erklarte triviale Losung
7t Xo:

Diese wird auch als Gleichgewichtslosung bezeichnet, der Punkt X selbst als
Gleichgewichtspunkt.
d. Das lineare Awp X AXx, x 0 Xo besitzt die Lésung
=t My
Der Nullpunkt ist hier immer ein Gleichgewichtspunkt. 7

Die Wahl des Anfangszeitpunktes tp ist bei autonomen Di Lerknzialgleichun-
gen unerheblich. Denn ist * eine Lésung von X Vv X , so ist auch

Tt t v 7t 1o

Die zeitliche verschobene Kurve ist also ebenfalls eine L6sung, und wir kénnen
erreichen, dass to O.

17.5
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Far nichtlineare Anfangswertprobleme lasst sich nur in wenigen Féallen eine
Ldsung explizit angeben. Man kann sogar beweisen, dass Losungen in den meisten
Fallen nicht durch >geschlossene Ausdricke« dargestellt werden kénnen. Man
bendtigt daher allgemeine Existenzsatze. Sehr allgemein ist der

Existenzsatz von Peano Ist das Vektorfeld v stetig, so besitzt jedes zugehori-
ge Anfangswertproblem wenigstens eine lokale Lésung.

Wir benétigen diesen Satz im Folgenden nicht. Daher skizzieren wir einen
Beweis in einer Ubungsaufgabe o.7.

17.2
Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Fur den allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz benétigen wir einige
technische Hilfsmittel. Wir beginnen mit der Umformulierung des Problems in
eine Integralgleichung. Letztere ist analytisch wesentlich leichter zu handhaben.
Insbesondere kdnnen wir hierauf den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

= Die Integralgleichung

Lemmal Seiv: ¥ V ein stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet . Dann ist
I | eine Losung des Anfangswertproblems

X vx; x0 Xo

genau dann, wenn
Zt

7t Xo v 7 s ds
0

far alle t 2 1 erfillt.

stetig ist und die Integralgleichung

fitth Ist * L&sung des Awps, so folgt aus dem Hauptsatz 136
Zt xo Tt >0
Zt Zt

* s ds \Y;
0 0

s ds:

Gilt umgekehrt diese Gleichung fir ein stetiges *, so ist wiederum aufgrund des
Hauptsatzes * auch di Cerknzierbar, und es ist

t v Tt t21:
Aulerdem ist o Cedsichtlich = 0  Xxq. iiiii

17.6
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s Das Lemma von Gronwall

Dieses Lemma spielt bei der Untersuchung von gewohnlichen Di Cerknzial-
gleichungen eine zentrale Rolle.
Lemma von Gronwall Istu: O;T ¥ R stetig und gilt
Zt

ut a b us ds; 0O t T;
0

mit reellen Konstanten a und b, wobei b £ O, so ist
ut ae’; ot T: ~

ftith  Setze

t
vt Ta b us ds; 0O t T:
0

Dann ist v stetig di Cerenzierbar und Dannist u v auf O;T -das istgenau
die Annahme —, und v ist stetig di Cerenzierbar. FUr die Ableitung gilt,da b £0,

vl bu bv:

Folglich ist

ve Pt0 0 py e

Die Funktion ve Pt ist also monoton fallend auf O;T und daher

bt vtebtto vOo a 0ot T:

vite

Somitistauchut vt aePt. iiii
Im Fall a O erhalten wir folgendes

Korollar Istu: 0O;T ¥ R stetig und gilt
Zy

0 ut b us ds; Ot T;
0

mit einer reellen Zahl b £0,soist u 0.

= Banachscher Fixpunktsatz

Der letzte Hilfssatz ist tatsachlich ein fundamentales und méachtiges Werk-
zeug der Funktionalanalysis.

Banachscher Fixpunktsatz Sei X E eine abgeschlossene Teilmenge eines
Banachraums E mit Norm k k. Ist T: X ¥ X eine Kontraktion — das heif3t,

kKT u T v k ku vk; u;v 2 X:

mit einem <1, so besitzt T in X genau einen Fixpunkt.

17.7
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fitth  Eindeutigkeit: Sind p und g zwei Fixpunkte von T in X, so folgt
kp gk kT p Taqgk kp gk;

also 1 kp gk O0.Wegen 1 > 0 impliziert dies kp gk 0. Alsoist
der Fixpunkt in X eindeutig.
Existenz: Wahle irgendeinen Punkt xg 2 X und setze

Xn T" Xo: n&E1;

wobei T" die n-fache Anwendung des Operators T bezeichnet. Mit Induktion
folgt xn, 2 X fur alle n £ 0 sowie

kxn 1 Xnk kxn Xn 1K "kx1 Xok: n £ 0: ¥3)

Fur m > n £ 0 folgt hieraus

n)(l
kKXm Xnk kxk 1 Xxkk
k n
X n
Kkx;  Xok kx1 xok: ?3)
kK n

Somit bildet X, eine Cauchyfolge in X. Aufgrund der Vollstandigkeit von E
besitzt diese Cauchyfolge einen Grenzwert p 2 E, und aufgrund der Abgeschlos-
senheit von X gehort dieser ebenfalls zu X. Dieser Grenzwert ist ein Fixpunkt
von T, denn (2) ist aquivalent mit

KT Xn  Xnk Tkx1 Xok; n £ 0;

und mit x, ¥ p und der Stetigkeit von T erhalten wir KT p  pk 0. Damitist

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes liefert nicht nur die Existenz
des Fixpunktes, sondern gleichzeitig auch ein schnell konvergierendes Konstruk-
tionsverfahren einschlie3lich Fehlerabschatzung.

Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz Jede Folge x, T" Xo mit belie-
bigem Startwert xo 2 X konvergiert gegen den eindeutigen Fixpunkt p
von T, und es gilt

n

kxn pk

kx1 xok:

fitth  Dies folgt aus 3) mit m ¥ 1 und xy, ¥ p. iiiii

17.8
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= Eindeutigkeit
Wir wollen nun die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen des Awps
X V X; x 0 Xo

fur lipschitzstetige Vektorfelder v zeigen. Wie so oft, ist die Eindeutigkeit der
leichtere Teil. Daher erledigen wir dies zuerst.

Satz Ist v: V ,¥ V lipschitzstetig, so ist jede Losung des obigen Anfangswert-
problems auf ihrem Existenzintervall eindeutig.

fitth  Seien *;  zwei auf demselben Intervall 1 um O definierte L6sungen
desselben Awps. Dann erfullen beide die zugehoérige Integralgleichung von Lem-
ma | 3, so dass

= t v 7 s \Y; s ds; t21:

Fuar t > 0 folgt mit einer Lipschitzkonstanten L fir v die Abschatzung
Zt Zt

k = t k kv 7 s \Y; s kds L k ~ s kds:
0 0

Fur die stetige Funktion u t k ~ t k gilt somit
Zt

0 ut L us ds:
0

Mit dem Korollar zum Lemma von Gronwall 5 folgt

k * tk O; t2I1\ 0;1 :
Furt21\ 1;0 gilt Entsprechendes. Also ist ~ auf I. iiiii
= EXistenz

Far den Existenzbeweis gehen wir nun davon aus, dass das Vektorfeld v
auf ganz V erklart und gleichméafig lipschitzstetig ist. Dies vermeidet techni-
sche Komplikationen, da Losungen in endlicher Zeit nicht unbeschrankt werden
koénnen. Den allgemeinen Fall fUhren wir spéter auf diesen zurick.

Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz Ist das Vektorfeld v gleichmé&Rig
lipschitz auf ganz V, so besitzt jedes Anfangswertproblem eine fur alle
Zeiten definierte eindeutige Lésung.

fitth  Wir schreiben das zu I6sende Awp als Integralgleichung fur die Kurve ~ ,
also

7t Xo v 7 s ds; t2R;

17.9
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Diese fassen wir als Fixpunktgleichung eines Operators T auf einem geeigneten
Raum E stetiger Kurven auf.
Sei dazu L eine globale Lipschitzkonstante von v und

E Z2C R}V  kk. <1
der Raum aller stetigen Kurven *: R ¥ V mit endlicher gewichteter Norm

k*k_~"supk> t ke 24U:
t2R
Eine Cauchyfolge in diesem Raum konvergiert gleichmafig auf jedem beschrank-
ten t-Intervall |. Daher bildet E mit dieser Norm einen Banachraum 4.1 .
Die Teilmenge aller solcher Kurven mit Anfangswert Xg,

X ¥ 2E:~0 Xog E;

ist abgeschlossen in E. Definieren wir den Operator T auf X durch
Zt

T” t Xo v 7 s ds; t2R;
0

so ist 7 eine L6sung des Awps genau dann, wenn = 2 X und T ~ z.

Wir zeigen die Existenz eines solchen Fixpunkts mithilfe des Banachschen
Fixpunktsatzes g . Zwei Dinge sind hierftr zu zeigen.

a. T ist wohldefiniert und bildet X in sich ab O [Cedsichtlich ist T~
eine stetige Kurve in V mit 0 Xo. Damit auch wieder zu X gehort,
mussen wir kK k; < 1 zeigen. — Nun ist

Zjtj
k t Xk kv * s kds
70
itj
kv 7 s v Xg kK kv Xg k ds
20

Lk™ s Xok kv Xg k ds:
Ferner ist

k” s xok kZ? xok_e?si
Z..
o Ild] 1 . ) )
aufgrund der Definition von k k_ und Le®s ds Eez'-m: Damit erhalten wir
0

Kk t xok k=7 xok e®™Y jtjkv xo k:
Also ist

kK  xok. supk t xoke 2HU<1:
t2R

17.10
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b. T ist eine Kontraktion auf X Seien ; 2 X. Aufgrund der Integral-
gleichung gilt dann

Zjtj
kT* T tk kv 7 s \Y; s kds

0
jtj

Lk~* s s kds
0

Zjtj

k= k., Le?Sds

0
1 k= k, e?Hu:
2

Also ist

T
KT T k. supkT= T tke?2WJd =—g-= ki :
t2R 2

Somitist T: X ¥ X eine Kontraktion mit dem Faktor 1=2.
Schluss Somit ist der Banachsche Fixpunktsatz ¢ anwendbar, und T be-
sitzt einen eindeutigen Fixpunkt * 2 X. Dieser ist die gesuchte Lésung des

Awps. Deren Eindeutigkeit hatten wir bereits gezeigt g . iiiii

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert mit seinem Zusatz 7 zugleich ein Ver-
fahren zur Konstruktion eines Fixpunktes von T . Im Zusammenhang mit gewdhn-
lichen Di Cerknzialgleichungen ist dies bekannt als das Iterationsverfahren von
Picard-Lindelof.

Satz von Picard-Lindelof  Sei v ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf V. Dann
ist die eindeutige L6sung des Anfangswertproblems

X V X; x 0 Xo;

der Limes der Folge von Kurven T"xo mit
Zt
T t Xo v 7 s ds; t2R:
0
Diese Folge konvergiert gleichmaRig auf jedem kompakten Zeitintervall

gegen die Lésung.

fitth  Der Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz 7 sagt aus, dass fiur jeden
beliebigen Startwert ¢ 2 X die Folge T" ” g ngo in der Norm des Banachrau-
mes E gegen den Fixpunkt * 2 X von T konvergiert. Ein solcher Startwert ist
zum Beispiel die konstante Kurve 7o X, und Konvergenz in der Norm k ki

17.11
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2 Jedes lineare Vektorfeld
A: VIV, x, AX

ist global lipschitzstetig. Wenden wir das Picard-Lindel6fsche Iterationsverfahren
auf das zugehdrige Awp an, so erhalten wir 7o t Xo,

Zt
71t Xo A7gs ds Xo AtxXp;
0
Zy 1
"ot Xo A~1s ds Xo Atxg EAztzxo;
0

und allgemein mit Induktion

1
X Aktk -
“nt Xo:
|
Ko k!
Im Limes erhalt man die Lésung ~ t eAtxg, wobei wir aufgrund des letz-

ten Satzes bereits wissen, dass diese Reihe auf jedem kompakten t-Intervall
gleichmaRig konvergiert. 7

= Der nichtautonome Fall

Die Beweise der letzten drei Satze bleiben unverandert gultig, wenn das
Vektorfeld zusatzlich stetig von der Zeit t abhangt. Lipschitzstetigkeit in t ist
nicht erforderlich, wir missen lediglich verlangen, dass die Lipschitzstetigkeit in
der Ortsvariablen x gleichméRig fur alle t gilt.

Zusatz Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz g und der Satz von Picard-
Lindeldf 10 gelten ebenfalls fur nichtautonome Vektorfelder

v:R V'V, tx ,VitXx;

die stetig in der Zeitvariable und gleichmé&gRig lipschitzstetig in der Ortsva-
riable in dem Sinne sind, dass es ein L £ 0 gibt, so dass

kv t;x vty k Lkx yk

furalle x;y 2V und t2R. —

17.12
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= Stetige Abhangigkeit

Bis jetzt haben wir die Losungen eines Anfangswertproblems als individuelle
Kurven betrachtet, also als Funktionen nur von t. Nun betrachten wir sie auch
als Funktion des Anfangswerts Xg. Dies machen wir sichtbar, indem wir = t;Xxg
oder *!' xo oder 7%, U fur die Losung zum Anfangswert xo schreiben. Die
Integralgleichung 3 lautet damit

Zt

Xo Xo \"
0

>t »S

Xo ds:

Stetigkeitssatz Sei v ein L-lipschitzstetiges Vektorfeld auf ganz V. Fur seine
Lésungskurven gilt dann

k*tx "ty k e"UUkx yk

furalle t 2R und alle x;y 2 V.
titth ~ Aus den Integralgleichungen fur =t x und =ty folgt fur t £0
k?tx 'y k
Zt
kx yk kv 75 x v *Sy kds

t
kx yk L k?®x 7%y kds:
0

Wenden wir das Lemma von Gronwall 4 auf
ut k*tx *tyk

an, so erhalten wir die Behauptung fur t £0. Den Fall t 0 fuhrt man hierauf

zurlck. iiiii

Bemerkungen a. Das exponenzielle Anwachsen der oberen Schranke ist
im Allgemeinen nicht zu verbessern. Fur die Losungen von X ax auf R mit
a 0 qilt ja bereits

*tx =tO jefxg e0j e*jxo 0j:

Entsprechendes gilt, wenn man lineare DiLerknzialgleichungen X AX mit
Diagonalmatrizen A betrachtet.

b. Fixieren wir ein kompaktes Zeitintervall a;b um 0, so hdngen die
Ldsungen gleichmafliig vom Anfangswert ab. Denn es gilt ja

K7x  "yKap sup k”xt ~ytk e-P?2kx yk:

17.13
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Abb 3 Flusseigenschaft

Auf einem beschrankten Zeitintervall ist der Abstand verschiedener Losungs-
kurven also gleichmaRig klein, wenn nur ihre Anfangswerte hinreichend kleinen
Abstand haben.

c. Mit der im Beweis des Existenzsatzes g eingefiihrten Norm k= k; folgt
aus dem Stetigkeitssatz auch

k”x 7yk kx yk:
Der Operator
I: VYE x, 7y

der jedem Anfangswert in X 2 V seine entsprechende L6ésungskurve *y 2 E
zuordnet, ist also lipschitzstetig beziiglich k k; . Dies bedeutet jedoch nicht, dass
die L6ésungen auf ganz R in der Supremumsnorm stetig von den Anfangswerten
abhangen!

d. Vielmehr ist es so, dass auf beliebig langen Zeitintervallen noch so kleine
Absténde exponenzial anwachsen kénnen. Dies ist der sogenannte E [ekit der
empfindlichen Abhangigkeit von den Anfangswerten und die Ursache chaotischen
Verhaltens, das in vielen Systemen beobachtet werden kann.

17.3
Flisse

Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so definieren alle seine - eindeutigen -
Ldsungskurven zu allen Anfangswerten zusammen eine Abbildung

R V1V, t;x =t x ot

genannt der Fluss oder die Flussabbildung des Vektorfeldes. Aufgrund des Stetig-
keitssatzes 1, ist sie stetig in X, und aufgrund der Konstruktion sogar di Leren-
zierbar in t.
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17.3 — Flusse

Flusssatz Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so gilt fiir seine Flussabbildung
0; x X;
t s;X t; s; X
fur alle x2V und alle s;t2 R. —

fith Da  t;x die Lésungskurve zum Anfangswert x bezeichnet, ist natlr-
lich 0;x x fur alle x. Betrachten wir beide Seiten der zweiten Gleichung als
Funktion von t bei festem s, so sind beide Losungskurven desselben Vektorfeldes
v mit demselben Anfangswert s;x beit 0. Denn es gilt ja

und

Die Gleichung
t s;X t; s; X

bedeutet, dass es keinen Unterschied macht, ob ich vom Punkt x der L8sungs-
kurve bis zum Zeitpunkt s folge und s;x als Anfangswert einer weiteren
Lésungskurve bis zum Zeitpunkt t wahle, oder ob ich gleich von x >ohne Zwi-
schenstop< bis zum Zeitpunkt t s fortschreite app3-

= Zeit-t-Abbildungen

Wir wechseln jetzt die Perspektive und betrachten die Flussabbildung nicht
als Bundel von Lésungskurven, sondern als Familie von Zeit-t-Abbildungen

t-virv:, x, tx X

Diese bildet also jeden Punkt x 2 V auf den Punkt 7! x der Lésungskurve mit
Anfangswert x ab.

Satz Die Familie der Zeit-t-Abbildungen ! ;5r eines lipschitzstetigen Vek-
torfeldes auf V bildet eine 1-Parametergruppe von Homgdomorphismen
von V. Das heiRt, jedes ! ist ein Homéomorphismus von V, und es gilt

0 |d, t s t S
fur alle t;s 2 R. —

17.15
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fitth  Die Identitaten sind gleichbedeutend mit denen des Flusssatzes 13 und
mussen nicht mehr bewiesen werden. Aus ihnen folgt insbesondere

t t tt 0 tt t t.

Wegen © idistalso ' umkehrbar, und die Umkehrabbildung ist

t 1 t t2R:

Bemerkungen a. Der Fluss eines Vektorfeldes definiert somit einen Ho-
momorphismus der additiven Gruppe R in die Gruppe Hom V der Hom&éomor-
phismen auf V:

R, ¥ HomVv:; ; t, U
Eine solche Familie von Abbildungen wird auch als dynamisches System mit
kontinuierlicher Zeit bezeichnet.
b. Der Satz verallgemeinert das entsprechende Resultat fur lineare Vektor-
felder A. Dort war ja

t oAt vy

eine 1-Parametergruppe von linearen Isomorphismen von V. Die Gruppenstruk-
tur war dort eine algebraische Identitat, die wir ohne den Ee-Satz zeigten.

s Dilerknzierbarkeit

Ein lipschitzstetiges Vektorfeld generiert also eine 1-Parametergruppe von
Homdéomorphismen des Vektorraumes V . Ist das Vektorfeld dartber hinaus stetig
di Cerknzierbar, so gilt dasselbe auch fur seine Flussabbildung.

15 Satz Ist das lipschitzstetige Vektorfeld v auf V stetig di Cerknzierbar, so ist
jede Zeit-t-Abbildung ! seines Flusses ein Di Ledmorphismus von V.

Da wir bereits wissen, dass es sich bei den Zeit-t-Abbildungen um Homéo-
morphismen handelt, ist nur noch deren stetige Di Lerknzierbarkeit zu zeigen. Es
genugt daher, Folgendes zu beweisen.

16 Proposition st das lipschitzstetige Vektorfeld v stetig di Lerknzierbar, so ist
jede Zeit-t-Abbildung ! seines Flusses ebenfalls stetig di [erknzierbar.
Seine Ableitung ' D ' x ist die eindeutige Lésung des nichtautonomen
linearen Anfangswertproblems

At ; 0 Id; (4)

mitAt “Dv tx .
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Dieses Awp ergibt sich wie folgt. Falls wir die Di Cerenzialgleichung

Ty v tx

nach x di[erknzieren und Di [erknziation nach x und t vertauschen dirfen, so
erhalten wir die Di Lerenzialgleichung
D'x " D 'x
Dv 'x
Dv 'x D !'x:
Ihr Anfangswertist D © x Id,daja © id. Fixieren wir also x, so erhalten

wir genau das behauptete Awp fir t D t x .
Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung ist kein Problem:

Lemma Ist das Vektorfeld v auf V lipschitz und C1, so besitzt das Anfangs-
wertproblem (4) eine fur alle t definierte eindeutige Lsung.

fitth Ist v stetig di Cerknzierbar, so ist die Abbildung
A:RYLV; At Dv 'x

stetig und gleichmaRig beschrankt in der Operatornorm von L V durch die
globale Lipschitzkonstante von v. Somit kénnen wir = At  au[&sbken als
eine stetig von t abhangende lipschitzstetige Di Lerknzialgleichung auf dem
Vektorraum L V . Der Zusatz zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz 1; liefert

fitth  Beweis der Proposition  Wir zeigen, dass
wth = ''x h tx 'h o khk :

Dann ist ! von (4) die Ableitung der Flussabbildung. — Aufgrund des Hauptsat-
zes gilt

Zt
'h h A's Shds;
0
Zt
Uy  x v S x ds;
oZt
tx h x h v $x h ds:
0
Also ist
Zt
wt h v $x h v S X As °h ds:

17.17
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Abb 4
*Xx h
Zum Beweis der ty h

Proposition

Mit  Sh X h S x WS h wird dies zu

Zt
wt h v °x h v S X As S5x h S x ds

0

Zt

As WS h ds

0

zt Zt
s ds As WS h ds

0 0

s v °x h v Sx As x h S x

Aufgrund der gleichmagigen Lipschitzstetigkeit von v ist kKA s k L furalle s

und x. Also folgt
Zt Zt
kWt h k k skds L kwS h kds:
0 0

Mit einer Variante des Lemmas von Gronwall 512 gilt dann
Zt
kW' hk  k ske-"'*ds:
0

Mit A s Dv S x und dem Mittelwertsatz ist nun

k s k sup kDv Dv °x kk ®x h S x k
2ls

mit | s Sx h; S x .Aufgrund des Stetigkeitssatzes 1, ist
k *x h Sxk O khk:

Andererseits gilt ¥ S x fir h ¥ 0, und deshalb
kDv Dv Sx k1O0; h 1 O:

Alsoist k ' h k o khk und damit kW' h k o khk , wie zu zeigen war. iiiii
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= Variationsgleichung

Fur die Abhangigkeit der Lésungen von den Anfangswerten ergibt sich
daraus Folgendes. Setzen wir

t D 'xh t h;
so gilt
t'x h tx t oh;
wobei die Kurve der Variationsgleichung
At ; 0 h;

entlang der Kurve ' x geniigt. Sie beschreibt in erster Naherung die Anderung
einer Losungskurve bei kleinen Anderungen des Anfangswertes.

= HOhere Regularitat

Besitzt das Vektorfeld hohere Regularitéatseigenschaften, so vererben sich
diese auf den Fluss.

Satz Ist das Vektorfeld v auf V von der Klasse C", wobei 1 r 1, soist
seine Flussabbildung ebenfalls C". —

fitth  FOr r 1 ist die Behauptung bereits bewiesen 15. Wir gehen daher
induktiv davon aus, dass die Behauptung fur irgendein r £ 1 gilt, und beweisen
deren Gultigkeit fur r 1.
Sei also v ein C" 1-Vektorfeld. Betrachte das Di [erenzialgleichungssystem
X VX ;
(5)

u Dv x u;

und das zugehdrige Vektorfeld

VvV X

w:V VIV V, wxXxu
Dv x u

Dieses ist C" auf V V. Also ist nach Induktionsannahme auch seine Flussab-

bildung von der Klasse C". Diese Flussabbildung ist aber gerade
1

tx
D ''xu

txu
denn die zweite Gleichung in (5) ist gerade die Variationsgleichung der ersten
Gleichung 16 . Also ist nach Induktionsannahme D ! eine C'-Abbildung. Dasselbe
gilt fur "t aufgrund der Di[erknzialgleichung. Also ist selbst eine C" 1-
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489



490

19

17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

17.4
Der lokale Ee-Satz

Bis jetzt gingen wir davon aus, dass ein Vektorfeld auf ganz V definiert und
dort lipschitz ist. Das ist naturlich nicht immer der Fall.

2 a. Die Dilerknzialgleichung x x? ist auf ganz R erklart, aber nicht
gleichmaRig lipschitzstetig. Tatsachlich hat jede nichttriviale Losung
Xo
Xt ; X 0;
1 Xot 0
eine Singularitat.
b. Die Dilerknzialgleichung X x 2 hat eine Singularitat im Punkt 0, und

die L6ésung

Xt p3t 1

erreicht diesen Punkt in endlicher Zeit, verlasst also den Definitionsbereich der
Di Cerknzialgleichung. 7

Ldsungen existieren im Allgemeinen also nicht fur alle Zeiten. Aber jedes
Anfangswertproblem eines lokal lipschitzstetigen Vektorfeldes besitzt immer eine
eindeutige lokale und sogar maximale Losung. Dazu benétigen wir einige Fakten
Uber lipschitzstetige Abbildungen.

= Lipschitzstetige Vektorfelder

Definition Ein Vektorfeld v auf einem Gebiet V heil3t lokal lipschitzstetig,
wenn zu jedem Punktin  eine Umgebung U und ein L £ O existiert,
so dass v auf U L-lipschitzstetig ist.

= a. Das Vektorfeld v auf R mit v x  x? ist lokal lipschitz.
b. Jedes C!-Vektorfeld auf einem Gebiet ist lokal lipschitz aufgrund des
Schrankensatzes 14.16 .
c. Das Vektorfeld x , x273 istim Punkt 0 2 R nicht lokal lipschitz. 7

Lemma K Ist v auf dem Gebiet lokal lipschitz, so ist v auf jeder kompak-
ten Teilmenge K gleichméaRig lipschitz.

fitth  Sei K kompakt. Ware v nicht gleichmaRig lipschitz auf K, so
existierten zu jedem n £ 1 Punkte X, Yyn in K derart, dass

kv Xn V Yn KENnkxn ynk:
Also ist

2 2M
kxn ynk —supkv x k —; nZ£1l;
N xok n

17.20
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denn kvk ist auf K stetig und daher beschrankt.

Da K kompakt ist, besitzt die Folge X, eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert p 2 K. Die entsprechende Teilfolge von y, konvergiert dann wegen
der vorangehenden Abschatzung ebenfalls gegen p. Da aber v in einer Umgebung
von p lipschitz ist, ergibt sich fur hinreichend grof3e n ein Widerspruch zur Wahl

Lipschitzstetige Funktionen auf kompakten Teilmengen eines normierten
Raumes lassen sich nun zu lipschitzstetigen Funktionen auf dem gesamten Raum
fortsetzen, ohne die Lipschitzkonstante zu verschlechtern.

Lemmal Sei f: M T R L-lipschitz auf einer nichtleeren abgeschlossenen
Teilmenge M von V. Dann existiert eine Fortsetzung :V ¥ R von f mit
derselben Lipschitzkonstante L.

fitth  Nach Voraussetzung gilt
jfu fvj Lku vk; u;v 2 M: (6)

Fixieren wir irgendein up in M, so gilt fur jedes x 2 V und u 2 M aufgrund der
Dreiecksungleichung die obere Abschatzung

fu Lkx uk fup jfu fusj Lkx uk
f ug Lku wupgk Lkx uk
f uo Lkx ugk:
Die linke Seite ist somit fur alle u 2 M gleichmaRig beschrankt und damit

cVIR; X Tsup fu Lkx uk
u2M

wohldefiniert. Aus (6) folgt andererseits f v £f u Lkv uk und deshalb

sup f u Lkv uk fv; v 2 M:
uzm

Also ist f auf M und damit eine Fortsetzung von f auf ganz V.
Nun gilt fur jedes y 2V

x £fu Lky uk Lkx vyk; u2M:
Also gilt dies auch fur das Supremum tUber u 2 M und deshalb
x £ y Lkx vyk:
Dasselbe gilt mit den Rollen von x und y vertauscht, so dass wir insgesamt
j x yj Lkx yk

erhalten. Somitist L-lipschitz auf V. iiiii

17.21

491



492

21

17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

Abb 5 Konstruktion einer maximalen Losungskurve

Km

Xo

Korollar Jedes lipschitzstetige Vektorfeld auf einer kompakten Menge in V
besitzt eine lipschitzstetige Fortsetzung auf ganz V.

fitth  Wahle eine beliebige Basis in V, und setze jede einzelne Komponenten-
funktion mit dem vorangehenden Lemma auf ganz V fort. Die Behauptung fur
die daraus resultierende Fortsetzung des gesamten Vektorfeldes folgt, weil alle

= Lokale Losungen

Lokaler Ee-Satz Das Vektorfeld v sei auf einem Gebiet lokal lipschitzste-
tig. Dann besitzt jedes zugehoérige Anfangswertproblem eine eindeutige
maximale Ldsung.

fiith  Zu jedem Gebiet  existiert eine Ausschopfung

L
Ky Ky .. ; Kn ;

n&l

durch kompakte Teilmengen — zum Beispiel
Kn fx2 :distx; ¢ £1=n ~kxk ng:

Aufgrund von Lemma K 19 ist die Einschrankung vjg, gleichméaRig lipschitz-
stetig, und aufgrund von Lemma L 0 kann es von dort zu einem gleichmafig
lipschitzstetigen Vektorfeld v, auf ganz V fortgesetzt werden.

Ist Xo 2  ein beliebiger Anfangswert, so ist Xo 2 K, fur ein ng £ 1. Fur
jedes n £ ng existiert dann eine eindeutige globale Lésung *, zum Vektorfeld
Vvnh und Anfangswert X, und zu dieser ein grof3tes o [edes Intervall 1, 3 0 mit
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der Eigenschaft

n In Kn:

Eventuell gilt auch = I, Kn, aber das ist unerheblich. Wegen K, K, 1 gilt
auch I, I, 1 fUr n £ ng sowie

m ns m A n:

In
Setze jetzt
J- In
n&Ang
und definiere = :J 1 durch 7j, 7n.Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes g
ist  eine wohldefinierte Losung zum Anfangswert Xo innerhalb von
Um ihre Maximalitat zu zeigen, betrachte beispielsweise

Js I\ 0O;1 0;b ; O<b 1:

Istb 1, soist J;: sicher maximal. Sei also b < 1. Gabe es eine L6ésung zum
selben Anfangswert Uber den Zeitpunkt b hinaus, so existierte lim, = t , und
der kompakte Kurvenabschnitt > 0;b  ware im Innern einer der kompakten
Mengen K, enthalten. Dies aber widerspricht der Definition der Intervalle I,

und J. Somit ist J+ mximal. iiiii

Der maximale Fluss eines Vektorfeldes v ist die Blindelung aller seiner
maximalen Losungskurven. Wir setzen
Jy fxg ft;x 2R 12340
X2

wobei Jx das maximale Existenzintervall der Losungskurve zum Anfangswert x
bezeichnet, und definieren

T t:x t;X

Satz Die Menge st eine o [ede Umgebung von fOg R ,und st
ein maximaler Fluss auf  bestehend aus maximalen Lésungskurven des
Vektorfeldes v.

Lokal gilt fur den maximalen Fluss dasselbe wie fur den globalen Fluss im
Flusssatz 13, also

0 . ts t s

X X X

wann immer alle Ausdricke definiert sind.
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Abb 6

Die Menge

17.5
Konjugation von Vektorfeldern und Flussen

Um eine Di Lerknzialgleichung zu verstehen, kann man nach geeigneten
Koordinaten suchen, in denen sie besonders einfach wird — das ist die sogenannte
Transformationsmethode. Damit stellt sich die Frage, wie sich Vektorfelder und
Di Cerknzialgleichungen unter Koordinatentransformationen tGberhaupt transfor-
mieren.

s Transformation von Vektorfeldern

Gegeben seien ein Vektorfeld v auf einem Gebiet in V und ein Di [ed+
morphismus

T: 1

von auf ein weiteres Gebiet in V. Das transformierte Vektorfeld w auf

ist naturlicherweise dadurch charakterisiert, dass T L&sungskurven von v in
Losungskurven  von w abbildet. Fir die Kurve T ~ soll also gelten
T 7 DT * * DT v ~
"w wT 7

Vergleich beider Gleichungen ergibt
wT ~ DT * v 7 :

Betrachten wir t;X zum Zeiptunkt t 0, so erhalten wir

w T X DT x v X ; X2

17.24
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Abb 7 Zum Transformationsgesetz

DT

w u

VvV X u
x T

Damit erhalten wir folgendes

Transformationsgesetz  Ein Di Ledmorphismus T : Ll transformiert ein
Vektorfeld v auf in ein Vektorfeld w auf gemal der Gleichung

w T DT v:

Diese Gleichung lasst sich sowohl nach v als auch nach w auflésen. Auflésen
nach w ergibt

w DT v T?' T

Man transportiert also v von  mit der Tangentialabbildung DT weiter nach
weshalb man T v den push forward von v nennt.
Auflésen nach v ergibt

v DT 'w T_T w:

Man holt also w mit der inversen Tangentialabbildung DT ! von zuriuck
nach , weshalb man T w den pull back von w nennt. Beide Gleichungen sind
aquivalent, aber die zweite ist technisch meist einfacher, da nur die lineare Abbil-
dung DT invertiert wird statt der im Allgemeinen nichtlinearen Abbildung T.

Definition  Zwei Vektorfelder v auf und w auf  heiRen C'-konjugiert, falls
es einen Di Cedmorphismus T : 1 gibt,sodass T v. w.

Bemerkung a. Der push forward T v ist auch erklart, wenn T nicht
surjektiv ist, sondern eine sogenannte Einbettung.

b. Der pull back T w ist auch erklart, wenn T nur ein lokaler, aber kein
globaler Di Ledmorphismus ist. Dies ist beispielsweise bei den Polarkoordinaten
der Fall — siehe néchstes Beispiel.

c. Praktisch transformiert man Vektorfelder durch direktes Di Cerenzieren
der Gleichung T ~ statt die Transformationsformel zu bemuhen.
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2 a. Sei Xx Axundy Tx miteinem linearen Isomorphismus T:V 1 V.
Dann ist

y Tx' Tx TAx By BTx
also TA BT. Somit erhalten wir
A T B T BT B TA TAT %

wobei T hier nicht die adjungierte Abbildung zu T bezeichnet.
b. Betrachte das Vektorfeld v mit v x  x? auf R Rnf0g. Mit

1
T: R IR ; X —
y
erhalt man
. 1 1 Y,
x x> = lz
y y y

alsoy 1.Alsoist
T v 1, T1 v,

wenn 1 das konstante Vektorfeld mit Wert 1 bezeichnet.
c. Die Abbildung

r; Y rcos ;rsin

definiert Polarkoordinaten in der Ebene auferhalb des Nullpunkts. Sie ist ein
lokaler, jedoch kein globaler Di Ledmorphismus. Daher ist lediglich der pull back
definiert. Eine direkte Rechnung ergibt
X rcos r sin ;
y frsin r cos
Multiplikation der ersten Gleichung mit x rcos , der zweiten mity rsin
und Addition ergibt
; ; : 2 : cin2 .
XX Yy rrcos rrsin rr;
also
XX yy.
. :
Analog erhalt man
Xy yX.
rz. -’
Diese Gleichungen sind fur r > 0 wohldefiniert. 7
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= Konjugation von Flissen

Koénnen zwei Vektorfelder durch einen Di Ledmorphismus ineinander trans-
formiert werden, so betrachtet man diese als &quivalent. Ihre Lésungskurven
werden dann durch diesen Di [Ledmorphismus aufeinander abgebildet — das war
ja auch der Ausgangspunkt des Transformationsgesetzes. Aber nicht nur das —
auch ihre Flisse sind zueinander konjugiert.

Zunéchst die Definition. Flusse bezeichnen wir von nun an wieder mit kleinen
griechischen Buchstaben, da sie ohnehin aus Lésungskurven bestehen.

Definition  Zwei Flisse * auf und auf heiRen lokal C'-konjugiert, falls
es einen Di Ledmorphismus T : 1 gibt, so dass

T >t t T

in einem o Ceden t-Intervall um O fUr jeden Anfangswert in . Mit anderen
Worten, es kommutiert das in Abbildung 8 links stehende Diagramm.

Satz  Zwei Vektorfelder sind C1-konjugiert genau dann, wenn ihre Flisse lokal
Cl-konjugiert sind

fith ¢ Sind die FlUsse lokal konjugiert, so gilt fur jedes x 2
T =t tT

lokal um jeden Punkt auf einem kleinen t-Intervall um 0. Ableiten nach t bei
t O ergibt dann

Abb 8 Konjugation von Flissen
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DT =% *0 "0 T
Mit *° v und "° w folgt
DT v w T:

Also sind auch die Vektorfelder konjugiert.
D)  Esgelte umgekehrt die letzte Gleichung. Dann gilt lokalum t 0
T >t - DT >t st DT ,tv >t

DT v =t

w T *t wT =t

Somitist T ~! x eine lokale Lésungskurve des Vektorfeldes w zum Anfangs-
wert T x . Dasselbe gilt aber auch fur die Kurve ' T x . Aufgrund des Ee-
Satzesistalso T ~t! x t'T x fur kleine t, sprich

T =t LI T

Bemerkung O [Cedsichtlich kann man Flisse auch topologisch konjugieren
- also per Homéomorphismus —, Vektorfelder aber nicht, da die Jacobische eines
Homdomorphismus ja nicht definiert ist. Man nennt daher Vektorfeld topologisch
konjugiert, wenn ihre Flusse topologisch konjugiert sind. Dieser wesentlich fle-
xiblere Konjugationsbegri [ist fir das Studium dynamischer Systeme wichtig.

= Der Rektifizierungssatz

Wir kénnen nun den einfachsten Satz in der Klassifikation von Vektorfeldern
beweisen. Er betri [Tihre Gestalt lokal um regulére Punkte.

Definition Ein Punkt p heil3t singularer Punkt eines Vektorfeldes v, falls
vV p 0:
Andernfalls heil3t er regularer Punkt.

Rektifizierungssatz  Lokal um einen reguléaren Punkt p ist ein C1-Vektorfeld
Cl-konjugiert zu einem konstanten Vektorfeld. ~

fitth  Wir betrachten den Standardfall eines Vektorfeldes v vq;..;v, auf
dem R". Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass

p O vy O 0:

Es existiert dann eine Umgebung I U von 0;0 2 R R", auf der der Fluss
von v erklart ist und eine C1-Abbildung ~:1 U @ R" definiert. Auf einer
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Abb 9 Der Rektifizierungssatz

/ —~——
— ~ \
<\
T LT
T N
VP
eg T v v ~ -

noch festzulegenden kleinen Umgebung W von 0 2 R" definieren wir damit eine
Abbildung
T:WIR"Y, u,Tu % 0,0 ;

wobei u Up;..;un und G Uo;..;un . Das Bild von u ist also der Punkt der
Loésungskurve zum Anfangswert 0;0 am Zeitpunkt u; - siehe Abbildung 10.
Fur diese Abbildung gilt dann

-
@—o *t o0 *0p0 vo
Quq 0

und - indem wir erst t 0 setzen und dann nach u; di Lerknzieren -

=0
@—TO 2 0

ei; 2 i n
@u; Ou; '
Also ist
(0] 1
viO O ::: 0
1
. v, 0 1:::0
DT O o ;
ou; RN
vhn O 0 ::: 1
und somit

detDT O vy 0 0:

Also ist T ein lokaler Di [edmorphismus. Wahlen wir also W hinreichend klein,
so ist T ein Di Ledmorphismus von W auf eine Umgebung von T 0 0.
Diese Abbildung T konjugiert die Fliisse von e1 und v. Der Fluss von e; ist
Y'u u te; U tiux:iiiiup:
Mit der Definition von T folgt
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Abb 10 Definition der Abbildung T

U 0;0% Tu

Q)
c

*t T u =t =u

Also gilt
O I
Da T die Flusse von v und e; konjugiert, konjugiert T auch die Vektorfelder

Damit ist klar, dass regulére Punkte eines Vektorfeldes lokal véllig uninter-
essant sind. Interessant sind nur die singuléaren Punkte — wie im richtigen Leben.
Dies ist allerdings nur ein lokales Bild. Es erlaubt keinerlei Aussage Uber das
globale Verhalten der Losungskurven — ob es sich beispielsweise um periodische,
quasiperiodische oder chaotische Bahnen handelt.
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Aufgaben

Man zeige, dass E. 7 2C R;V : k7 k_ < 1g mit
k7k_ "~ supior k” t ke 4

fur jedes L £ 0 einen Banachraum bildet, und X f"2E.:7 0 Xog fir jedes
Xp 2 V abgeschlossen in E_ ist.

Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz Ist das Vektorfeld v L-lipschitz auf der Kugel
Br Xo , so besitzt das Awp

X vx; xO0 X0

fur hinreichend kleines T > 0 eine eindeutige Losung *: O;T ¥ B, Xo .
Beweisen sie diesen Satz, indem sie Et f7 2C O0;T ;Vg mit der tblichen Supre-
mumsnorm

K”Kor Supg ¢ TK” tk;

X f72Er:” 0 Xxpg betrachten und den Beweis des globalen Ee-Satzes g entspre-
chend anpassen.

Sei v ein lediglich stetiges, aber beschranktes Vektorfeld auf V und
“nh: 0;1 1V, nkl;

eine Folge von Losungen von X Vv x . Konvergiert *, O , so konvergiert eine Teilfolge
von ~, gleichmaRig auf 0;1 gegen eine Losung von X Vv X . Hinweis: Satz von
Arzela-Ascoli 121 .

Zeigen sie mit der vorangehenden Aufgabe, dass die stetige Abhangigkeit von Lésun-
gen von den Anfangswerten aus der Existenz und Eindeutigkeit dieser Losungen folgt
(>Existenz und Eindeutigkeit impliziert Stetigkeits).

Fur die Losungskurven eines lokal lipschitzstetigen Vektorfeldes gilt genau eine der
drei folgenden Mdoglichkeiten. Eine Losungskurve = : 1 ¥ V ist

a. eine konstante Abbildung: ~ t p fur alle t, oder

b. eine injektive Immersion, oder

c. eine periodische Immersion: = t T Z t firein T >0 und alle t.

Hinweis: Eine Immersion ist eine di Lerknzierbare Abbildung, deren Ableitung tberall
maximalen Rang hat.

Beweisen sie Satz 22 zum maximalen Fluss.

Beweisen sie den Existenzsatz von Peano  auf folgende Weise.
a. Wabhlen sie eine hinreichend kleine abgeschlossene Kugel B, xo .
Wabhlen sie ein hinreichend kleines Intervall | ;

Definieren sie auf I Kurven =, T" 7 wie im Satz von Picard-Lindelof 10.

b

c

d. Wenden sie auf diese Folge n den Satz von Arzela-Ascoli 121 an.

e. Der Grenzwert jeder konvergenten Teilfolge ist dann ein Fixpunkt von T.
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17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

Sei  der maximale Fluss eines lipschitzstetigen Vektorfeldes v. Dann gilt

tv v

an allen Punkten, wo die linke Seite definiert ist.

Ist  ein bezuglich der Zeit di Cerknzierbarer Fluss auf V, so sind dessen Flusslinien
die Loésungskurven eines eindeutig bestimmten Vektorfeldes v auf V.

Seien v und w Vektorfelder auf V und T: V T V ein Di Ledmorphismus. Dann wird
durch

v w av Tw

eine Aquivalenzrelation unter stetigen Vektorfeldern definiert.

Das Vektorfeld v sei von der Form
VvV X AX V X ;

wobei ~ bedeutet, dass der Term bis zur ersten Ableitung bei 0 verschwindet. Dann

hat die Zeit-1-Abbildung 1 seines Flusses die Form
X x X
mit er.

Variante des Lemmas von Gronwall Es gelte
Zt

ut as bu s ds; 0Ot T;
[0]

mit u;a: O;T ¥ R stetigund b £ 0. Dann gilt
ZI

ut as e?t s ds; 0ot T:
0

Allgemeines Lemma von Gronwall Seien u;a: 0;T ¥ R stetig, b: O0;T ¥ R inte-
grierbar und nicht-negativ, und
Zt
ut at Obsusds; 0O t T:

Dann gilt
Zt Zt
ut at asbs exp b r dr ds; 0O t T:
0 s
a. Sei h ; 1 ein Skalarprodukt und v ein stetiges Vektorfeld auf V, fur das mit einer

Konstanten a £ 0 gilt
hv x :xi al kxk?: X2V:

Dann gilt fur jede Lésungskurve * von v die Abschatzung
k=t xk 1 kxk e t £0:

b. Was muss vorausgesetzt werden, damit Entsprechendes fir t 0 gilt?
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17 — Aufgaben

Sei v ein Cl-Vektorfeld auf V und :V I R eine positive C!-Funktion. Dann besitzen
die Vektorfelder v und w v dieselben Lésungskurven. Gilt das auch, wenn >C1«
durch slokal lipschitz< oder »stetig< ersetzt wird?

Transformieren sie die Di Lerenzialgleichung
Xy x1 x* y?

y x y1 x2 y?

in Polarkoordinaten. Beschreiben sie die Losungskurven sowohl in den Polarkoordinaten
r; 7 als auch den kartesischen Koordinaten Xx;y .
Sei 7: a;b ¥ V Ldsungskurve eines stetigen Vektorfeldes v. Ist die Spur von ~ in

einer kompakten Teilmenge des Definitionsbereiches von v enthalten, so ist * gleich-
maRig stetig. Ist b < 1, so existiert auch limyyp = t .

Sei ” Losungskurve eines stetigen Vektorfeldes auf einem Gebiet . Ist
T sup tA£0: ~ Ot <1;
so existiert zu jeder kompakten Teilmenge K eine monoton steigende Folge t; <

t<.%T mit 7 t, K.

17.33
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Analysis im R"

Wir betrachten nun Abbildungen R" ,# R™ mit m £ 2, die man auch als
vektorwertige Funktionen bezeichnet. Zunachst formulieren wir den lokalen
Umkehrsatz fur Abbildungen des R" in sich selbst. Wir beweisen ihn - recht
ausfuhrlich — zuerst innerhalb der Kategorie der lipschitzstetigen Abbildungen.
Hohere Regularitat betrachten wir erst danach und bereitet keine neuen Probleme.

Eine unmittelbare Folge des Umkehrsatzes ist der fundamentale Satz Uber
implizite Funktionen. Er bildet die Grundlage fur die Definition gleichungsdefi-
nierter Mannigfaltigkeiten, und daran ankntpfend die Diskussion von Extrema
mit Nebenbedingungen und der Methode der Lagrangemultiplikatoren.

18.1
Umkehrabbildungen
Wir betrachten vektorwertige Abbildungen
:R"IR™ x,u 7 x:
Zuerst wollen wir die Frage studieren, unter welchen Bedingungen eine solche
Abbildung umkehrbar, also die Gleichung u * x nach x eindeutig auflésbar

ist. Mit anderen Worten: Wann kénnen wir das System von m Gleichungen in n
Variablen,

Ui 71 X1;..;%n ;
Uz 72 X1;..;%n ;
Un  “m X1;..5Xn ;

eindeutig nach Xxi;..; X auflésen?

18.1
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Abb 1

Lokal, aber nicht global
injektive Abbildung

Den eindimensionalen Fall kennen wir bereits7,. Ist | ein Intervall und
f: 1 ¥ R stetig, so ist f umkehrbar dann und nur dann, wenn f streng monoton
ist. In diesem Fall ist J f | ein Intervall, die Umkehrfunktion f 1 auf f I
wohldefiniert und ebenfalls stetig und streng monoton 713.

In héheren Dimensionen steht uns das Monotoniekriterium jedoch nicht
zur Verfugung, und die Sache ist komplizierter. So kann man zum Beispiel die
Abbildung * in Abbildung 1 so definieren, dass sie lokal injektiv ist. Das heif3t,
jeder Punkt besitzt eine kleine Umgebung, die bijektiv abgebildet wird. Sie ist
aber nicht global injektiv, denn die beiden hervorgehobenen Punkte links werden
auf denselben Punkt rechts abgebildet. Also ist  insgesamt nicht umkehrbar.

In einem ersten Schritt vereinfachen wir daher die Aufgabe, indem wir
sie lokalisieren — was ohnehin bei vielen analytischen Problemen eine sinnvolle
Herangehensweise ist. Wir fixieren also einen Punkt Xp und dessen Bild

Uo Xo

und fragen, ob es o [ede Umgebungen U von xp und V von ug gibt, in denen
die Gleichung u * x eindeutig nach x auflésbar ist.

Beschréanken wir uns auf kleine Umgebungen, so kdnnen wir in einem zwei-
ten Schritt das Problem linearisieren, indem wir die typischerweise nichtlineare
Abbildung * lokal durch ihre Linearisierung im Punkt xo approximieren. Dies
ist ohnehin ein wichtiger Spezialfall des allgemeinen Problems und fuihrt zu der
Gleichung

u up D” X9 X Xpo:

Die lineare Algebra lehrt nun, dass diese Gleichung uneingeschréankt — also ohne
weitere Annahmen fir alle u - l6sbar ist genau dann, wenn D Xg invertierbar
ist, also

detD” X 0

gilt. Insbesondere mussen u und x von derselben Dimension sein.

Fur die lokale Umkehrbarkeit einer di Cerenzierbaren Abbildung * um einen
Punkt xg ist es somit sicher sinnvoll zu verlangen, dass D * X reguldr ist. Das
fundamentale Ergebnis ist, dass diese Eigenschaft auch hinreichend ist.
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18.1 — Umkehrabbildungen

Abb 2
Abbildung und

Umkehrabbildung °
Uo

Umkehrsatz Essei *: R",I R" stetig di Lerknzierbar und

detD~ X 0:

Dann existieren Umgebungen U von X und V von ugp
eine stetig di Lerknzierbare Abbildung :V ¥ U, so dass

Xo Sowie

z idU; = idv: -

Im Detail bedeutet dies, dass * die o [ede Menge U bijektiv auf die o [Cenle
Menge V abbildet und deren lokale Umkehrabbildung > juU 1! ebenfalls
stetig di Cerknzierbar ist.

= Etwas Terminologie

Der Satz uber die Existenz lokaler Umkehrabbildungen gehort zu den wich-
tigsten Hilfsmitteln der Analysis. Wir wollen seine wesentlichen Aspekte deshalb
auch begri Cichlherausstellen.

Definition Eine C!-Abbildung ~: R, R" heilt regular im Punkt xo, und der
Punkt selbst regularer Punkt der Abbildung ~, wenn

detD~ X 0:

Die Abbildung * heif3t regular, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbe-
reichs regular ist.

Ein nicht-regularer Punkt heil3t singularer Punkt, dort ist detD * Xo 0.

Definition Sei R" o [end und nicht leer. Eine stetig di Cerknzierbare Abbil-
dung ~: T R" heit Di Cedmorphismus, wenn gilt:
am ° - ist o [en,

(i) =: v O istbijektiv,
(iiiy = 1: 0@ istebenfalls stetig di [erknzierbar.
Genauer heilt dann * ein Di [edmorphismus von  auf .

09.02.2022 — 15:04 18.3
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Analog sind zum Beispiel Homdomorphismus und Lipeomorphismus defi-
niert, hierfir ist nur stetig di Cerknzierbar durch stetig respektive lipschitzstetig
Zu ersetzen.

z a. Eine a CnelAbbildung
cRTIR™ x'u Ax b

ist ein Di Cedmorphismus des R" genau dann, wenn detA 0.

b. Ist I ein oendes Intervall und f: 1 ¥ R regular, so verschwindet die
Ableitung f° nirgends. Also ist geméaR dem Satz tiber Umkehrfunktionen g 15 f
ein Di [edmorphismus von | auf 1I° £ | .

c. Sind =: ¥ Ouynd : 9r % pjredmorphismen, so sind

= 1. 0y . - . y

1

ebenfalls Di Cedmorphismen.
d. Eine reguldare Kurve : 1 ¥ R? kann kein Di Cedmorphismus sein. 7

Notiz  Ein Di[edmorphismus * ist in jedem Punkt seines Definitionsbereichs
regular.

tith Da * und ~ ! beide di [erknzierbar sind, kénnen wir auf die Identitat
> 1 = id die Kettenregel 147 anwenden und erhalten

D~ ! *bD~” d

auf ganz . Dies geht aber nur, wenn D * in jedem Punkt reguldr ist. iiiii

Wie bereits am Beispiel von Abbildung 1 bemerkt, gilt die Umkehrung die-
ser Feststellung im Globalen im Allgemeinen nicht. Aus der Regularitat, einer
lokalen Eigenschaft, kann man nicht auf die globale Eigenschaft der Umkehr-
barkeit schliel3lich. Dies ist nur lokal mdéglich, und das ist die Quintessenz des
Umkehrsatzes.

Kurzfassung des Umkehrsatzes Lokal um einen reguléren Punkt ist eine
stetig di Cerknzierbare Abbildung di Cedmorph.

Das bedeutet, dass die Einschrankung auf eine hinreichend kleine Umgebung
dieses Punktes einen Di Cedmorphismus dieser Umgebung auf sein Bild ergibt.
Wichtige Beispiele sind Polar- und Kugelkoordinaten, die wir am Ende dieses
Abschnitts betrachten.

18.4



18.1 — Umkehrabbildungen

= Ruckfuhrung auf einen Spezialfall

Der Beweis des Umkehrsatzes wird uUbersichtlicher, wenn wir folgenden
Spezialfall betrachten. Auf ihn fuhren wir den allgemeinen Fall zurtck.

Spezialfall Essei = : R",1 R" stetig di Lerknzierbar und
0 O D~ 0 Id:
Dann ist * lokal um 0 di Ledmorph.

fitth  Beweis des Umkehrsatz mithilfe des Spezialfalls Sei = : R" ,I R" eine
Cl-Abbildung mit regularer Ableitung D~ Xo . Verschieben wir den Null-
punkt nach xo mittels der Translation : x , X Xg und wenden nach ~ die
a [meTTransformation :u , 1u up mitus = xo an, so erhalten wir
die normalisierte Abbildung

> » . > 1 >

X X  Xo Up

Diese erflllt die Voraussetzungen des Spezialfalls, denn ~ ist stetig di Lerkenzier-
bar, = 0 0, und

D~ 0 ID” xo Id:

Also besitzt > eine stetig di [erknzierbare lokale Inverse ~ . Es gilt also

iduo;
idvo;
mit gewissen Umgebungen Ug und Vo von 0. Verknupfen wir die erste Gleichung

von links mit  und von rechts mit 1 und verfahren analog in der zweiten
Gleichung mit , so erhalten wir

- z idu; U Uo
idv; \Y 1 Vo :

Somit ist * ein Di Cedmorphismus von U auf V mit der stetig di Cerenzierbaren
Umkehrabbildung =L i

= Der Umkehrsatz fur lipschitzstetige Abbildungen

Andererseits kdnnen wir den Spezialfall 4 etwas allgemeiner fassen. Es stellt
sich heraus, dass der Umkehrsatz bereits innerhalb der Kategorie der lipschitz-
stetigen Abbildungen gilt, ohne dass der Beweis dadurch komplizierter wirde.

18.5
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Sei R" beliebig, aber nicht leer, und j j eine beliebige Norm auf R".
Fur eine lipschitzstetige Abbildung f: ¥ R" ist dann
f 7 sup iftu fvij u f_vj
u v Jju vj
u;v2

die bestmdgliche Lipschitzkonstante von f auf  bezlglich j j. Fur eine stetig
di Cerknzierbare Abbildung f auf einer konvexen Menge gilt hierftr folgendes

Lemma st f: I R" stetig di [erknzierbar und  konvex, so gilt
f kDfk ;
wobei k k die von j j induzierte Operatornorm bezeichnet. —

fitth  Mit u;v 2 ist auch u;v aufgrund der Konvexitat von
Aufgrund des Schrankensatzes 1416 gilt dann

jfu fvij max kDf z kju vj kDfk ju vj:

z2 uv

Also gilt f kDfk .—Umgekehrtgiltfirz2 undh O

JDf z hj m fz th fz

li
t10

|

1
lim— f jthj f jhj:
tl!ng iti Jjthj nj
Da dies fur alle h 0 gilt, folgt hieraus kDf z k f .Und da dies fur jedes

z 2 gilt, folgt auch kDfk f . iiii

Fur eine Abbildung * wie im Spezialfall 4 gilt aufgrund der Stetigkeit der
ersten Ableitung

idg, o kD7 Idkg o ¥ O; rto:
Fur hinreichend Kkleines r istalso ~ id g o <1.Dannist 7 bereits injektiv:

Proposition A Ist *: ¥ R" lipschitzstetigund ~ id <1,soist * auf
injektiv.

fitth  Angenommen, es ist * X 7y fur x;y 2 . Dannist

xoypoj T xoox Ty yj 7 oid jx yj:

Wegen ~ id <1 folgthieraus jx yj O,alsox y. iiiii

Das Problem besteht somit nicht im Nachweis der Injektivitdt von * , son-
dern im Nachweis der Stetigkeit der Umkehrabbildung ~ 1 auf einer o [efen
Menge. Dies zeigen wir im Folgenden, indem wir die Umkehrabbildung innerhalb
der Klasse lipschitzstetiger Abbildungen konstruieren.
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Proposition B Sei *: By 0 ¥ R" lipschitzstetig mit
0 0; 7 id g g 1=4:
Dann existiert eine lipschitzstetige Abbildung : B> O ¥ B, 0 mit

0 O, id Br=2 O 1:2,

so dass idg,_, o -

= Formulierung als Fixpunktproblem

Fur den Beweis formulieren wir die Aussage als Fixpunktproblem. Dazu
schreiben wir * id * und die gesuchte Umkehrabbildung als id ~
Zu lésen ist dann die Gleichung

id ~ id ~ id id
was aquivalent ist zu

> id
Zu gegebenem > suchen wir also ein ", das in einer hinreichend kleinen Umge-
bung von 0 definiert ist und diese Gleichung erfullt.

Die Abbildung ~ erscheint hier als Fixpunkt des Operators

T:u, Tu  id u;
also als Losung der Fixpunktgleichung
Tu u:

Wir haben das Invertierungsproblem >Gesucht ist die Inverse der Abbildung ~ «
somit in das Fixpunktproblem >Gesucht ist ein Fixpunkt des Operators T < um-
formuliert. Dies ist ein oft angewandter Kunstgri [,_da fur Fixpunktprobleme
vielfaltige und weitreichende Satze zur Verfligung stehen. Einer der vielseitig-
sten ist der Banachsche Fixpunktsatz, den wir bereits beim Beweis des Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes fur gewohnliche Di Lerenzialgleichungen kennengelernt
haben. Wir wiederholen ihn hier der Vollstandigkeit halber.

Banachscher Fixpunktsatz Sei E ein Banachraum mit Norm k Kk, sei X eine
abgeschlossene Teilmenge von E, und T: X ¥ X eine Kontraktion. Das
heil3t, es existiert eine Konstante 2 0;1 , so dass

kTu Tvk ku vk; u;v 2 X:

Dann besitzt T in X genau einen Fixpunkt
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Die Herausforderung bei der Anwendung des Banachschen Fixpunktsat-
zes besteht darin, im jeweiligen Fall einen geeigneten Banachraum E und eine
geeignete Teilmenge X zu finden. Der folgende Beweis gibt daftir ein Beispiel.

fitth  Beweis von Proposition B Schreibe also * id * und id
Die Gleichung ~ id ist dann aquivalent zu
~ - 4 -

Diese Gleichung I6sen wir mit dem Banachschen Fixpunktsatz im Banachraum
E CKR"; K Bi0;

versehen mit der Supremumsnorm k k. Als Teilmenge betrachten wir
X uUu2E:uo 0, ug 1=2 :

Es ist leicht zu sehen, dass X in E abgeschlossen ist. Auf X definieren wir
Tu Z id u:

Nun sind eine Reihe von Aussagen zu verifizieren.
T ist wohldefiniert, also Tu auf K definiert: Fur u2 X und x 2 K ist

juxj jux u0j uxjxj;
also
JX uxj 1 ug jXxi<2jxj<r:
Alsogiltid u: K ¥B, 0 ,und * id u istauf K definiert.
T bildet X in X ab: Tu ist sicher wieder stetig und
Tu O Zuo >0 O

Mit = ™ % g o  1=4 haben wir fur beliebige x;y 2 K die Abschatzung
JTux Tuyj j=x ux Y uy j
Tix ux y uy j
7 id ukjx vyi
1 ug jx yj:
Daraus folgt

Tu g > 1 u g

N
NI
NI

Somitist Tu 2 X.

18.8
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Abb 3
. Br O
Zum Beweis von
Proposition C
Br=2 O
[ ] L]
0 0
U E,:Z 0

T ist eine Kontraktion auf X bezuglich der Supremumsnorm: Es ist

jTux TvXxj J” X uUux X VX j
 jJX ux X VX J

jux v Xxj

* ku vkg:
Da dies fur alle x 2 K gilt, folgt

kTu Tvkgk * ku vkg:

>

Wegen 1=4 ist also T eine Kontraktion auf X.
Abschluss des Beweises: Der Banachsche Fixpunktsatz ist somit anwendbar,
und T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt ~— 2 X. Die Fixpunktgleichung ist aber

aquivalent mit id. Damit ist Proposition B gezeigt. iiiii

Proposition C  Sei *: B, 0 ¥ R" lipschitzstetig wie in Proposition B und
V Bz 0 . Dannist * ein Lipeomorphismus der Nullpunktsumgebung
U V auf V mit Umkehrabbildung = ! .

fitth  Nach Proposition A ist * injektiv, und nach Proposition B gibt es eine

lipschitzstetige Abbildung :V ¥ B, 0 mit ~ idy . Setzen wir also
u— Vv By O ;
soist 7 : U 1V injektiv und surjektiv, also bijektiv, mit lipschitzstetiger Um-

kehrabbildung = 1.v ¥ U. AuRerdemist U oled,denn U = 1V st
das Urbild einer o Ceden Menge unter der stetigen Abbildung = . iiiii
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= Regularitat

Nun zeigen wir, dass auch di Cerknzierbar ist, wenn es ist. Dies ge-
schieht wie im Beweis der Umkehrregel in einer Dimension g 15, nur tritt an die
Stelle der Ableitung ~° die totale Ableitung D ~ .

Proposition D  Ist die Abbildung ~ in Proposition C stetig di Cerknzierbar, so
ist 7 ein Di ledmorphismus von U auf V. —

fitth  Wir hatten gezeigt 5, dass
kD ,kBr 0 - B, O 1=4:
Somitist D | D7 in jedem Punkt invertierbar g19. Aufgrund des Lemmas
von Hadamard 1415 gilt nun lokal um jeden Punkt xo 2 U

Xo X X Xp

Zy

X D” 1 txo tx dt:
0

Es ist also
Xo D~ Xo:

Da Xp invertierbar ist, ist es aus Stetigkeitsgrinden auch  x fir alle x in
einer hinreichend kleinen Umgebung von X . Dort gilt dann auch

1 >

X Xo X X X0
Mit x u und Xg Up ist dies gleichbedeutend mit
1
u Uo u u Uo
1
Uo Uo u Uop
1wy 1w U ug:

Aufgrund der Stetigkeit von und  verschwindet der Ausdruck in eckigen
Klammern fur u ¥ ug. Wir erhalten somit

u Uo 1 U U U ouU ug:
Also 145 ist in up di Cerknzierbar mit Ableitung
D Uop D~ 1 Uo

Dies zeigt auch, dass D ebenfalls stetig ist. Damit ist alles gezeigt. iiiii
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Der Kern des Beweises des Umkehrsatzes betraf lipschitzstetige Abbildun-
gen. Die stetige Di Lerknzierbarkeit der Umkehrabbildung war dann wesentlich
einfacher zu zeigen. Hohere Ableitungen bereiten keine weiteren Mihen:

Zusatz zum Umkehrsatz  Gelten die Voraussetzungen des Umkehrsatzes |
und ist * vonder Klasse C" mit 1 r 1, so ist auch die lokale Umkehr-
abbildung  von der Klasse C'.

fitth  Die Behauptung gilt fur r 1 aufgrund des Umkehrsatzes, und es ist

D D> 1

Gilt nun die Behauptung fiir ein r £ 1 und ist * von der Klasse C" 1, so sind

auf der rechten Seite dieser Formel D> ' und von der Klasse C'. Also gilt

dasselbe auch fir D , und damitist  selbst von der Klasse C" 1. iiiii

Wir merken noch an, dass die Lipschitzstetigkeit flir die Existenz einer
stetigen Umkehrabbildung tatsachlich nicht notwendig ist. Wissen wir bereits,
dass die Abbildung injektiv ist, so ist sie auch o [enl. Der folgende Satz ist auch
als Satz von der Invarianz der Dimension bekannt.

Brouwerscher Umkehrsatz Ist *: T R" eine stetige und injektive Ab-
bildung einer o Leden Menge im R",soist * = o [ed und die
Umkehrabbildung = 1: ° 1  ebenfalls stetig.

Ein relativ einfacher Beweis basiert auf der Theorie des Abbildungsgrads,
doch geht dies Uber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus.

s Koordinatentransformationen
Einen Di Ledmorphismus

7 v 0 oy L X

kann man au [a@sken als eine Koordinatentransformation, die auf der Zielmen-
ge ° mit Koordinaten u neue Koordinaten x aus der Menge einfiihrt. Ko-
ordinatentransformationen sind ein wichtiges Hilfsmittel, um mathematische
Probleme zu Iésen, und viele mathematische und physikalische Probleme haben
ihre eigenen speziellen Koordinatensysteme. Die wichtigsten sind die Polar- und
Kugelkoordinaten.
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Abb 4 Polarkoordinaten

Polarkoordinaten  In der euklidischen Ebene l&sst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und den Winkel * seines Ortsvektors mit der

positiven x-Achse beschreiben. Umgekehrt wird durch
1 1 1

r X rcos ”
> 7y rsin =

jedem Koordinatenpaar r; der entsprechende Punkt x;y in der Ebene
zugeordnet. Fur die so definierte Abbildung

001 RIR% r;” . Xy
ist
!
cos rsin~

sin® rcos?”

D ; detD r:

Somitist regulér in allen Punkten mit r > 0 und definiert dort einen lokalen
Di Cedmorphismus.
FUr r O dagegen ist nicht einmal injektiv, denn

0;~ 0;0 ; T 2R:

Aber auch fur r > 0 ist  nicht injektiv, denn aufgrund der Periodizitat der
Kreisfunktionen gilt ja

r;” 2 n r;” ; n22Z:

Daher ist  ein Koordinatensystem nur nach Einschrankung auf geeignete Teilge-
biete, wie zum Beispiel 0; 1 0;2 oder allgemeiner

0;1 ; 2 2R:

Fur die Umkehrabbildung ist dann jeweils der geeignete Zweig der Arcusfunk-
tionen zu wahlen. In vielen Fallen ist eine Riucktransformation jedoch nicht
erforderlich, und die Mehrdeutigkeit der Polarkoordinaten kein Problem.
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18.1 — Umkehrabbildungen

Abb 5

Kugelkoordinaten

z r cos

2 Beispiel Gesucht sind rotationssymmetrische harmonische Funktionen u
in der Ebene. Es soll also

U Uxx Uyy O

gelten, und in Polarkoordinaten soll

vr;” Turcos”;rsin”

nicht von * abhangen, also v- 0 gelten. — Eine kleine Rechnung ergibt 5.154

u u \% 1v 1 V==
XX vy rr ' r 2 .
Somit suchen wir eine Lésung der Gleichung

1
Ver —Ve O
r

Deren allgemeine Lésung ist v a blogr. Diese Funktion ist allerdings im
Nullpunkt stetig und di Cerenzierbar dann und nur dann, wenn b 0. Somit sind
die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R? harmonischen Funktionen
die konstanten Funktionen. 7
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Kugelkoordinaten  Im euklidischen Raum l&sst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und zwei Winkel —und * beschreiben, dem
Azimutwinkel  seines Ortsvektors zur z-Achse und dem Polarwinkel * seiner
Projektion auf die xy-Ebene. Umgekehrt wird durch

O 1 O 1
rcos ”
g § B § gr sin % sin §
r cos
jedem Koordinatentripel r; ;* der entsprechende Punkt Xx;y;z im Raum

zugeordnet. Fur die so definierte Abbildung

01 R?'R% r; ;7 . XxXyVy.z

ist
(0] ) ) 1
r cos * cos rsin * sin
D gsin 7sin rsin”cos  rcos ~ sin §
r sin 0
und

detD r?sin
Diese Jacobideterminante verschwindet somit genau auf der z-Achse.
z Suchen wir im R3 nach rotationssymmetrischen harmonischen Funktionen,

so fuhrt der Ansatz u x;y;z v r zu der Di[erknzialgleichung

2
Ver —Vr O
r

Die allgemeine Losung ist in diesem Fall v, b=r? und damit v a b-=r.
Auch in diesem Fall sind die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R®
harmonischen Funktionen die konstanten Funktionen. ~/

18.2
Implizite Funktionen

Der Umkehrsatz ; sagt aus, dass eine stetig di Lerenzierbare Abbildung
f: RTIR™ w fx

lokal um f X Wo eine stetig di Cerknzierbare Umkehrabbildung genau dann
besitzt, wenn det Df Xxg 0. In diesem Fall werden die n Koordinaten von x

18.14
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durch die n Gleichungen
wi  fi X1;..:%n ; i 1;..n;

lokal eindeutig und in stetig di Cerknzierbarer Weise als Funktionen von w in
der Nahe von wg bestimmt. Daher sagt man auch >n Gleichungen bestimmen im
Allgemeinen eindeutig n Unbekanntex.

Nun betrachten wir in gleicher Weise eine Abbildung

f: RTIR™ w f x

mit m n.Ist n < m, so handelt es sich um ein Uberbestimmtes System, das
nicht fur alle w in der Néahe von wy geldst werden kann, wenn Uberhaupt. Dies
ist bereits bei linearen Gleichungen o Cedsichtlich. Diesen Fall werden wir daher
nicht weiter betrachten.

Bleibt der Fall n > m. Da die Anzahl der Gleichungen kleiner ist als die
Anzahl der Koordinaten, spricht man von einem unterbestimmten System. Um
die Notation zu vereinfachen, schreiben wir die Dimension des Urbildraumes als
n m mitm A1 und n £ 1, und betrachten eine Abbildung

f:RT™EIR™ w f x:

Die Vermutung liegt nahe, dass hier durch m Gleichungen auch nur m Koor-
dinaten von x bestimmt werden, wahrend n Koordinaten frei gewahlt werden
kénnen. Somit sind keine eindeutigen L6sungen zu erwarten, sondern Familien
von Lésungen, die von n Parametern abhangen.
Wir betrachten wieder die Linearisierung des Problems lokal um wy f Xp .
Statt w f x betrachten wir also
w wp Df X0 X Xo €]
wobei die Jocobische
f
Df X0 @7k Xo
0x 1kmllnm

durcheinem n m -Matrix dargestellt wird. Diese ist naturlich nicht inver-
tierbar. Hat sie aber maximalen Rang m, so gibt es eine Umordnung der Spalten
von Df Xp derart, dass die hintere m m-Untermatrix

ofy
0]
@x 1 kmnillnm

maximalen Rang m hat und somit invertierbar ist. Nummerieren wir die Koordi-
naten entsprechend dieser Umordnung um und schreiben

X X153 Xn; Xn 153 Xn m Ug;..;Un; V1, ..;Vm uv

18.15
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so geht Gleichung (1) Uber in
w WwWg Bu ug AV Vvg; (2)

wobei die Matrix B aus den ersten n Spalten von Df Xxp besteht. Da A regulér
sein soll, kdbnnen wir diese Gleichung nach v auflésen und erhalten

v vo A'w wy ABU up:

Fir jedes feste w ist die Losungsmenge von (2) somit ein n-dimensionaler a [ned
Unterraum, wo die n Koordinaten u eindeutig die Ubrigen m Koordinaten v
bestimmen.

Soweit das linearisierte Problem. Der Satz tGber implizite Funktionen sagt
nun aus, dass lokal dasselbe auch fur das nichtlineare Problem gilt.

Um die Formulierung dieses Satzes zu vereinfachen, gehen wir davon aus,
dass wir die Koordinaten bereits so nummeriert haben, dass die hintere qua-
dratische Untermatrix von Df Xg maximalen Rang hat, und bezeichnen diese
Koordinaten wie zuvor mit u;v . Dementsprechend sei

@f« £ 0f«
u ~ ’ v rem .
Qu 1 k mil 1l n @vi 1 kil m
Mit den obigen Bezeichnungen ist also Df fujfy BjA .

Satz Uber implizite Funktionen (Ifs) Sei
f:R" R"IR™ w fuv
stetig di Cerenzierbar und wg f up;Vvp . Ist
detfy up;vo O

so existieren eine Umgebung U V von ug;Vve sowie eine stetig di Lerkn-
zierbare Abbildung

T:uUtvV;, u,v u ;

so dass

uv 2U V:f uyv Wo u;”u :u2U T

Innerhalb des >Fensters<c U V um up;Vo sind die einzigen Lésungen der
Gleichung f u;v Wo also genau diejenigen, die auf dem Graphen * von ~
liegen. Andere Losungen gibtesin U V nicht. Insbesondere ist = ugp Vo. In
diesem Sinne wird die implizite Gleichung f u;v wp lokal eindeutig nach v
aufgel6st durch die stetig di [Cerknzierbare Funktion v = u .

Diese Funktion ~ l&sst sich allerdings nur in den wenigsten Fallen explizit
angeben. Es handelt sich eben um eine nur implizit durch f definierte Funktion.
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Abb 6 Satz Uber implizite Funktionen

Vo

Uo u

Wir wissen aber immerhin, dass f u; > u konstant ist, wodurch wir praktisch
ebenso viel Uber * erfahren kénnen wie durch eine explizite Formel.

fitth  Beweis des Satzes Wir erhalten diesen Satz aus dem Umkehrsatz ¢,
indem wir die Abbildung f geeignet erweitern. Wir definieren dazu in einer
Umgebung von ug;Vve die Abbildung

F: R" R™"IR"™ R™ Fuv u;f u;v
Diese ist ebenfalls stetig di Lerknzierbar, und es ist
F uo; Vo uo; T Uo; Vo Uo;Wo :
Die Jacobimatrix von F ist
I O !

DF ;
fu fy

denn die erste Komponente von F ist die Identitdt in u. Aufgrund der Rechenre-
geln fur Determinanten ist daher

det DF ug; Vg detf, ug;vog 0:

Also ist der Umkehrsatz ; anwendbar und F ein lokaler Di Cedmorphismus.

Es gibt also eine o [ede Umgebung U V von ugp;Vvp , die von F diled
morph auf eine Umgebung  von ug;wp abgebildet wird. Da F in der ersten
Komponente die Identitat ist, hat die Menge die in Abbildung 7 skizzierte
vertikal gescherte Gestalt, und die Umkehrabbildung ist von der Form

TUu Vv ; T

Aus Stetigkeitsgriinden kénnen wir U auch noch so klein wahlen, dass der
horizontale Schnitt
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Abb 7 Erweiterte Abbildung F und ihre Umkehrabbildung

Uop u Uo

N U fweg

ganz in  enthalten ist.
Betrachte nun die Menge M aller Lésungen der Gleichung f u;v W im
Fenster U V, also

M fuv 2U V:fuv WoQ:
Deren Bild unter F ist die Menge
FM f ;, 2 wog U  fwpg N:
Da F umkehrbar ist mit Umkehrabbildung , folgt hieraus
M N
f 7 wo @ wo 2 g
fu”uw :u22Ug

0

To: ULV, u,v u;wp :

Zusatz  FUr die Ableitung der impliziten Funktion * gilt

“.u f, 1f,

u;” u

Ist aulRerdem f von der Klasse C" mit 1 r 1, so gilt dies auch

fur

fitth FOr u2 U giltjaf u; = u wp. Da f und ~ stetig di Lerenzierbar
sind, kbnnen wir die Kettenregel 147 anwenden und erhalten

0O Dfu;”u fu 7w
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wobei f, und f, an der Stelle u; * u ausgewertet werden. Da im vorange-
henden Beweis F als Di Ledmorphismus von U V nach konstruiert wurde,
ist detf, O fur alle u 2 U. Wir kénnen daher die letzte Gleichung nach =,
auflésen und erhalten die Behauptung. Die Regularitatsaussage folgt unmittelbar

Tatsachlich haben wir im vorangehenden Beweis eine starkere Aussage
bewiesen. Die Menge M  f u;v 2U V:f ujv wog kdnnen wir ebensogut
fur alle w in einer hinreichend kleinen Umgebung von wg betrachten. Dazu
mussen wir nur 7 als Funktion von u wie auch w betrachten. Dies fuhrt zu
folgendem Satz.

Erweiterter Satz tGber implizite Funktionen (Ifs) Sei
f: R" R"IR™ w fuv

stetig di Lerknzierbar und wg f ug;Vvo . Gilt detf, ug;vo 0, so
existieren Umgebungen U V von up;vp und W von wg sowie eine
stetig di Lerknzierbare Abbildung

U Wry; v uw ;
so dass fur jedes w 2 W
fuv 2U V:fuv wg fu uw :1u22Ug:
Ist aulRerdem f von der Klasse C" mit 1 r 1, so gilt dies auch
far -

In dem Fenster U V ist also nicht nur die Menge ff  wgpg der Graph einer
Abbildung. Dasselbe gilt auch fur jede Menge ff wg mit w in einer hinreichend
kleinen Umgebung von wp, und die Abhéngigkeit von w ist ebenso regular wie
die Abbildung f. Alle diese Mengen werden durch die Abbildung  beschrieben.

fitth  Im vorangehenden Beweis wéhlen wir die Umgebung U noch so klein,
dass einRechteck U W mit einer Umgebung W von wg enthalt. Dann kénnen
wir Uberall im Beweis wgp durch w 2 W ersetzen und erhalten damit die implizite
Lésungsfunktion

U W1y, uw ,V u,w :

Alles Weitere ist dann Kklar. iiiii
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Abb 8 Zum allgemeinen Satz tber implizite Funktionen

w U fwg

Uop u Uo

s Skalare Funktionen

Als erste Anwendung des Satzes Uber implizite Funktionen betrachten wir
skalare Funktionen. Sei zunachst

f: RRIR, xy .,fxy
eine Funktion zweier Variablen, Xg;yo ein Punkt im Definitionsbereich von f
und ¢co T Xo;Yo sein Bildpunkt. Wir wollen wissen, wie die Niveaumengen
flc fxy :fxy cg

fur c in der Nahe von cp lokal um Xp;yo aussehen.
Ist

fy Xo;yo  O;
so kdnnen wir die Gleichung ¢ f X;y lokal nach y auflésen und jede Niveau-
menge als Graph einer Funktion g: y g x darstellen. Ist

fx Xoiyo  O;

so kénnen wir diese Gleichung lokal nach x auflésen und jede Niveaumenge als
Graph einer Funktion h: x h y darstellen. Sind beide Bedingungen erfullt, so
sind beide Darstellungen maglich. Aulerdem gilt dann

f
0; h® yo A 0:

fX Xo;Yo

f
g° xo f7x
Y XoiYo
Das lokale Bild entspricht somit qualitativ dem in Abbildung 9.

Gilt dagegen
fx Xo;yo  O; fy Xo;yo O;

soistauch g° xo 0. Die Niveaulinie durch pp hat somit einen Flachpunkt und
sieht im Allgemeinen wie in Abbildung 10 links aus. Entsprechendes gilt, wenn
die Rollen von x und y vertauscht sind.
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Abb 9 Niveaulinien im Fall fy Xo; Yo 0 und fx Xo; Yo 0

Xo

Der nachste Satz Ubertragt diese Betrachtungen auf Funktionen R" ,I R.
Satz Sei f: R" 1,1 R stetig di [erknzierbar mit n £ 1 und
rf po 0:

Dann ist lokal um pg jede Niveaumenge f * ¢ mit c in einer hinreichend
kleinen Umgebung von cp f po darstellbar als Graph einer stetig
di Cerknzierbaren Funktion R" ,I R.

fith  Wegen rf po 0 ist mindestens eine partielle Ableitung von f nicht
Null. Nennen wir diese Koordinate v und die restlichen n Koordinaten u, so
ist der I1fs anwendbar, und lokal auf jeder Niveauflache die Koordinate v als

Funktion der Koordinaten u darstellbar. iiiii
Lokal um einen Punkt po mit
rf po 0

gelten solche Aussagen im Allgemeinen nicht. Dies zeigen die folgenden beiden
Beispiele.

Abb 10 Niveaulinien im Fall fx Xo; Yo 0 respektive fy Xo; Yo 0
yo i// yo
Xo

Xo
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Abb 11 Niveaulinien von x2 y?2 mit zwei regularen Punkten

2 a. Betrachte

: RZIR; Xy x? y%

Der Gradient von * verschwindet im Nullpunkt und sonst nicht. Die Niveaumen-

gen dieser Funktion sind

8
% Kreislinie; c>0;

C 3 Nullpunkt; c O

- leere Menge; c¢ <O0:
Also sind in keiner Umgebung von O die Niveaumengen von  als Graphen einer
Funktion auf einem o [eden Intervall darstellbar. In jedem anderen Punkt ist
dies mdoglich: auf den beiden Koordinatenachsen gibt es jeweils eine Mdglichkeit,
innerhalb der vier o Ceden Quadranten deren zwei.

b. Dasselbe gilt fur

: RZIR; Xy X2y

Die Niveaumengen dieser Funktion sind

8
%zwei Hyperbelbbégen durch x-Achse; ¢ > 0;
le¢ 3 beide Winkelhalbierende; c O

- zwei Hyperbelbdgen durch y-Achse; ¢ <O0:

c. Die klassische newtonsche Bewegungsgleichung eines reibungsfreien
Teilchens der Masse 1 auf der reellen Achse unter dem Einfluss eines Potentials
V:R Y Rist

X VO x X 2 R:
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Abb 12 Niveaulinien von x2 y?2 mit zwei regularen Punkten

/\ .
1
1 10

Als System erster Ordnung lauten die Gleichungen

Die Gesamtenergie dieses System ist die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie,

2
E: RRIR EXX Xvx:

Diese ist konstant entlang jeder Lésung, denn

%E ;X Exx ExXx Vixx xv'x O
Das ist der klassische Energieerhaltungssatz. Jede Lésungskurve ist somit in
einer Niveaumenge der Energiefunktion enthalten, und die Niveaumengen liefern
bereits Aufschliusse Uber die Losungen der Di Cerknzialgleichung X VO x .
Betrachte also die Niveaumengen von E. Wegen rE VY x ;X ~ liegen
kritische Punkte genau dann vor, wenn

Vix o0~x O

Diese entsprechen kritischen Punkten des Potentials V auf der x-Achse. Alle an-
deren Punkte sind regulér, und die zugehdérigen Niveaulinien sind regulére, stetig
di Cerknzierbare Kurven. Wegen E x; y E x;y verlaufen diese symmetrisch
zur X-Achse und schneiden die x-Achse immer senkrecht, da

Ex 0 a x O
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Abb 13 Ein Potential V und sein Phasenportrait

wahrend an diesen Stellen V? x 0. Mit diesen Uberlegungen lasst sich bereits
das sogenannte Phasenportrait zur Gleichung X V? x vollstandig beschrei-
ben. 7

= Regulare Punkte

Die Formulierung des Ifs geht davon aus, dass bereits eine geeignete Zerle-
gung der Koordinatenin x  u;v vorliegt. Im Allgemeinen ist diese jedoch nicht
gegeben, und oft gibt es auch mehr als eine solche Zerlegung. Wir formulieren
den Ifs daher ein weiteres Mal ohne Bezug auf spezielle Koordinaten.

Zentral ist hier der Begri [Cdes regularen Punktes. Bisher hatten wir erklart,
dass ein Punkt p regular hei3t fur eine stetig di Cerenzierbare Abbildung

8 9 8 0 9
5R IR = 3 fp 0 3
f: R" IR genau dann, wenn rfp 0 :
3 3 3 3
"R",IR"” " detDf p (0]

Wir verallgemeinern nun diese Definition auf beliebige Abbildungen R" ,¥ R™,
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Definition Sei f: R" ,# R™ stetig di Lerknzierbar. Ein Punkt p im Definitions-
bereich von f heif3t regularer Punkt von f, falls Df p surjektiv ist. Andern-
falls heif3t er singularer oder kritischer Punkt von f.

Bemerkungen a. Fir eine C1-Abbildung f: R" ,# R™ ist Df p surjektiv
genau dann, wenn rang Df p m. Somit beinhaltet diese Definition die obigen
Spezialfélle.

b. Andererseits gilt

rang Df p minfn;mg:

Im Fall n <m kann also f keine regularen Punkte haben.

c. Insbesondere haben Kurven : R, R™ fur m £ 2 keine regularen
Punkte im Sinne dieser Definition. Der friher eingefuhrte Begri [Cdés reguléren
Punktes einer Kurve 1312 fallt somit nicht darunter. Der Begri [>reguldr< wird in
so vielen Kontexten verwendet, dass solche Kollisionen manchmal auftreten.

Niveauflachensatz Sei f: R™ " ¥ R™M stetig di Lerknzierbar mit n £ 1. Dann
ist lokal um einen regularen Punkt jede Niveaumenge von f der Graph
einer stetig di Cerknzierbaren Abbildung = : R" ,# R™,

fitth  Nach Voraussetzung ist rang Df p m. Durch geeignete Nummerie-
rung der Koordinaten kénnen wir daher erreichen, dass die letzten m Spalten
von Df p linear unabhéngig sind. Schreiben wir jetzt x u;v 2R™ T R™ wie
ublich, so gilt

rangf, p m a detf, p 0:
Wir kénnen damit den Ifs 13 anwenden und erhalten eine Umgebung
X U v R" RTM

von p, eine Umgebung W R™ von f p und eine stetig di Cerknzierbare
Abbildung :U W ¥V, sodassfurjedes w2 W

flw\X fuv 2X:fuv wg
fuv 2X:v u;w ; u22Ug
‘W

Somit ist lokal um p jede Niveaumenge von f der Graph einer stetig di Cerknzier-

Bemerkung Der Satz gilt im Prinzip auch fur n 0. In diesem Fall ist
der Umkehrsatz ; anwendbar, und die Niveaumengen bestehen aus isolierten
Punkten.
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18.3
Mannigfaltigkeiten

Der Graph einer stetig di [erknzierbaren Funktion R ,! R respektive R? ,1 R
ist ein eindimensionales Kurvenstiick in der Ebene respektive ein zweidimen-
sionales Flachenstick im Raum. Aber nicht alle Kurven oder Flachen sind als
Graphen einer einzigen Funktion darstellbar. Das zeigen schon die Kreislinie St
und die Sphéare S?.

Man kann diese Mengen aber als Niveaumengen einer einzigen, stetig di [e-1
renzierbaren Funktion beschreiben. So kdnnen wir die n-dimensionale Einheits-
sphare schreibenals S g * 1 mit

g: R"YTIR gx x2 .. X2

Jeder Punkt in S" ist ein regularer Punktvon g,da Dg x 2x O fuarx 0. So-
mit ist die Sphare S" lokal immer als Graph einer Funktion R" ,¥ R darstellbar 15.
Der Begri [Cder Mannigfaltigkeit verallgemeinert diese Uberlegung.

Definition Sei n £0 und m £ 1. Eine nichtleere Teilmenge M R" ™ heif3t
Mannigfaltigkeit der Kodimension m, wenn es eine o Lede Umgebung  von
M in R™ ™ und eine C!-Abbildung g: I R™ ohne singulare Punkte gibt,
sodassM g 10 “fx2 :gx 0g. ~

Bemerkungen a. Der Wert 0 hat keine besondere Bedeutung und kann
durch jeden anderen Wert ersetzt werden.

b. Mannigfaltigkeiten der Kodimension 1 werden auch Hyperflachen ge-
nannt. Im R? und RS2 spricht man von Kurven respektive Flachen.

c. ImFall n O besteht M aus isolierten Punkten. Es ist aber sinnvoll, auch
solche Objekte als Mannigfaltigkeiten zu betrachten.

d. Genauer haben wir hier gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten
des R™ ™ definiert. Der di Lerknzialtopologische Begri Cder Mannigfaltigkeit ist
wesentlich allgemeiner, aber wir bendétigen ihn hier nicht.

Bevor wir zu den Beispielen kommen, stellen wir fest, dass lokal jede Man-
nigfaltigkeit wie ein euklidischer Raum aussieht.

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit im R"™ ™ der Kodimension m. Dann existiert
zu jedem Punkt in M eine Umgebung U und ein Di Cedmorphismus

F:urv R" R™;
so dass
F M\U R" 0™ \V:
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Abb 14  Trivialisierende Koordinaten

U RM

o]

Man sagt, der Di Ledmorphismus F trivialisiert lokal die Mannigfaltigkeit, da
ein Ausschnitt um p di Ledmorph auf einen Ausschnitt des R" abgebildet wird.

tith Sei M g 1 0 mit einer C1-Abbildung g: R™ ™ I R™ ohne
singuléare Punkte. Sei p 2 M. Dann hat Dg p Rang m, und wir kénnen die
Koordinaten so umordnen, dass die hintere m m-Untermatrix von Dg p
maximalen Rang hat. Setzen wir in einer Umgebung von p jetzt

G:R"MIEIR" ™M uv , Xy u,g u;v ;
so ist
Ll
1 0
detDG p det p det gy p 0:
gu 9v

Also ist G ein lokaler Di Cedmorphismus von einer Umgebung U von p auf eine
Umgebung V. R" R™. Fir diesen gilt

GM\U Gglo\u V\fy O0g:

Also leistet G das Gewilinschte. iiiii

Man kann jede solche Abbildung G - beziehungsweise ihre Umkehrabbil-
dung - als ein lokales Koordinatensystem auf M betrachten. Die Anzahl n dieser
Koordinaten ist Uberall dieselbe und wird als Dimension der Mannigfaltigkeit M
bezeichnet. Ihre Kodimension m ist die Anzahl der Gleichungen, durch die M
bestimmt wird. Dies gilt auch fir die Dimension 0. Eine 0-dimensionale Mannig-
faltigkeit ist eine Menge isolierter Punkte. Ihre Kodimension ist die Dimension
des Gesamtraumes.

Die Dimension einer Mannigfaltigkeit hangt nicht von ihrem Umgebungs-
raum ab, lediglich ihre Kodimension. Die Summe aus Dimension und Kodimensi-
on einer Mannigfaltigkeit ist immer die Dimension des Gesamtraumes.
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Abb 15 Keine Mannigfaltigkeiten

z Beispiele a. ImR" RM™ 7 R"™ Mist R" > R" f0g™ eine Mannigfaltigkeit

der Dimension n und Kodimension m.

b. Ist A: R" ™ & R™ linear und surjektiv, so ist kerA A 1 0 eine
Mannigfaltigkeit der Dimension n und Kodimension m.

c. Die Spharen S" R" ! sind Mannigfaltigkeiten der Dimension n und
Kodimension 1. Dies gilt auch fir S° f 1;1g als Teilmenge von R.

d. Ist f: R ¥ R regulér, so ist jede nichtleere Menge f 1 ¢ eine O-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit, namlich genau ein Punkt.

e. Der Graph einer C!-Abbildung

T:RYIR™ v T ou
ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ M. Dennist D R" der o[ene
Definitionsbereich von 7, so ist D RM™oledin R™ R™ und
g: IR™ guv Vv ~u
stetig di [erknzierbar. Wegen g, Id sind alle Punkte von g regulér, und es ist
z fuv 2 v ~ug
fuv 2 :guyv Og
glto:
Alsoist * eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R" ™,
f. DieMenge M fl=n:n £ 1g ist eine O0-dimensionale Mannigfaltigkeit
in R, die Menge M [ fOg dagegen nicht.
g. Die geometrischen Gebilde in Abbildung 15 sind keine Mannigfaltigkei-

ten, denn solche besitzen keine Ecken, keine Selbstschnitte, und haben Uberall
dieselbe Dimension. 7/
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Abb 16  Zweischaliges Hyperboloid, Kegel, und einschaliges Hyperboloid

z= Hyperboloid und Kegel Betrachte die Funktion

2 2 2

9: RRIR; gxyiz x y? z%

und ihre Niveaumengen

Me glc fxyz :x2 y?2 z2 cg:

Jeder Punkt mit Ausnahme des Koordinatenursprungs ist ein regulérer Punkt
von g, und dieser liegt auf Mg. Daher ist jede Menge M; mit ¢ 0 eine Mannig-
faltigkeit der Kodimension 1 und Dimension 2, also eine Flache im R3. Fur ¢ > 0
ist dies ein einschaliges Hyperboloid, fur ¢ < 0 ein zweischaliges Hyperboloid.
Fir ¢ 0 erhélt man einen Kegel, der aufgrund seiner Spitze im Nullpunkt keine
Mannigfaltigkeit bildet. 7

= Reguléare Werte

Die Definition einer Mannigfaltigkeit M g 1 0 verlangt von der definie-
renden Funktion g mehr als tatsachlich erforderlich ist. Es genuigt, dass jeder
Punkt auf M selbst ein regularer Punkt von g ist. Dies fuhrt zum Begri [des
regularen Wertes.

Definition SeinZ£0und mAZ1,und g: R™ M, R™ seij stetig di Lerknzierbar.
Ein Punkt w 2 R™ heiRt regularer Wert von g, wenn die Menge g * w
entweder leer ist oder nur aus regulédren Punkten besteht. Andernfalls heif3t
w ein singularer oder kritischer Wert von g. —

Bemerkungen a. Ein regularer Punkt ist also ein Punkt im Definitionsbe-
reich, ein regularer Wert ein Punkt im Wertebereich einer Abbildung.

b. Der Wert eines reguldren Punktes muss kein regulérer Wert sein, denn
auch nichtregulare Punkte kénnen auf denselben Wert abgebildet werden app17 -

18.29
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Abb 17

Zwei kritische Punkte,
zwei regulére Punkte
sowie zwei Kkritische
Werte

c. Ob w ein reguldrer Wert von g ist, hdngt auch vom Definitionsbereich
ab. Fur die Funktion g: x;y;z , x> y? z? des letzten Beispiels 15 ist 0 kein
regularer Wert, da

02g to0; rgo0 O

Entfernen wir den Nullpunkt aus dem Definitionsbereich von g, so wird 0 ein
reguldrer Wert. Die zugehdrige Niveauflache ist ein Kegel ohne seine Spitze, und
diese Menge ist eine Mannigfaltigkeit.

Mit diesem Begri Cethalten wir folgende &quivalente Charakterisierung einer
Mannigfaltigkeit.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R" ™ ist eine Mannigfaltigkeit der
Dimension n genau dann, wenn es eine C1-Funktion g: R™ ™ ,# R™ mit
regularem Wert O gibt,sodassM g 1 0. —

fith Ist M g 1 0 eine Mannigfaltigkeit im Sinne unserer Definition 13, so
ist insbesondere jeder Punktin g * 0 ein reguldrer Punkt und damit O selbst
ein regulérer Wert von g.

Sei umgekehrt O ein regularer Wert von g. Dann ist jeder Punkt p in
M g 1 0 ein reguléarer Punkt von g und damit Dg p surjektiv. Dies ist
aquivalent mit der Eigenschaft, dass die Determinante einer geeigneten Auswahl
von m Spalten von Dg p nicht verschwindet. Diese Determinante hangt stetig
von p ab und ist somit auch auf einer o Leden Umgebung von p nicht Null. Es
existiert also zu jedem Punkt p 2 M eine Umgebung U p in R™ M, so dass

rang Dg x m; x2U p:

S
Setzen wir p2m U p , so erhalten wir eine M umfassende o [ede Menge
ohne singuléare Punkte von g. Also ist M eine Mannigfaltigkeit im Sinne unserer
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Vereinbarung Im Folgenden heilRe eine nichtleere Teilmenge M des R™ ™ eine
g-definierte Mannigfaltigkeit, wenn M g 1 0 mit einer stetig di [erenzier-
baren Funktion g: R ™ ¥ R™ mit regularem Wert 0. —

= Tangentialraum und Normalraum

Jedem Punkt p einer Mannigfaltigkeit M kdnnen wir Tangentialvektoren
zuordnen. Dazu betrachten wir beliebige Kurven auf M durch p und deren
Geschwindigkeitsvektoren in diesem Punkt.

Definition  Ein Vektor v 2 R™ ™ heit Tangentialvektor an M im Punkt p, wenn
eseine Cl-Kurve : R ,I M gibt mit

0 p; 0 v

Die Menge aller Tangentialvektoren an M im Punkt p heil3t der Tangential-
raum von M an p und wird mit ToM bezeichnet. —

Man stellt sich Tangentialvektoren tblicherweise als im Punkt p angeheftete
>gebundene« Ortsvektoren vor. Tatsachlich handelt es sich um >ungebundene«
Vektoren, also Elemente eines Vektorraumes. Der Raum TpM ist ein Vektorraum
derselben Dimension wie M:

Satz Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit. Dann ist
TpM  kerDg p ; p2M:

Insbesondere ist jeder Tangentialraum TpM ein Vektorraum derselben
Dimension wie M.

fith  Sei G: U ¥ V ein lokaler trivialisierender Di Cedmorphismus um p 14,
so dass

G M\U R" 0™ \V:

Fur die Umkehrabbildung Glumq Fp giltdanng 0 entlang
aller Kurvenin R" 0™ \ V. Insbesondere gilt

g q tej 0; 1 i n;
auf einem t-Intervall um 0, und damit
DgpD qe O 1 i n:

Die Vektoren D q e; liegen somit samtlich im Kern von Dg p . AuRerdem
sind sie linear unabhangig, da D g regular ist. Da der Kern von Dg p aber

18.31
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Dimension n hat, folgt
spanfD qge:1 i ng kerDgp:

Auf der anderen Seite ist klar, dass der Raum links die Geschwindigkeitsvektoren
samtlicher moglicher Kurven auf M durch p enthalt, also

ToM spanfD qge:1 i ng
gilt. Also ist ToM  kerDg p . iiiii

Versehen wir den R" ™ mit einem beliebigen Skalarprodukt h ; i, so ist
auch die Orthogonalitat zweier Vektoren und das orthogonale Komplement einer
Teilmenge erklart. Damit kdnnen wir auch den Normalraum einer Mannigfaltig-
keit definieren.

Definition Sei M eine Mannigfaltigkeit im R™ ™: Ist dieser mit einem Skalarpro-
dukt versehen, so hei3t das orthogonale Komplement zum Tangentialraum
TpM der Normalraum von M in p und wird mit TF',-’M bezeichnet. Seine
Elemente heiRen die Normalenvektoren von M in p.

Fur jeden Punkt p 2 M gilt also
oM T/M R™ ™

Satz Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit der Dimension n im R™ ™. Ist
dieser mit einem Skalarprodukt versehen, so ist

ToM  spanfrgipi.;rgmpg; p2M:

Die Gradienten der Komponentenfunktionen von g beziiglich dieses Skalar-
produktes stehen also tberall senkrecht auf der Niveaumenge M g 1 0 und
spannen in jedem Punkt deren Normalraum auf.

fitth  Nach dem letzten Satz ist T,M  kerDg p . FUr jede Komponenten-
funktion gk von g gilt also

Dgk pv hrgg p ;vi O; v 2 TpM:
Also ist
rok p 2T7M; 1 k m

Andererseits sind alle diese Gradienten linear unabhéngig, da g im Punkt p
regular ist. Da der Normalraum T‘;-’M genau die Dimension m hat, missen diese
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2 Wir betrachten noch einmal
g: R"TIR, fx  kxk’:

Der Gradient von g verschwindet nur im Nullpunkt, und dort ist g O 0.
Also ist 1 ein regularer Wert von g, und S g ' 1 eine Mannigfaltigkeit der
Kodimension 1 und Dimension n. Ein Normalenvektor im Punkt x 2 S" ist x
selbst. Somit gilt

T7S" spanfxg; T.S" fxg’

Die Tangentialebene an S™ im Punkt x ist Ubrigens die zu TxM parallele a [nel
Ebene durch den Punkt x, also

X TxS" x fxg° x fv: hvixi Og
fv: hv x;xi Og

fv: hv;xi 1g: /

18.4
Extrema mit Nebenbedingungen

Ein oft auftretendes Problem ist, Extremwerte einer skalaren Funktion zu
bestimmen, wahrend gleichzeitig eine Anzahl von Nebenbedingungen in Form
von Gleichungen einzuhalten sind.
Ein anschauliches Beispiel ist die Aufgabe, auf einer Flache diejenigen Punkte
mit dem groften oder kleinstem Abstand zu einem Referenzpunkt zu finden. Als
Zielfunktion dient hier bequemerweise das Quadrat des euklidischen Abstands,
also
fx x2 .. X

Die Flache selbst soll durch m Gleichungen
g x 0 1 i m:

beschrieben werden. Ist O ein regularer Wert der Vektorfunktion
g g1;.;Om : R",IRT;

so handelt es sich bei dieser Flache um eine durch g bestimmte Mannigfaltig-
keit M der Kodimension m. Es geht dann darum, Extremwerte der Einschrankung
fjm von f auf M zu bestimmen. Die primare Aufgabe ist dabei, deren kritischen
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Punkte zu finden. Die Frage, ob dort ein Maximum oder Minium vorliegt, ergibt
sich meist aus geometrischen Uberlegungen.

Naheliegend ist die Idee, die Mannigfaltigkeit M mehr oder weniger ge-
schickt zu parametrisieren und dadurch die Nebenbedingungen aufzulésen. Die
Zielfunktion kénnte man dann wie gewohnt untersuchen 1514 . Dies ist allerdings
im Allgemeinen sehr miihsam - und auch nicht nétig. Denn solche kritischen
Punkte lassen sich geometrisch sehr einfach charakterisieren.

Im Folgenden hat der Gesamtraum wieder die Dimension n. Eine Mannigfal-
tigkeit der Kodimension m hat jetzt also die Dimension n  m.

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit und f eine in einer Umgebung von M stetig
di Cerknzierbare skalare Funktion. Dann besitzt fj,, einen kritischen Punkt
in p 2 M genau dann, wenn

rfp 2T /M ~

fitth  Die Einschrankung der Funktion f auf M besitzt im Punkt p 2 M einen
kritischen Punkt genau dann, wenn sie entlang aller Kurven auf M durch p dort
einen kritischen Punkt besitzt. Somit missen sdmtliche Richtungsableitungen in
tangentialen Richtungen an M verschwinden:

Df pv hrfp;vi O v 2 ToM:

Dies ist ein abstraktes geometrisches Resultat. Es ist unabhéngig davon, wie
die Mannigfaltigkeit M gegeben ist. Konkreter wird es fur gleichungsdefinierte
Mannigfaltigkeiten.

Korollar  Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit im R" der Kodimension m
und f: R" ! R in einer Umgebung von M stetig di Lerknzierbar. Dann
besitzt fjy, einen kritischen Punkt in p 2 M genau dann, wenn es reelle
Zahlen 1;..; m gibt, genannt Lagrangemultiplikatoren, so dass

rfp irgip .. mfOmp:
fitth  FUr einen kritischen Punkt p von fjy, gilt ja g, 20
rf p ZTEM spanfrgis p;..;rdm p g:

Alsoist rf p eine Linearkombinationvon rg; p ;..;rgm p . iiii

Far die praktische Anwendung formulieren wir dieses Ergebnis noch einmal
fur den Standardfall. Aus kritischen Punkten der Funktion f mit Nebenbedin-
gungen werden kritische Punkte einer Hilfsfunktion F ohne Nebenbedingungen,
wobei allerdings die Dimension des Problems vergrof3ert wird.
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Satz Esseien f: R",! R und g: R",# R™ auf einem gemeinsamen Definiti-
onsbereich stetig di Cerenzierbar und O ein reguléarer Wert von g. Dann
besitzt f unter der Nebenbedingung g 0 einen kritischen Punkt p genau
dann, wenn die erweiterte Funktion

F: R" R"IR; Fx; fx h;gxi

einen kritischen Punkt p; besitzt.

fitth  Besitzt F einen kritischen Punkt p; , so ist erstens
0 @, p; Ok P ; 1 k m;
und zweitens
X
0 @xF p; T p k@x Ok P ; 1 1 n
k 1

Ersteres ist &quivalent mit p2M g 1 0 , und Letzteres ist aquivalent mit

X
0 rF p; rfp krgdk P ;
k 1

also mit
rfp 2T M:

Also ist p ein kritischer Punkt von f unter den Nebenbedingungen g 0 51.—

Damit erhalten wir folgendes Verfahren zur L6sung von Extremalaufgaben
mit Nebenbedingungen. Sind die Zielfunktion f und die Nebenbedingungen
g d1;--;9m 0 gegeben, und ist O ein regulérer Wert von g, so bilden wir
die erweiterte Funktion

F f h ;gi

und bestimmen deren kritische Punkte bezltglich x und . Dies fuhrt zu ei-
nem System aus N m Gleichungen fur ebensoviele Unbekannte xi;..;x, und
1;..; m,und zwar

0 0Oxf x 10x91 X .. m@x, Im X ; 1 k n;
0 g x; 1 1 m:

Dieses ist zu l6sen. Der Erfolgt ist allerdings nicht garantiert, da es sich im
Allgemeinen um nichtlineare Gleichungen handelt. — Dazu zwei Beispiele.
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2 Youngsche Ungleichung Betrachte

fuwv u—p ﬂ;
p a
wobei
1 1
Pia= L P d
Auf dem positiven Quadranten f u;v :u;v > 0g besitzt f keine lokalen Extrema.
Wir beschranken uns deshalb auf die Teilmenge mit uv 1, stellen also die

Nebenbedingung
g uv uv 1 O:

Die erweiterte Funktion ist dann
uP  va
p q
Fur die kritischen Punkte erhalten wir das Gleichungssystem

F u;v; uv 1:

uwrl v o
vil u o
uv 1.

Multiplizieren der ersten Gleichung mit u und der zweiten mit v ergibt u®P v9,
und zusammen mit uv 1 folgtu v 1. O [edsichtlich handelt es sich hierbei
um ein absolutes Minimum. Als Ergebnis erhalten wir

wove 11

p q P q
fur alle u;v >0 mituv 1.

Um die allgemeine Ungleichung fur u;v > 0 zu erhalten, setzen wir
u — \%
uv 10’ v av =9

Esist UV 1, also

ar  vd uP va

P g puv quv

Also gilt allgemein
uf e

F — £ uv; u;v >0: /

2 Eigenwerte Sei A 2 L R" ein symmetrischer Operator beztglich eines
beliebigen Skalarprodukts h ; i auf dem R". Die quadratische Form

f: RTIR;, fx hAXXi
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ist auf dem Gesamtraum unbeschrankt, wenn sie nicht identisch Null ist. Auf
der kompakten Einheitssphare S" 1 fx 2 R": hx;xi 1g nimmt sie aber ihr
Minimum und Maximum an, besitzt also dort im Fall n £ 2 mindestens zwei
kritische Punkte.

Um diese zu charakterisieren, schreiben wir die Nebenbedingung als

g X 1 hx;xi:
Die erweiterte Funktion lautet dann

F x; hAX; X1 1 hx;xi :
Das zugehorige Gleichungssystem ist

AX X O;
hx;xi  1:

Ein kritischer Punkt der quadratischen Form f auf S" ist demnach ein normierter
Eigenvektor von A, sein Lagrangemultiplikator der zugehdrige Eigenwert.

Da die quadratische Form kritische Punkte besitzen muss, erhalten wir
damit einen Beweis, dass jeder symmetrische Operator mindestens einen reellen
Eigenwert besitzt.

Eine Erweiterung dieses Arguments liefert sogar die Existenz einer orthonor-
malen Basis fur A. Ist v der im ersten Schritt gefundene normierte Eigenvektor,
so suchen wir im nachsten Schritt ein Maximum auf S" 1 \fvg?. Mit anderen
Worten, wir betrachten nun die Nebenbedingungen

do X 1 hx;xi O;

g1 X hv;xi O:

Eine Maximalstelle auf g * 0 snt \fvg? tritt dann an einem weiteren
Eigenvektor auf, der aufgrund der Konstruktion orthogonal zu v ist. Dabei
spielt es keine Rolle, ob der zugehorige Eigenwert vom ersten verschieden ist
oder nicht.

Fahrt man so fort, so erhalt man eine orthogonale Basis des Gesamtraumes,
bestehend auf Eigenvektoren des Operators A.
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Aufgaben

1 Sei R" o [en und konvex und f: 1 R" stetig di Lerknzierbar. Gilt in jedem
Punkt x 2

hDf x h;hi > 0; h 2 R"nf0g

so ist f auf injektiv.

2 Eine stetig di Lerknzierbare Abbildung ~ : 1 0 jst ein Di Cedmorphismus genau
dann, wenn sie bijektiv und regular ist.
3 Sei R" beliebig, aber nicht leer, sei xo 2 , und fur f: 1 R" sei
fu fvj
f sup ] . J:
u v Ju V]
u;v
Dann gilt:
a L7 f2C ;R" :f xo 0; f <4 isteinreeller Vektorraum.
b. definiert auf L eine Norm.

c. Mit dieser Norm ist L vollstandig.

4 Beweisen sie fur die Abbildung 1 von Proposition C 7 die Lipschitzabschatzung

> 1 . > .
id B O 1 ; id g o

5 a. Zeigen sie, dass
0,1 R 1 R? u;v X,y x? y2;2xy

einen Di Ledmorphismus auf seine Bildmenge definiert.

b. Bestimmen sie die Jacobische der Umkehrabbildung.

c. Skizzieren sie einige Koordinatenlinien fx ag und fy bg von sowie fu cg
und fv dg von 1.

6 Ist *: R"™ 8 R" vonderKlasse C", r £ 1, und lokal um Xxg stetig di Cerknzierbar
umkehrbar, so ist auch die lokale Umkehrfunktion = 1 von der Klasse C'.

7 Zeigen sie, dass es eine Funktion = 2C1 | mit | ";" und 7 0 O gibt, die die
Gleichung
xZ2x 2x?e” X 7 x

erfullt. Bestimmen sie auBerdem =9 0 .

8 a. Zisteine Mannigfaltigkeitin R.
b. Ebenso die Menge M fl=n:n £ 1g.

c. Nicht aber M M [ fOg.
9  Zeichnen sie eine Auswahl typischer Niveaumengen zu
a x* 4x® y?
b. x%2e X y2.

Welche davon sind Mannigfaltigkeiten? Welches sind die kritischen Werte?
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10  Gegeben ist
f: RPIR;, fxy x> y?2?2 2x? 2y? 1

a. Furwelche c 2R ist f 1 ¢ eine Mannigfaltigkeit in R2?
b. Wie lauten in diesem Fall die Tangentengleichungen?
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Wegintegrale

Die entlang eines geradlinigen Weges bei gleichbleibender Krafteinwirkung
geleistete Arbeit ist das Produkt aus zuriickgelegter Wegstrecke und in Rich-
tung dieser Wegstrecke wirkender Kraftkomponente. Will man allgemeiner die
geleistete Arbeit entlang eines beliebigen Weges  innerhalb eines Kraftfeldes v
bestimmen, so ist in jedem Punkt die anliegende Kraft auf den momentanen
Geschwindigkeitsvektor zu projizieren und das resultierende Produkt tber den
Weg zu integrieren. Dies fuhrt zu einem Integral der Form

Zy
hv  t ;7 tidt

a

fur die geleistete Arbeit.

Mathematisch kann man den Integranden au [asken als die Anwendung der
Linearform hv; i auf den Vektor " . Die Weiterentwicklung dieses Gedankens
fuhrt zum Begri Cdér Di Cerknzialform, die entlang eines Weges zu integrieren ist.
Dies vermeidet unter anderem die Einbeziehung eines Skalarprodukt und erlaubt
eine koordinatenfreie Interpretation solcher Kurvenintegrale.

Abb 1 Weg in einem Kraftfeld

©
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19.1
Pfa [sche Formen

Sei zunachst V ein Vektorraum endlicher Dimension und V L V;R sein
Dualraum, also der Raum aller stetigen linearen Abbildungen V I R.
Definition Eine Pfa [sche Form oder 1-Form ist eine Abbildung

Vv,V x, X ]

die jedem Punkt in ihrem Definitionsbereich eine Linearform zuordnet.

Pfa [Sche Formen werden auch Di [erenzialformen vom Grad 1 genannt. Fur
die Anwendung einer 1-Form  am Punkt x auf einen Vektor h 2 V schreiben
wir  x h oder kiirzer h , wenn der Punkt x keine besondere Rolle spielt.

Wir beschranken uns auf reellwertige 1-Formen. Komplexwertige 1-Formen
spielen in der Funktionentheorie eine zentrale Rolle und werden dort betrachtet.

2 a. Eine di[erknzierbare Funktion f: V ,1 R definiert eine Pfa [sche Form
df: v,1V ; X , df x;
genannt das Di [erknzial von f, indem wir definieren:
df x h™Df xh @sf x:

b. Sei v:V ,1 V ein stetiges Vektorfeld, also eine Abbildung, die jedem
Punkt in seinem Definitionsbereich in V einen Vektor desselben Vektorraumes
zuordnet. Mithilfe eines Skalarprodukt h ; i auf V induziert dies eine 1-Form

v _hv; i:
c. Insbesondere ist
df rf,

denn aufgrund der Definition des Gradienten ist ja

df h Dfh hrf;hi: 7

s Der Standardfall

Wie sehen 1-Formen im Standardfall V R" aus? Auf dem R" sind die
Koordinatenfunktionen

k: RTIR; K X Xk,
stetig di Cerknzierbar, und es gilt
d kh D xh hy:
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Fur die Standardbasis e;;..;e, des R" gilt insbesondere
d ke Kl 1 Kkl

Die DiLerknziale d ;;..;d p bilden also gerade die zur Standardbasis ej;..;en
duale Basis. Bezeichnen wir jetzt vereinfachend die k-te Koordinatenfunktion mit
Xk anstelle von , gelangen wir zur folgenden

Definition Die zur Standardbasis e1;..;e, des Vektorraumes R" duale Basis
wird mit dxq;..;dx, bezeichnet. Es gilt also

dxk e Kl 1 kI n -
Jede 1-Form im R" kann damit dargestellt werden als Linearkombination

dieser Basisformen, also als

X
ak X dxg:
k 1

lhre Koe [ziehten sind reelle Funktionen, fur die
ak ek
gilt.
z a. Im eindimensionalen Standardfall hat jede Pfa [Ssche Form die Gestalt
a x dx:

Sie ist also durch eine einzige skalare Funktion gegeben.
b. Das Di Lerknzial einer C1-Funktion f: R" ,1 R hat die Darstellung

X
df @cf x dxy;
k 1

denn df eg Dfeyx @xf. Die partiellen Ableitungen von f sind also gerade
die Koe [ ziehten des Di Lerknzials df bezlglich der Steigdardbasis.

c. Die im Standardfall durch ein Vektorfeld v rk‘ 1 Vk X ek induzierte
1-Form , ist

X
v hv; i VK X dXg;
k 1

denn deren Koe [ziehten sind ey hv;exi  vi: Dies schreibt man auch
gerne als klassisches Skalarprodukt

v Vv dx

aus v Vi;..;Vh und dx dxq;..;dxn . 7

09.02.2022 — 15:04 19.3
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SchlieBlich erklaren wir noch die Regularitat von 1-Formen.

Definition Eine 1-Form  heil3t stetig respektive von der Klasse C", wenn sie als
Abbildung :V ,B V stetig respektive von der Klasse C" ist. ~

Fur eine Basisdarstellung einer 1-Form bedeutet dies, dass sdmtliche Koe =1
zientenfunktionen stetig respektive von der Klasse C" sind.

19.2
Kurven- und Wegintegrale

Wir definieren nun das Integral von 1-Formen entlang Kurven so, wie wir
es in der Einleitung skizziert haben. Dabei betrachten wir stlickweise stetig
di Cerknzierbare Kurven, die wir in Abschnitt 13.5 wie folgt definiert hatten. Zur
Wiederholung:

Definition Eine stetige Kurve : 1 ¥ V ist stuckweise stetig di Lerknzierbar,

wenn es eine Teilung t;;..;tn des Intervalls | gibt, so dass alle Abschnitte

Jt o4, Mitl  k n stetig di Cerenzierbar sind. Die Klasse aller dieser
Kurven wird mit D I;V bezeichnet.

Insbesondere besitzt die Ableitung einer D1-Kurve in jedem inneren Tei-
lungspunkt links- und rechtsseitige Grenzwerte. Summe und skalare Vielfache
von D1-Kurven sind wieder D*-Kurven. Somit ist D! I;V ein reeller Vektorraum.

Da wir es im Folgenden nur mit Integralen zu tun haben, muissen wir die
Teilungspunkte einer D1-Kurve nicht explizit betrachten. Fiir die Lange einer
solchen Kurve gilt zum Beispiel

X X Lt Zp
L R k™ t kdt k™ t kdt;
k 1 k1 W1 a
denn die endlich vielen Sprungstellen des Integranden an den Teilungspunkten
haben keinen Einfluss auf das Integral 10.12. Ebenso verhélt es sich mit den
Ubrigen Integralen, die wir noch betrachten werden.

Abb 2 Stlckweise stetig di Lerkenzierbare geschlossene Kurven
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19.2 — Kurven- und Wegintegrale

Nun zur Definition des Kurvenintegrals.

Definition Sei :V .,V einestetige l-Formund : a;b ¥ V eine stlickwei-
se stetig di Cerenzierbare Kurve im Definitionsbereich von . Dann heif3t
z Zy
- t tdt

a

das Kurvenintegral von  langs der Kurve

An jedem Kurvenpunkt t wird also die 1-Form t auf den Vektor
"t angewendet. Das Ergebnis ist eine skalare Funktion, die wie Ublich Uber das
Parameterintervall der Kurve integriert wird.

Im Standardfall mit

X X
ax X dxi; ) Tte
k 1 11
ergibt dies
Z Zy, x
ax t Tt dt;
a ka1
da ja
X
ka i -|ka el -kZ
11
2 Ein beliebiges Beispiel Sei y2dx dy eine 1-Form auf R?. Betrachte
die Kurvem
0;1 1 R? t t;t

fur > 0. Dann erhalt man

z z,

2 dx dy 1; t ! dt

z,
t2 t 1dt

0

2 1 . 1

2 1 0

1 1 :
2 1

Das Ergebnis hangt also vom Weg ab, auch wenn alle Kurven denselben Anfangs-
punkt 0;0 und denselben Endpunkt 1;1 haben. 7

19.5
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Abb 3

Integrationswege
in Beispiel 4 1=2

2z Windungsform  Auf R?nf0g sei

xdy ydx.
x2 y2
Fir die Standardparametrisierung  des Einheitskreises, also  t cost;sint
mit0 t 2 ,erhaltman
z Z,
sintdx costdy  sint;cost ~ dt
0
Z,
sint cos?t dt
0
2
Ist allgemeiner m2 Z und , mit [ t cosmt;sinmt der m-mal durch-
laufene Einheitskreis, so ist
z z,

m sin’t  cos?t dt 2 m:

Das Integral misst also, bis auf den Faktor 2 , wie oft sich |, um den Nullpunkt
herum windet. Dies gilt auch fur m 0, denn ¢ ist eine Punktkurve, die sich
nicht um den Nullpunkt windet Wie wir noch sehen werden, gilt dies auch fur
jede andere geschlossene Kurve, die nicht durch den Nullpunkt hindurch lauft ;3.
Aus diesem Grund hei3t auch Windungsform. 7

Wir wollen uns noch davon tberzeugen, dass unsere Definition des Kurven-
integrals 3 >naturlich< ist. Das heil3t, wir gelangen zu demselben Integral, wenn
wir es durch endliche Summen approximieren. Sei dazu t;;..;t, eine Teilung
von a;b . Eine zugehdrige Teilungssumme ist dann

X

Wr K t a1 ;
k 1

wobei die Auswertungspunkte 2 tx 1;tx beliebig gewéahlt seien.
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19.2 — Kurven- und Wegintegrale

Satz Ist stetigund  stickweise stetig di [erknzierbar, so gilt
z Zy
Wt Ll t ot dt;

a

wenn die Feinheit der Teilung T gegen Null strebt.

fitth  Eine stUckweise stetig di Cerknzierbare Kurve st rektifizierbar. Es ist
also L 7L < 1. AuBRerdem ist ihre Spur eine kompakte Teilmenge von V. Die
stetige 1-Form  entlang ist somit gleichmaRig stetig 732 . Das heif3t, zu jedem
" > 0 existiertein > 0, so dass

Kk Yk < - ju vj< : (1)

Dabei bezeichnet k k die durch eine Norm k k auf V induzierte Operatornorm
auf V .Esgiltalsoj hj k k khk. Schreibe jetzt

X
Wr K L% 1

k 1
X Ztk

K Tt dt
kK 1 t 1
thk

Kkt dt:

Kk 1 W1

Dann wird mit der Definition des Wegintegrals 3

z w Zy,
Wt K t ot dt:
k 1 o1
Ist die Feinheit von T kleiner als , so kénnen wir auf jeden Term in eckigen

Klammern die Abschatzung (1) anwenden und erhalten

Z thk
W+ k K t k k™t kdt
Kk 1 &1
"thk
< — k™ t kdt
kK 1 1
wip
— k™t kdt "
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= Invarianz

Das Interessante und Wesentliche am Kurvenintegral ist, dass es unabhangig
von der gewdahlten Parametrisierung der Kurve ist.

Lemma Sei :V ,1 V eine stetige 1-Form, :1 T V eine D1-Kurve im
Definitionsbereich von und ~: 1 I | eine orientierungstreue D-
Parametertransformation. Dann gilt

z z
fitth  Seien  und ” zuné&chst stetig di Lerknzierbar. Fur | a ;b qilt
I a;b 7 a ;7 b
da * die Orientierung erhalt. Fur ” folgt mit der klassischen Substitu-
tionsregel daher
z Z,
t t dt
a
Zy
7t 7t T tdt
a
Z-y Zy z
s s ds s s ds
7 a a

Die Unabhéngigkeit des Kurvenintegrals einer 1-Form von der gewéhlten Pa-
rametrisierung der Kurve erlaubt es uns, dieses auch fiir einen Weg zu definieren,
also eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven.

Definition Das Wegintegral einer stetigen 1-Form  entlang eines Weges ¥ st

definiert als
Z Z

]
wobei  eine beliebige D!-Parametrisierung von ¥ bezeichnet.
Bemerkung Man kann das Wegintegral auch fur geeignete stetige Kurven
definieren und stetige Parametertransformationen betrachten. Uns geht es hier

jedoch nicht um maéglichst geringe Regularitatsvoraussetzungen. Daher gehen
wir darauf nicht ein.
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Abb 4 Addition von Kurven

= Wegadditivitat

Das Wegintegral R! ist nicht nur linear bezuglich der Di [Cerknzialform
sondern auch additiv bezuglich des Integrationsweges ¥ . Dazu definieren wir
die Addition geeigneter Wege wie folgt. Seien ¥; und ¥, zwei Wege in V, wo
der Endpunkt von ¥; mit dem Anfangspunkt von ¥, zusammenféallt, und

1. ab 1V; 2. ¢c;d vV

zwei stetige Parametrisierungen dieser Wege. Dannist 1 b > € ,und wir
kdnnen das zweite Parameterintervall noch so verschieben, dass b c¢. Dann
definiert
8
S 1t; a t b
1 20 ad TV; 1 2 t -
- -t ¢ t d;

eine stetige Kurve in V . Die zugehérige Aquivalenzklasse definieren wir als

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierungen 4.1 . Sind
zudem ¥4 und ¥, von der Klasse D!, soistesauch 1; 1§,

Ist ferner 1 , und bezeichnet _ die in umgekehrter Richtung durch-
laufene Kurve , soistdurch ¥ ™ _ der umgekehrt durchlaufene Weg
definiert.

Rechenregeln Seien :V ,B V eine stetige 1-Formund ¥; ¥,; ¥, stick-
weise stetig di Cerknzierbare Wege im Definitionsbereich von . Dann

gilt
z z z z z

) )

L) L) 9, I LEY LI}

falls die Summe von ¥; und ¥, erklart ist. Weiter gilt
Z

L ¥ maxk pk ;
] p21"?

wenn die L&nge beziglich einer Norm k k auf V bestimmt wird und k k
die zugehorige induzierte Norm auf V  bezeichnet.

19.9



554 19 — Wegintegrale

fitth  Wir beweisen nur die letzte Behauptung, der Rest ist Routine. Mit einer

beliebigen Parametrisierung : a;b ¥ V von ¥ gilt
z Z,
t " tdt
L) a
Zy
j t T tjdt
a
Zy
k t k k™ t kdt
a Zb

maxk p k k™ t kdt:
p21t a

Das letzte Integral ist gerade die Lange L ¥ von ¥ . iiiii

19.3
Wegintegrale exakter 1-Formen

Die explizite Bestimmung eines klassischen Integrals ist aufgrund des Haupt-
satzes 1016 gleichbedeutend mit dem Au [ndén einer Stammfunktion. Entspre-
chendes gilt auch fir Wegintegrale, wenn die betre [edde 1-Form exakt ist.

Definition Eine 1-Form  heiRt exakt, wenn es eine C1-Funktion f gibt, so dass
df

auf dem gemeinsamen o [eden Definitionsbereich. Jede solche Funktion f
heil3t eine Stammfunktion von

2 1-Formen auf einem Intervall Ist a x dx stetig auf dem Intervall |
und Xg 2 1, so definiert aufgrund des Stammfunktionensatzes 1914 *
ZX
fx 7 at dt x21;

Xo

eine stetig di Cerenzierbare Funktion f auf I mit der Eigenschaft, dass
df x f'x dx ax dx

Somit ist jede auf einem Intervall stetige 1-Form exakt. 7/

! Im Folgenden verwenden wir dt fiir das klassische Integral und dx fir 1-Formen.
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19.3 — Wegintegrale exakter 1-Formen

2 Zentralfeld auf R"'nfOg Eine 1-Form der Gestalt

X
* kxk X d Xk
kK 1
mit einer stetigen Funktion *: 0;1 ¥ R ist exakt. Eine Stammfunktion f auf
R"nfOg ist zum Beispiel gegeben durch

z kxk

f x F kxk t” t dt:
1

Denn fur die euklidische Norm gilt

X
d kxk X Ggxe x 0
K 1kxk
und somit ist
X
df x F%kxk d kxk  * kxk  xcdxy: 7
k 1

Die Wegintegrale exakter 1-Formen sind nun leicht zu berechnen. Es gilt
folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes 10.16 -

Hauptsatz fur Wegintegrale Ist die 1-Form  exakt mit Stammfunktion f, so

gilt
Z Z

LY
df f

1 1 LIPY

fur jeden stuckweise stetig di Lerknzierbaren Weg ¥ im Definitionsbereich
von  mit Anfangspunkt ¥, und Endpunkt ¥,. Das Wegintegral einer

exakten 1-Form hangt also nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab,
nicht aber von dessem Verlauf.

tith Sei ¥ zundchstClund : a;b ¥ V eine Cl-Parametrisierungvon ¥ .
Dann ist f ebenfalls stetig di Cerknzierbar, und es gilt

df t "t Df t 't f 0¢:

Also ist
z z z,
df df t ~ t dt
L] a
Zy b b "
f Ot dt f f f
a a a LY

Mit einer geeigneten Zerlegung in endlich viele Teilintervalle folgt die Behauptung
dann auch fur stuckweise stetig di Lerenzierbare Wege, weil sich die Randwerte
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Abb 5

Verschiedene Wege
von p nach q

Die Wegunabhéangigkeit ist somit eine notwendige Bedingung fur die Exakt-
heit einer 1-Form. Die 1-Form in Beispiel 4 und die Windungsform in Beispiel 5
kdénnen deshalb nicht exakt sein.

Wir werden gleich sehen, dass umgekehrt die Bedingung der Wegunab-
héangigkeit auch hinreichend ist, wenn der Definitionsbereich nicht in mehrere
Komponenten zerfallt.

Definition Eine Teilmenge M von V heif3t wegzusammenhangend, wenn es zu
je zwei Punkten in M eine ganz in M verlaufende stiickweise di [erknzierbare
Kurve gibt, die diese Punkte verbindet.

z a. Jedes reelle Intervall ist wegzusammenhéngend.
b. Jede konvexe Menge ist wegzusammenhangend.
c. R"nfOg ist wegzusammenhéngend fur n £ 2, nicht aber fir n 1.
d. Nur die Menge rechts in Abbildung 6 ist wegzusammenhangend. 7

O [ede und wegzusammenhangende Mengen spielen eine wichtige Rolle in
der Analysis und haben deshalb eine eigene Bezeichnung.

Definition Ein Gebiet ist eine nichtleere, o [ede und wegzusammenhéngende

Menge.

Abb 6 Die Menge =~ fur " <0, " Ound " >0

19.12
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z a. Jede nichtleere o [efle konvexe Menge ist ein Gebiet.
b. DieMenge - fu;v :v2>u? "gistnurfir " >0 ein Gebiet.
c. Die Vereinigung zweier Gebiete ist wieder ein Gebiet genau dann, wenn
ihr Durchschnitt nicht leer ist. 7

Das nachste Lemma zeigt, dass hinsichtlich Stammfunktionen die Gebiete in
hoéheren Dimensionen dieselbe Rolle spielen wie die Intervalle in einer Dimension.

Lemma Auf einem Gebiet ist eine di Cerknzierbare Abbildung f: T w
konstant genau dann, wenn Df verschwindet.

fiith )  Das ist trivial, unabhéangig davon, ob ein Gebiet ist oder nicht.
( Fixiere einen Punkt xo 2 und betrachten einen weiteren Punkt

X 2 . Es existiert eine stiickweise di Lerenzierbare Kurve : a;b 1Y mit
a Xo; b X:
Dann istauch g f : a;b ¥ W stickweise di Cerknzierbar. Da Df nach

Voraussetzung Uberall verschwindet, gilt also auch stiickweise
gt DfF t 't o

Somit ist g sogar C! und wegen g° 0 auch konstant. Alsoistga g b ,was
gleichbedeutend ist mit f x f Xg . Da x2  beliebig war, ist f konstant auf

ganz . i

Auf einem Gebiet ist eine di Cerknzierbare Abbildung somit konstant genau
dann, wenn ihre Ableitung Uberall verschwindet g. Fir eine skalare Funktion
ist dies gleichbedeutend damit, dass ihr Di Cerenzial verschwindet. Somit gilt
folgendes

Korollar  Auf einem Gebiet unterscheiden sich die Stammfunktionen einer
exakten 1-Form nur durch eine additive Konstante.

Wir zeigen nun, dass auf einem Gebiet die Wegunabhé&ngigkeit von 1-Form-
Integralen auch hinreichend fur die Exaktheit der 1-Form ist.

Satz Sei  eine stetige 1-Form auf einem Gebiet . Dann sind folgende
Aussagen aquivalent.
) ist exakt auf
(ii) Das Wegintegral von ist unabh&ngig vom Verlauf des Weges.
(iii) Das Wegintegral von  verschwindet fur jeden geschlossenen Weg.

19.13



558

19 — Wegintegrale

fitth (i) ) (ii) Das ist der Hauptsatz 7.

(if) ) (iii) Ein geschlossener Weg hat denselben Anfangs- und Endpunkt wie
ein punktformiger Weg. Das Wegintegral Uber einen Punktweg ist aber immer
Null. Also gilt dies auch fur beliebige geschlossene Wege.

(iii)) (ii) Seien ¥, und ¥, zwei D-Wege in  mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt. Dannist ¥; ¥, einzgeschlossener Weg, und es gilt

0

1, I, LE LIP3

Das ist gleichbedeutend mit der Behauptung.

(ii)) (i) Dies ist der wesentliche Teil des Satzes. Da nach Voraussetzung
jedes Wegintegral von  nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéangt, kénnen wir
eine Funktion f: I R durch

z

X

f x
Xo
definieren, indem wir einen beliebigen Punkt xo 2  fixieren und das Integral
Uber einen beliebigen Weg in von Xg nach x bilden. Zu zeigen ist, dass dies
eine Stammfunktion von  definiert.
Betrachte x 2 . Fur alle hinreichend kleinen h liegt x;x h ganzin ,
und aufgrund der Wegunabhangigkeit des Integrals ist
Z,n z z

X X
Xo Xo XX h

Parametrisieren wir x;x h durcht , x thmit0 t 1, so folgt
Z,

fx h f x X th hdt:
0

Subtrahieren wir X h, so erhalten wir

Zy
fx h fx X h x th X hdt:
0
Aufgrund der Stetigkeit von  ist aber X th X h oh , also
fx h f x Xxh oh:

Somit ist f im Punkt x total di Lerkénzierbar, und es gilt
df xh Df xh X h:

Somit ist df , was zu zeigen war. iiiii
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Abb 7
z

X

Definition von
Xo

Xo

19.4
Lokal exakte 1-Formen

Der letzte Satz g charakterisiert exakte 1-Formen eindeutig tber die Weg-
unabhéngigkeit. Doch ist das Kriterium wenig praktikabel, da man nicht alle
Wegintegrale Gberprifen kann. Dagegen ist es leicht, eine notwendige Bedingung
zu formulieren.

P
10 Integrabilitatsbedingung Ist eine 1-Form E 1 &k dxi exakt und stetig
di Cerknzierbar, so erfillen ihre Koe [ziehten die Integrabilitéatsbedingung

Gax Oka; 1 k!l n =

fitth  Nach Voraussetzung ist

X
df @kf ka
k 1

mit einer stetig di Lerknzierbar Funktion f. Ist  stetig di Cerknzierbar, so sind
alle partiellen Ableitungen von f nochmals stetig di Cerknzierbar. Somit ist f
sogar C?, und mit dem Lemma von Schwarz 1415 gilt

Gax @ Of @k @F  Okap; 1 Kkl n: i

Definition Eine stetig di Cerknzierbare 1-Form heif3t geschlossen, wenn sie die
Integrabilitatsbedingungen 1o erfilit.

Korollar Jede stetig di Cerenzierbare exakte 1-Form ist geschlossen.

1 z a. Aufdem R? ist udx vdy geschlossen, falls @yu  Oxv.
b. Somitist y2dx dy nicht geschlossen,da @y y2 2y 0 @x 1 .
c. Die Windungsform 5 ist geschlossen, denn

X x2 y? y

x2 y2 x2 y22 oy x2 y2

0x
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Abb 8 Sternférmige und nicht sternférmige Mengen
d. Aufdem RS ist udx vdy wdz geschlossen, falls
Gyw @V, @;u  @xw; Oxv  @yu:

Dies ist aquivalent zu
O 1 O 1 0 1 O

1
u @x u Wy  Vy
r Bv§ B@y§ ngcguz WX§ 0:
w @, w Vx Uy
Man nennt dies auch die Rotation des Vektorfelds u;v;w ~. 7

s Das Lemma von Poincaré

Die Frage stellt sich, ob umgekehrt jede geschlossene 1-Form exakt ist. Die
Antwort hierauf hat einen lokalen und einen globalen Aspekt. Lokal ist dies
immer der Fall, wenn das Definitionsgebiet folgende geometrische Gestalt hat.

Definition Eine Teilmenge M des R" heil3t sternformig, wenn es einen Punkt
m 2 M gibt, so dass m;Xx M fur alle x 2 M. Jeder solche Punkt m heif3t
ein Zentrumvon M.

Jede sternformige Menge ist wegzusammenhéngend, aber natirlich ist nicht
jede wegzusammenhangende Menge sternférmig — siehe Abbildung 8.

2 Jedes Intervall ist sternférmig bezuglich jedes seiner Punkte.

Die geschlitzte Ebene R?  0;1 ist sternférmig mit Zentrum 0.
Die gepunktete Ebene R?nf0g ist nicht sternférmig.

Die Spharen S", n £ 0, sind nicht sternformig.

Eine Menge ist sternférmig bezuglich jedes ihrer Punkte genau dann,

© Q000D

wenn sie konvex ist. 7/

Lemma von Poincaré Jede geschlossene 1-Form auf einem sternférmigen
Gebiet ist exakt. —
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Zunéachst eine Voruberlegung. Falls df, also
X
X ax X dxg Okf x dxg;
k 1 k 1
so gilt auch
X X
tx x ak tx Xk @kf tx xx  @:F tx :
k1 k 1

Somit kédnnen wir f aus  rekonstruieren, indem wir  tx x Uber 0;1 inte-
grieren. Diese Beobachtung ist die Grundlage des folgendes Beweises.

fitth  Beweis des Lemmas von Poincaré Sei  eine geschlossene 1-Form auf
einer o [Cenden sternformigen Menge . Durch Translation der Koordinaten kdn-
nen wir erreichen, dass  sternférmig beztglich O ist. Dann ist
Z, Z1x
f x tx xdt a) tx x dt
0 0,4
fur jedes x 2  wohldefiniert, denn der Integrationsweg 0;x istin  enthalten
und die Koe [ziehten von  sind stetig di Cerknzierbar auf . Also definiert dies
eine Funktion f: 1 R.
Da die Koe [ziehten ay in jeder Variablen xy stetig di Lerenzierbar sind, ist
es auch f 1419, und wir erhalten @xf durch Di Lerknziation unter dem Integral.
Es gilt also

le
@f x 0 a tx x dt
01
ax tx t @y tx x; dt:
o 1

Aufgrund der Integrabilitatsbedingung ist aber @xa; @ax, und weiter ist

X
ag tx t  @ak tx x; @ tak tx
11

Also erhalten wir insgesamt

Zy 1
@cf x @ tax tx dt tax tx ak X :
0 0
Somit gilt
X X
df @kf ka ak ka
k 1 k 1

19.17
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Auf sternférmigen Gebieten ist jede geschlossene 1-Form also exakt. Dies
koénnen sehr groRRe Gebiete sein. Auf jeden Fall schliel3t es aber kleine Umgebun-
gen eines jeden Punktes ein. Somit erhalten wir folgendes lokales Resultat.

Korollar Jede geschlossene 1-Form ist lokal exakt.

Die Frage, wann aus der lokalen auch die globale Exaktheit folgt, betrachten
wir im nachsten Abschnitt.

19.5
Global exakte 1-Formen

Eine geschlossene und damit lokal exakte 1-Form ist nicht notwendigerweise
auch global exakt. Zum Beispiel ist die Windungsform 5 geschlossen 13 und
daher lokal exakt. Sie ist aber nicht global exakt, da ihr Integral langs dem
geschlossenen Einheitskreis nicht Null ist 5.

Wir wissen bereits, dass notwendig und hinreichend fiur die Exaktheit einer
Form die Unabhéangigkeit ihrer Wegintegrale vom Verlauf der Wege ist 9. Als Er-
stes stellen wir nun fest, dass dies fur lokal exakte Formen jedenfalls immer dann
gilt, wenn diese Wege ineinander deformiert werden kdnnen. Hierzu benétigen
wir den Begri Cdér Homotopie von Kurven.

Definition Zwei stetige Kurven o; 1: a;b 1 mit gemeinsamen Anfangs-
punkt p und Endpunkt g heillen homotop in , wenn es eine stetige Abbil-

dung

h: 0;1 ab 1 ; s;t ,hs;t _hgt;
gibt, so dass

ho o hy 1

sowie hg a p und hs b q furalle0 s 1.

Fur jedes s 2 0;1 istalso hs eine stetige Kurve von p nach q innerhalb
von ,diefiars O mit g undfirs 1 mit ; Gbereinstimmt. Da h auch
stetig in s ist, erhalten wir eine stetige Deformation der Kurve ¢ indie Kurve 1,
wobei die Endpunkte fixiert sind. Wichtig ist, dass diese Homotopie ganz in
verlauft. Die Kurven ¢ durfen nicht Uber s>Locher<in  hinweggezogen werden —
siehe Abbildung 9.
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Abb 9 Homotopie von o und 1 in

2 8Sind ¢o; 1: a;b 1 zwei Kurven in mit gemeinsamen Anfangs- und
Endpunkt, und gilt

ot; 1t ; 0O t 1;
so sind sie homotop mittels der Homotopie h: 0;1 ab 1 mit
hs;t 1 s ot s 1 t: /

Da wir entlang den Kurven in einer Homotopie integrieren wollen, bendtigen
wir noch etwas mehr als nur deren Stetigkeit.

Definition Zwei Kurven o; 1: ab 1 mit gleichem Anfangs- und End-
punkt sind D'-homotop, wenn es eine Homotopie h: 0;1 ab 1
dieser Kurven gibt, die auf jedem horizontalen oder vertikalen Schnitt des
Rechtecks 0;1 a;b stlckweise stetig di Lerknzierbar ist.

Ein horizontaler Schnitt ist hierbei eine Teilmenge
fsg a;b 0;1 a;b :
Entsprechend sind vertikale Schnitte erklart.

Homotopiesatz Sei  eine lokal exakte 1-Form auf . Dann gilt
z z

0 1

wann immer die Kurven o und 1 D'-homotop in sind.
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Abb 10  Zum Beweis des Homotopiesatzes

S i 1Lk

fitth  Sei Q 0;1 a;b und h: Q1 eine D1-Homotopie von ¢ und
1 in . Zuerst zeigen wir, dass sich Q so in endlich viele achsenparallele
Rechtecke zerlegen lasst, dass  auf dem Bild jedes dieser Rechtecke exakt ist.
Angenommen, dies ist nicht moéglich. Dann kdnnen wir eine fallende Folge
abgeschlossener Rechtecke Q Qi Q2 .. konstruieren, jedes ein Viertel so
grof3 wie das vorangehende, so dass  auf dem Bild von Qy keine Stammfunktion
besitzt. Der Durchschnitt aller Qg ist dann ein Punkt r 2 Q. Nach dem Lemma
von Poincaré 1, ist aber in einer o Leden Umgebung U von h r exakt. Diese
Umgebung enthélt aber die Bilder der Qi mit k hinreichend groR3. Somit erhalten
wir einen Widerspruch.
Es gibt somit Teilungen si;..;sm von 0;1 und ti;..;t, von a;b so,
dass in einer Umgebung des Bildes jedes Rechtecks

Qik  Si 1;Si te 15tk ; 1 i m 1 k m

exakt ist. Wir zeigen nun, dass die Integrale entlang der Kurven ; ™ hg fir
sukzessive Teilungspunkte unverandert bleiben, also
Z Z
; 1 i m;

i1 i

gilt. Daraus folgt dann die Behauptung.
Betrachte dazu die Kurvenabschnitte

ik hsi it 1 k n;
sowie die Verbindungskurven

k h o s 0 k n:
Diese sind sadmtlich stuckweise stetig di Cerenzierbar, und es gilt

i Lk k k 1 ik
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19.5 — Global exakte 1-Formen

Gemeinsam bilden diese Kurven den Rand des Bildes des Rechtecks Qix
unter h. Nach Konstruktion ist  exakt in einer Umgebung dieser Menge, und

daher das Wegintegral entlang beider Kurven gleich. Es gilt also
Z A Z Z

i Lk k k 1 itk

Da dies fur jedes 1 k n gilt, ergibt Aufsummieren Uber k und Kirzen der
Integrale tiber 1;..; m 1 die Gleichung

x Z Z Z *x Z

(2)

k 1 i 1k m 0 k 1 ik
Die Integrale Gber o und , sind aber Null, da es sich um Punktkurven handelt.
Also folgt

Da wir in endlich vielen Schritten von ¢ zu ; gelangen, ist damit alles bewie-

sen. iiiii

Der Homotopiesatz gilt fir beliebige D'-homotope Kurven mit festem
Anfangs- und Endpunkt. Fur geschlossene Kurven kann man aber diese letzte
Forderung fallen lassen. Dies fuhrt zum Begri Cder freien Homotopie.

Definition  Zwei geschlossene Kurven ¢; 1: a;b ¢ hei3en frei homotop
in , wenn es eine stetige Abbildung

h: 0;1 ab v : st , hs;t hs t;
gibt, so dass
ho 0 hy 1

und jede Kurve hg fir 0 s 1 geschlossen ist.

Alle Kurven hs der Homotopie verlaufen also in und sind geschlossen.
Frei D'-homotope Kurven sind analog zu D-homotopen Kurven definiert.

Freier Homotopiesatz Sei eine lokal exakte 1-Form auf .Sind o und 1

zwei geschlossene, in frei D1-homotope Kurven, so gilt
Z Z

0 1
fitth  Der Beweis ist identisch mit dem letzten Beweis, bis auf die Bemerkung
Uber die -Integrale in (2). Diese sind nicht Null, sondern gleich. Die Folgerung

19.21
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Abb 11 Freie Homotopie von ¢ zu einer Punktkurve 1

Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ergibt sich fur nullhomotope Kurven.
Dies sind geschlossene Kurven, die frei homotop zu einer Punktkurve sind. Da
das Kurvenintegral einer beliebigen 1-Form Uber eine Punktkurve verschwindet,
erhalten wir folgenden

14 Satz Ist eine lokal exakte 1-Form auf , so ist
Z

0

fur jede in D*-nullhomotope Kurve

Wir kommen nun zurtick zu der Frage, wann eine lokal exakte 1-Form auch
global exakt ist. Wir wissen bereits, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
ihr Wegintegral entlang jedes geschlossenen Weges verschwindet 9. Aufgrund
des letzten Satzes ist dies sicher immer dann der Fall, wenn jede geschlossene
Kurve nullhomotop ist. Dies ist nun eine rein topologische Frage und betri (11
ausschlief3lich die Geometrie des Gebietes.

Definition Eine wegzusammenhangende Teilmenge M in R" heif3t einfach
zusammenhangend, wenn jede geschlossene Kurve in M nullhomotop ist.

Abb 12 Einfach zusammenhéangende Menge, und nicht

19.22
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19.5 — Global exakte 1-Formen

Eine sternférmige Menge ist einfach zusammenhéngend.
Die Sphéaren S" sind einfach zusammenhéangend fir n £ 2.
Der punktierte Raum R3nf0g ist einfach zusammenhangend.
Die punktierte Ebene R2nf0Qg ist nicht einfach zusammenhéangend.
Ebensowenig ist die Kreislinie S einfach zusammenhéangend.

f. Der Raum R® ohne eine der Koordinatenachsen ist ebenfalls nicht ein-
fach zusammenhéngend.

® 00 o

Satz  Auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet ist jede lokal exakte

1-Form auch global exakt. Insbesondere gilt
z

0]

fir jede geschlossene D1-Kurve in

fitth  Das Wegintegral einer lokal exakten 1-Form entlang eines beliebigen
geschlossenen Weges ist invariant unter freien Homotopien. In einem einfach
zusammenhangenden Gebiet ist jede solche Kurve nullhomotop, und damit jedes

Bemerkung Der letzte Satz bietet auch eine Mdglichkeit zu zeigen, dass
ein Gebiet nicht einfach zusammenhéngend ist. Dies ist der Fall, wenn das Wegin-
tegral einer geschlossenen 1-Form entlang eines einzigen geschlossenen Weges
nicht Null ist. Eine geeignete 1-Form hierfur ist meist die Windungsform 5. ~

Als letzten Satz erwdhnen wir eine Anwendung aus der klassischen Mechanik.
Tatséchlich standen solche Anwendungen am Anfang der Entwicklung des Kalkuls
der Wegintegrale.

Satz  Auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet im R3 ist jedes stetig
di Cerknzierbare Vektorfeld V mit ¥ V 0 ein Gradientenfeld, also

vV ru

mit einer zweimal stetig di Cerknzierbaren Funktion U .

fitth  Die Bedingung r V 0 ist gleichbedeutend damit, dass die dem
Vektorfeld V mittels des Standardskalarprodukts zugeordnete 1-Form y ge-
schlossen ist 1. Also ist v lokal exakt. Auf einem einfach zusammenhéangenden
Gebiet ist sie dann auch global exakt 15. Es gibt also eine stetig di Lerknzierbare
Funktion U mit dU v . Dies ist aber gleichbedeutend mit

ru V:

19.23
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19 — Wegintegrale

Aufgaben

Man zeige, dass die Definition von ¥; ¥, unabhangig von der Wahl der Reprasentan-
ten der beiden einzelnen Wege ist.

/
2 Lb6sung
z
a. Bestimmensie y3dx x3dy fur

0;1 1 R? t tot; £ 1
z
b. Bestimmen sie Xzdxi; XpdXz Xxpdxz fur

0:1 RS t cos2 t;sin2 tit:

2 Losung a. Parametrisieren ergibt
z Z,
y3dx x3dy t 2 3 dt

b. Man erhalt zunachst
z 1

2 tsin2 t 2 cos?2 t sin2 t dt:
0

Das Integral (iber sin2 t ergibt Null, das tiber 2 cos?2 t ergibt . Also erhalt man
mit partieller Integration im ersten Term
1 2

tcos2 t cos2 tdt 1: /
) )

Beweisen oder widerlegen sie: Sind  und ~ geschlossene respektive exakte 1-Formen

auf R", so auch ~und f ,wobei f2C!R" .
2 Losung a. FOr ~ gilt dasselbe wegen der Linearitat der beteiligten Operatio-
nen.

b. Dies ist im Allgemeinen nicht richtig. Betrachte zum Beispiel auf dem R?
dx; f fdx:

ist geschlossen und exakt, aber f nicht, falls f, 0. Denn dann erfullt f nicht
die Integrabilitédtsbedingung und kann erst recht nicht exakt sein. 7/
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Fur eine stetige 1-Form  : V ,1 V und einen stuckweise stetig di Lerenzierbaren Weg

¥ im Definitionsbereich von  gilt
Z

L ¥ rpnza!xk p Kk ;

wenn die Lange bezuglich einer Norm k k auf V bestimmt wird und k k die zugeho-
rige induzierte Norm auf V  bezeichnet.

z Losung Mit einer beliebigen Parametrisierung : a;b ¥ V von T gilt

z Zy

t ot dt
L] a
Zy

j t 7 tjdt
a
Zy

k t k k' t kdt

Zy
maxk p k k™ t kdt:
p21 a

Das letzte Integral ist gerade die Lange L ¥ von ¥. 7/

Bestimmen sie zu einer auf dem Rechteck 0;1 0;1 geschlossenen 1-Form
fdx gdy eine Stammfunktion.

z Losung Da die Form geschlossen ist, kann man zur Erlangung einer Stammfunktion
entlang eines beliebigen Weges in  0;1 0;1 integrieren, zum Beispiel von 0;0
Uber x;0 nach x;y .Man erhélt so die Stammfunktion
Zy Z,
X;y Of t;0 dt ng;t dt: /

Sei E 1 ak dxx geschlossen auf R" mit positiv homogenen Koe [ziehten vom
Grad 1; es ist also
ak tx t ak X ; t>0:

Dann definiert
1 X
f x 1 Xkak X
k 1

auf R" eine Stammfunktion f von

19.25
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19 — Wegintegrale

z Losung  Aus der Homogenitatsgleichung und der Geschlossenheit von  folgt
durch Di Lerknzieren nach t
X @a; tx X gay tx

Xk

t la x
K1 Oxx K1 Ox

Xk

Auswerten bei t 1 ergibt also

X gax x
w1 O

aj X Xk:

Damit erhalten wir fur die partiellen f-Ableitungen

f X
o, TR o
@xi K1 Oxi
Im Fall 1 istalso fy, a; wie gefordert. 7/

a. Jede geschlossene stetige Kurve in einem Gebiet ist in diesem Gebiet homotop zu
einem Polygon.

b. Sei n £ 3. Tri [fdin Polygon im R" den Nullpunkt nicht, so gibt es auch eine Null-
punktsgerade, der das Polygon nicht tri (£

c. R"™ fOg ist fur n £ 3 einfach zusammenhangend, fir n 2 nicht.

z Losung a. Eine geschlossene stetige Kurve ist eine kompakte Menge. Es existiert
deshalb eine endlich Uberdeckung durch o [ede Kugeln, welche samtlich im vorgegebe-
nen Gebiet enthalten sind. Innerhalb jeder einzelnen Kugel kann man nun problemlos
die Kurve stetig in ein Geradensegment deformieren, siehe das Beispiel auf Seite 151.
b. Jede Seite des Polygons definiert eine eindeutige Ebene durch den Nullpunkt. Die-
se endlich vielen Ebenen fillen den Raum nicht aus, wenn n £ 3. Somit gibt es eine
Nullpunktsgerade, die diese Ebenen nur im Nullpunkt tri (E1ind nicht das Polygon.
c. Sei eine beliebige geschlossene Kurve im R"nfOg mit n £ 3. Dann kénnen wir
zuerst in ein Polygin deformieren, ohne dabei den Nullpunkt zu tre [ed. Dann wéahlen
wir eine Nullpunktsgerade, die dieses Polygon nicht tri (£, _Lind ziehen dieses linear auf
einen Punkt dieser Geraden zusammen. In dieser Punkt nicht Null, so wirdauch bei
dieser Zusammenziehung der Nullpunkt nicht getro [ed. Also ist  nullthomotop.
Dagegen ist R® nf0Og nicht einfach zusammenhangend, weil das Integral der ge-
schlossenen Windungsform um den Nullpunkt herum nicht Null ist. 7/

Das homodomorphe Bild einer einfach zusammenh&ngenden Menge ist wieder einfach
zusammenhangend ist.
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z Losung Sei  : U ¥V ein Homéomorphismus und U einfach zusammenhéangend.
Ist eine geschlossene Kurve in V, so ist die zurtickgeholte Kurve ht eine

geschlossene Kurve in U. Dazu existiert eine Homotopie h von = mit einer Punktkurve.

Dann ist auch * h eine Homotopie von ~ mit einer Nullkurve. Somit ist V
einfach zusammenhangend. 7

Seien U R"und V R™oledund ~:V ¥ U stetig di Lerknzierbar. Einer 1-Form
auf U wird dann eine 1-Form ~ auf V zugeordnet durch

z y h y D”yh:
P, i
a. lIst i 1aidx; soist
X
= aj ~ d7:
i1
Drucken sie dies auch in der Basis dy;:::;dy,, aus.

b. Esgilt = df df ~
c. Ist eine Cl-Kurve in V, so gilt
z z

z Losung a. Esist * dx; h dx; D” h D”i h d”; h .Alsoist

X g~

7 dx; d7;
ko1 Ok

dy

und allgemein aufgrund der Linearitat der Operationen

X X@’. X X 07
a ~ - dyy a ~ '
i1 K 1 Oyk K1t Oyk

b. Mit der vorangehenden Formel ist

X X X 07
> df ~ Ty, dX; fx, 7 dy
i1 K 1i 1 By
= >
udyk df = :
k1o Oyk
c. Esist
Z Zy
= D~ dt
z a
Zy
> D~ dt
3
z dt
Za
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Sei  ein einfach zusammenhangendes Gebiet in R? und u 2 C?
Dann besitzt die 1-Form uxdy uy dx eine Stammfunktion v auf
harmonisch ist und fur die

Vx Uy; Vy Uy

gilt.

z Losung Die 1-Form uxdy uy dx ist geschlossen, denn
d Uxx dx M dy  uyy dy ™ dx Uxx Uyy dx”™dy O

da u harmonisch ist. Auf dem einfach zusammenhé&ngenden Gebiet
auch exakt, es gibt also eine C2-Funktion v mit

dv  vxdx vydy:
Somit ist

Vi Uy; Vy Uy

harmonisch.
, die ebenfalls

ist sie damit

Wir wir im dritten Band sehen werden, sind dies die Cauchy-riemann-Gleichungen fir

eine komplex di Cerknzierbare Funktion f u iv. 7/
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Das Lebesgueintegral

Wir erklaren nun das Lebesgueintegral flur Funktionen
f: R"TIR:

Dabei gehen wir wie beim Cauchyintegral vor, indem wir das Integral zuerst fir
Treppenfunktionen definieren. Dabei gentigt es, Mal3e fur Intervalle zu betrachten.
Eine allgemeine Mal3theorie wird nicht benétigt.

Dieses Integral wird auf solche nichtnegativen Funktionen ausgedehnt, die
sich punktweise von unten durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Dabei
spielt gleichmafige Konvergenz keine Rolle. Lassen wir auch den Wert 1 zu, so
ist das Integral fUr jede solche Funktion erkléart. Erst im dritten Schritt wird das
Integral fur allgemeine Funktionen als Di Lerenz der Integrale ihres Positiv- und
Negativteils erklart. Diese Teilintegrale missen allerdings endlich sein, damit
deren Di Cerknz wohldefiniert und endlich ist.

Das Lebesgueintegral ist von vornherein auf dem ganzen R" erklart. Das
Integral Uber messbare Teilmengen erhalt man hieraus durch Multiplikation mit
deren charakteristischen Funktionen. Es gibt daher kein uneigentliches Lebesgue-
integral, vielmehr ist das >eigentliche Integral< ein Spezialfall des allgemeinen
Lebesgueintegrals.

Die besondere Bedeutung des Lebesgueintegrals fur die Analysis liegt darin,
dass es mit Grenzibergangen unter sehr allgemeinen Bedingungen vertauscht.

20.1
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20.1
Intervallfunktionen

Ein Intervall im R" oder kurz n-Intervall ist das kartesische Produkt

[ R L

aus n reellen Intervallen 11;..:1".1 Diese kénnen o [en, einseitig o [en, abge-
schlossen, beschrankt, unbeschrankt, zu einem Punkt entartet oder leer sein.
Sind sie alle o [en respektive abgeschlossen respektive beschrankt respektive
kompakt, so ist es auch ihr Produkt. Ist dagegen ein reelles Intervall I} entartet
respektive leer, so ist auch das Produkt | entartet respektive leer.

Die Vereinigung zweier n-Intervalle ist im Allgemeinen kein n-Intervall. Fur
Durchschnitte gilt jedoch folgendes Lemma, dessen Beweis als Ubung tiberlassen
wird.

1 Lemma Ist g kg1 eine Folge beliebiger n-Intervalle, so ist auch deren Durch-
schnitt ein n-Intervall.

= Intervallfunktionen

Sei J" die Familie aller beschrankten n-Intervalle. Unbeschrankte Intervalle
bleiben also auf3en vor.

Definition Eine Intervallfunktion ist eine Funktion : J" ¥ R. Diese heilRRt
(i) additiv, wenn far alle I1;1, 2 J"

11\l s~ [1223" D LIz I I ;
(ii) monoton, wenn fur alle 1;;1, 2 J"
PR P | 1 Iz ;

(iii) regular, wenn zu jedem Intervall 1 2 J" und " > 0 ein o [edes Intervall
I I existiert, so dass

j 1 j<™

! Im Folgenden bezeichnet ein Hochindex 1-Intervalle, ein Tiefindex n-Intervalle.

Abb 1

Entartete und
nichtentartete
2-Intervalle

fOg fOg 0;1 fOg 0;1 0;1
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20.1 — Intervallfunktionen

Abb 2

Intervall als Vereinigung
von Intervallen

Man beachte, dass fur die Additivitat nur solche Intervalle betrachtet werden,
deren Vereinigung wieder ein Intervall ist. — Nun einige einfache Bemerkungen.

Lemma Ist eine Intervallfunktion  additiv, so ist : 0.

i Da 3 2J"und 7 3 [z, giltauch 3 sL- : :

Lemma Eine Intervallfunktion ist additiv genau dann, wenn fur je endlich
viele disjunkte Intervalle I1;..;1, g™ gilt:

L X
I K2J" D 1 :
1 km 1 km
Man beachte,dass | 11 [ .. [ Im wieder ein Intervall sein muss.

ftith  Der Beweis ist elementar, aber etwas umstandlich, da man nicht direkt
per Induktion vorgehen kann. Vielmehr zerlegt man zuerst die Intervalle Ix so
in kleinere Intervalle, dass sich lx durch Induktion als Summe ihrer Male
darstellen lasst. Danach erhélt man ebenso das Gesamtmald | durch Induktion

Lemma Eine additive Intervallfunktion ist monoton genau dann, wenn sie
nichtnegativ ist.

ftith  Ist monoton, so gilt fur jedes Intervall 1 2 J" wegen ;3 | auch
: I . Wegen : 0, istalso nichtnegativ.
Sei umgekehrt  nichtnegativ. Sind J | zwei Intervalle in J", so ist die

Dilerenz I J darstellbar als Vereinigung disjunkter Intervalle Ji;..;Jm a9. Mit
I JLJ L. . [Jm, der Additivitat 3 und Nichtnegativitdt von  folgt
| J J1 . Im £ J:

Also ist auch monoton. iiiii

Lemma Eine monotone Intervallfunktion ist regular genau dann, wenn es
zu jedem Intervall 1 2 J" und jedem " > O ein o [enes Intervall | 1
gibt, so dass | | "

09.02.2022 — 15:04 20.3
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Abb 3
Darstellungvon I J J1
J
|
fitth Ist ~ monoton, so gilt far | Il immer | A& | .Esmussalsonur
noch | I " gefordert werden,um j | I j <" zu erhalten. iiiii
= MalRe

Wir spezifizieren nun diejenigen Intervallfunktionen, die sich ftr die Defini-
tion eines Integrals eignen.

Definition Ein Malf ist eine additive, monotone, regulére Intervallfunktion.

Insbesondere ist also ein Ma3  immer nichtnegativ mit : 0. In der
MaRtheorie ist der Begri Cdes Mal3es wesentlich allgemeiner. Die hier gewéahlte
Definition reicht aber fir unsere Bedurfnisse.

2z Beispiele fur Malle a. Bezeichnet j j die euklidische Lange eines eindi-

mensionalen Intervalls, so wird fur I 11 .. 1" 2 J" durch
1 I G
nl n | . jlj
1 n
das VolumenmaR n auf R" erklart. Fir n 1 sprechen wir auch vom Langen-
map, fir n 2 vom Flachenmal.
b. Sei R" eine diskrete Menge, also eine Menge ohne Haufungspunkte.
Eine beliebige Funktion

m: T 0;4

ordnet jedem Punkt p 2 eine Masse m p zu. Mit der Definition
X
ml — mp; 123"
p2I\
dehnen wir m zu einem Mal aus, genannt diskrete Masseverteilung auf . Man
beachte, dass I \ immer endlich ist, auch wenn  unendlich ist.
c. Die konstante Verteilung : ¥ flg ist ein Spezialfall einer diskreten
Masseverteilung. In diesem Fall ist

| card I\

20.4
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also die Anzahl der Punkte in |, die in | liegen. Daher spricht man auch von
einem Zahlmal. ZéhlmaRe auf N oder Z erlauben es, Reihen als Integrale zu
betrachten. Alle Satze Uber das Lebesgueintegral gelten damit entsprechend auch
fur Reihen.

d. Jede monoton steigende Funktion *: R ¥ R definiert auf J* durch

- ab T7.b Z_a; - ab T7:b 7sa;
- ab T7_b 7_a; - ab T7_b 7sa;
das sogenannte Lebesgue-Stieltjes-MalR - zur Verteilungsfunktion 7 g.10. ISt

zum Beispiel s eine Sprungstelle von 7, so ist
- fsg 7+S Z_s =0

die Sprunghdhe von ~ in diesem Punkt.
e. Ein MaR , auf R" und ein MaR ¢ auf RS definieren ein ProduktmalR
rs r s auf R" 5. Denn jedes | 2 J" ® hat eine eindeutige Darstellung

| Ir s 273 127

und

rs | rs Ir s rle sl

ergibt ein wohldefiniertes MaR auf J" . Fur das VolumenmalR gilt beispielsweise
2 1 1, 3 2 1 1 1 1

f. Ist A2J" mit A >0 fest gewahlt, so definiert

— INA
A A
das relative Volumenmald . FUr jedes Intervall | A giltdann A | 1. 7

Im Folgenden bezeichnet  oder kiirzer immer das VolumenmalR, auch
wenn wir dies nicht jedes Mal erwdhnen.

= Nullmengen

Ein Charakteristikum des zu definierenden Integrals ist, dass alles ignoriert
werden kann, was auf Nullmengen stattfindet. Diese Mengen spielen deshalb eine
wichtige Rolle.

Definition Sei ein MafR auf J". Eine Menge N R" heit -Nullmenge, wenn
es zu jedem " > 0 eine Folge von n-Intervallen Iy yz1 gibt, so dass

LC X
N ly; e <™
KEL KAEL
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Abb 4

Uberdeckung einer
-Nullmenge

Bemerkungen a. Eine -Nullmenge N kann also durch abzahlbar viele
Intervalle mit beliebig kleinem Gesamtmal tUberdeckt werden. Dabei ist N eine
vollig beliebige Menge. Sie kann zum Beispiel auch unbeschrankt sein.

b. Wird N bereits durch endlich viele Intervalle derart Uberdeckt, so ist
N ebenfalls eine -Nullmenge. Denn wir kdnnen diese durch leere Intervalle zu
einer abzahlbar unendlichen Folge Ik kg1 erganzen, die wegen : 0 die
gewlnschten Eigenschaften hat.

c. Jede Teilmenge einer -Nullmenge ist ebenfalls eine -Nullmenge.

d. Es héangt immer vom Mal3  ab, ob eine Menge eine Nullmenge ist.

Lemma Die abzahlbare Vereinigung von -Nullmengen ist wieder eine -
Nullmenge.

fitth  Sei Nk kg1 eine Folge von Nullmengen, N deren Vereinigung und
" > 0. Dann existiert zu jedem k £ 1 eine Folge von Intervallen Iy j£1 mit
C x "
Ni lit; gt < ok
1£1 1£1

Die Vereinigung aller dieser Intervalle Iy ist wieder abzahlbar 319, und es gilt
L L
N Nk I
KAEL KiI£1

AulRerdem gilt

X X X X n»
lic:t Iy < ok :
KI£1 KEL 1£1 KEL

Da also zu jedem " > 0 eine solche Uberdeckung existiert, ist N ebenfalls eine

2 a. Jedes Intervall 1 2 " mit | 0 ist eine -Nullmenge.
b. Jede abz&ahlbare Menge ist eine -Nullmenge fur jedes n £1.
c. Insbesondere ist Q eine ;-Nullmenge in R.
d. Jede Hyperebene im R" ist eine n-Nullmenge.
e. Der Graph einer stetigen Funktion R ,I R ist eine »-Nullmenge.
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f. Ist m eine beliebige Masseverteilung auf der diskreten Menge R",
so ist jede Menge N R", die keinen Punkt von  enthalt, eine m-Nullmenge.

g. Ist die monoton steigende Funktion *: R I R konstant auf einem
Intervall 1, so ist der o [ede Kern von | eine --Nullmenge. 7

Im Beweis des Satzes von Tonelli 11 bendtigen wir noch folgende aquiva-
lente Charakterisierung einer -Nullmenge.

Lemma Eine Menge N ist eine -Nullmenge genau dann, wenn es eine Uber-
deckung Ik durch Intervalle gibt, so dass deren -Gesamtmalf endlich ist
und jeder Punkt von N von unendlich vielen Intervallen tUberdeckt wird. —

ith ) Zu jedem k £ 1 existiert eine Uberdeckung Iy 1£1 von N mit
GesamtmaR kleiner als 1=2K. Die gesamte Familie Iy, k1£1 ist dann eine Uber-
deckung von N mit endlichem Gesamtmalf3, wobei jeder Punkt von Intervallen
beliebig kleinen MafRes Uberdeckt wird. Also wird jeder Punkt unendlich oft
Uberdeckt.

( Sei Ig eine solche Uberdeckung. Zu " > 0 existiert dann ein K mit

x
e <™

KAEK

und Ik ek ist immer noch eine Uberdeckung von N. Also ist N eine -Null-

menge. iiiii

s -fast Uberall

Nun vereinbaren wir noch einige Redeweisen.

Eine Funktion f heillt -definiert auf R", wenn es eine -Nullmenge N gibt,
so dass f auf N definiert ist. Ist fx eine Folge -definierter Funktionen, so
gibt es auch eine gemeinsame -Nullmenge N, so dass alle fx auf N¢ definiert
sind 5. Man sagt dann auch, die Folge fi kg1 sei -definiert.

Allgemeiner sagt man, eine Eigenschaft gilt -fast Gberall auf R", wenn es
eine -Nullmenge N gibt, so dass diese Eigenschaft auf N€ gilt. So heiRen zum
Beispiel zwei Funktionen f und g -fast Uberall gleich, geschrieben f g, wenn
es eine -Nullmenge N gibt, so dass f und g auf N¢ definiert sind und dort
Ubereinstimmen. Entsprechend sind f g und f £ g erklart.

Schlie3lich heif3t eine Funktionenfolge fx  -fast Uberall konvergent oder
kurz -konvergent gegen eine Funktion f, wenn es eine -Nullmenge N gibt, so
dass alle fx auf N°¢ definiert sind und dort punktweise gegen f konvergieren.
Dafur schreiben wir auch fix ¥ f. Entsprechend ist eine -monotone Funktionen-
folge definiert.
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Abb 5

Di [erknz zweier |
Intervalle

= Zul&ssige Mengen

Vereinigung und Di Cerknz von Intervallen sind im Allgemeinen keine Inter-
valle. Daher betrachten wir nun die groRere Familie der zuléassigen Mengen, die
ebenfalls sdmtlich beschrankt sind.

Definition Jede Vereinigung von endlich vielen Intervallen in J" heif3t eine
zulassige Menge im R". lhre Familie wird mit Z" bezeichnet.

Satz Die Familie Z" bildet einen Mengenkdrper: Vereinigung, Durchschnitt
und Di Lerknz endlich vieler zuléassiger Mengen sind wieder zulassige
Mengen.

fitth  Seien M I3 L.. Clmund N J; [.. [ Jn zuléssige Mengen. Es ist
klar, dass deren Vereinigung wieder eine zuléassige Menge ist. Ihr Durchschnitt ist
L
M\ N \J :
kil
Jeder Schnitt Ix \ J; ist ein beschranktes n-Intervall 1, und die Vereinigung ist
endlich. Also ist M \ N ebenfalls zulassig.

Ihre Di Lerknz kdnnen wir darstellen als
L AN
M N BL.LCln NI I I Ik J
1 km 11n

Jede Dilerknz Iy |, ist eine zulassige Menge, wie man elementar beweist.
Durchschnitt und Vereinigung ergeben hieraus wieder zuldssige Mengen, wie

Wichtig fur die Definition des Integrals ist die Beobachtung, dass zulassige
Mengen immer als Vereinigung disjunkter Intervalle geschrieben werden kdnnen.
Der Beweis des folgenden Lemmas ist als Ubung tiberlassen.

Lemma Jede zuldssige Menge M J; [ .. [ Jn kann geschrieben werden als
Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle I1;..; 1, mit

W\J 3 D Ik J

far alle k; 1. Jedes Ik ist also ganz oder gar nicht in jedem J; enthalten.
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Abb 6 Darstellung einer zuléssigen Menge

J1 I

J2

20.2
Treppenfunktionen

Wie beim Cauchyintegral definieren wir das Lebesgueintegral zunachst fur
besonders einfache Funktionen. Die Klasse dieser Funktionen hangt nicht vom
MalR  ab.

Definition Eine Treppenfunktion auf dem R" ist eine Funktion der Gestalt
X
S Ck Iy
1 k m
mit endlich vielen Intervallen Iy 2 J" und reellen Zahlen cx 2 R. Der Raum

aller solchen Treppenfunktionen wird mit 7" bezeichnet.

Bemerkung Einige oder alle Koe [ziehten cy durfen hierbei Null sein. Man
muss also nicht solche Konstanzintervalle >aussortieren<, auf denen s verschwin-
det.

Jede Treppenfunktion s nimmt nur endlich viele Werte an und ist damit
beschrankt. Ihr Trager, definiert als die abgeschlossene Menge

supps —fs 0Og fx2R":sx 0g ;

ist ebenfalls beschrankt, somit kompakt, und eine zuléssige Menge.

Jede Treppenfunktion s besitzt unendlich viele solcher Darstellungen. Insbe-
sondere gibt es auch immer Darstellungen mit disjunkten Intervallen lx g. Diese
nennen wir ein mit s vertragliches System, und die einzelnen Intervalle heiRen
Konstanzintervalle von s. Ein gemeinsames vertragliches System gibt es auch fur
jede endliche Zahl von Treppenfunktionen:

Lemma Zu je endlich vielen Treppenfunktionen gibt es immer ein gemeinsa-
mes vertragliches System von Konstanzintervallen.
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fitth  Seien s1;..;sn Treppenfunktionen und ly.1;..; Ik, die Konstanzinter-
valle von si. Die Vereinigung dieser endlich vielen Intervalle ist eine zul&ssige
Menge. Es gibt daher g paarweise disjunkte Intervalle Ji;..;J; so, dass

C L L
Ji l1;
1ir 1 knl | Ik

wobei jedes J; ganz oder gar nicht in jedem dieser Iy enthalten ist. Somit ist
jedes J; Konstanzintervall jeder Treppenfunktion sk. Also bildet Ji;..;J; ein

mit allen s3;..; s, vertragliches System. iiiii
Lemma Sind s und t Treppenfunktionen, so sind es auch s fir 2 R sowie
s t; st; maxs;t; mins;t; jsj:
Somit bildet T" eine reelle Algebra.

fitth  Betrachte zum Beispiel max s;t . Wahlen wir zu s und t ein gemeinsa-
mes vertragliches System von Konstanzintervallen 14;..; 1y o, SO ist

X X
s ak 1 t b 1,
1 k m 1 k m
Dann gilt
X
max s;t max ag; bk 1,
1 km

= Integral

Das Lebesgueintegral einer Treppenfunktion wird wie beim Cauchyintegral
definiert. Der einzige Unterschied ist, dass wir Intervalle mit einem allgemeineren
Maf als nur dem Volumenmafl messen.

Definition Sei
X
S Ck 1x
1 km
eine Treppenfunktion mit disjunkten Intervallen Ix 2 J". Dann ist das Lebes-
gueintegral von s bezuglich eines MaRes  oder kurz das -Integral von s

definiert als die reelle Zahl
X
Il s ™ ck Ik :
1 km
Das Integral von Treppenfunktionen ist immer endlich, da alle Intervalle

beschrankt sind und die Summe endlich ist.
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Diese Definition ist natirlich erst gerechtfertigt, wenn wir zeigen, dass der
Wert des Integrals nicht von der Darstellung von s abhangt. Der Beweis beruht
darauf, dass es zu je zwei verschiedenen vertraglichen Systemen von Konstanzin-
tervallen einer Treppenfunktion immer ein weiteres solches System gibt, dessen
Intervalle ganz oder gar nicht in den vorliegenden Intervallen enthalten sind g .
Der Rest ist dann Routine.

2 a. Fir das Langenmall st dies das Cauchyintegral 101 .
b. Fur eine Masseverteilung m auf einer diskreten Menge  ist
x
Im s Spmp;
p2
wobei wegen der Kompaktheit des Tragers von s die Summe sich nur Uber die
endlich vielen Punkte in  \.supp s erstreckt. Die Summe ist also endlich, auch
wenn  keine endliche Menge ist.
c. Bezuglich des ZdhlmaRes  auf N ist jede Funktion a: R ¥ R mit

beschréanktem Trager eine Treppenfunktion, und

X
I a an: /

nkEl

Satz Das -Integral auf J" ist linear, monoton, und erfullt die Dreiecksun-
gleichung. Fur Treppenfunktionen s;t und reelle Zahlen  gilt also

(i) Linearitat: | s t I s 1 t,
(ii) Monotonie: s t > I s I t,
(iii) Dreiecksungleichung: jl sj | jsj .

fitth  Die letzten beiden Eigenschaften folgen aus der Positivitat des MaR3es.
So ist zum Beispiel mit einem vertréaglichen Intervallsystem

- - X X - - - -
I sj Ck Ik jad Ik I Jsj:
1 km 1 km

Alles andere ist Routine. iiiii

= Ausdehnung des M