Analysis im R"

Wir betrachten nun Abbildungen R"™ & R™ mit m [2Z] die man auch als
vektorwertige Funktionen bezeichnet. Zunachst formulieren wir den lokalen
Umkehrsatz fur Abbildungen des R" in sich selbst. Wir beweisen ihn - recht
ausfuhrlich — zuerst innerhalb der Kategorie der lipschitzstetigen Abbildungen.
Hohere Regularitat betrachten wir erst danach und bereitet keine neuen Probleme.

Eine unmittelbare Folge des Umkehrsatzes ist der fundamentale Satz uber
implizite Funktionen. Er bildet die Grundlage fir die Definition gleichungsdefi-
nierter Mannigfaltigkeiten, und daran anknupfend die Diskussion von Extrema
mit Nebenbedingungen und der Methode der Lagrangemultiplikatoren.

18.1
Umkehrabbildungen
Wir betrachten vektorwertige Abbildungen
¢: RTOR™, x [k dX).

Zuerst wollen wir die Frage studieren, unter welchen Bedingungen eine solche
Abbildung umkehrbar, also die Gleichung u = ¢ (x) nach x eindeutig aufldsbar
ist. Mit anderen Worten: Wann kénnen wir das System von m Gleichungen in n
Variablen,

u; = ¢i1(X1, .., Xn),

Uz = ¢2(X1, .., Xn),

Um = &m (X1, .., Xn),

eindeutig nach xi, .., X, auflésen?
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18 — Analysis im R"

Abb 1

Lokal, aber nicht global
injektive Abbildung

Den eindimensionalen Fall kennen wir bereits75. Ist | ein Intervall und
f: | - R stetig, so ist f umkehrbar dann und nur dann, wenn f streng monoton
ist. In diesem Fall ist J = f(1) ein Intervall, die Umkehrfunktion =1 auf f(1)
wohldefiniert und ebenfalls stetig und streng monoton 713.

In héheren Dimensionen steht uns das Monotoniekriterium jedoch nicht
zur Verfligung, und die Sache ist komplizierter. So kann man zum Beispiel die
Abbildung ¢ in Abbildung 1 so definieren, dass sie lokal injektiv ist. Das heif3t,
jeder Punkt besitzt eine kleine Umgebung, die bijektiv abgebildet wird. Sie ist
aber nicht global injektiv, denn die beiden hervorgehobenen Punkte links werden
auf denselben Punkt rechts abgebildet. Also ist ¢ insgesamt nicht umkehrbar.

In einem ersten Schritt vereinfachen wir daher die Aufgabe, indem wir
sie lokalisieren — was ohnehin bei vielen analytischen Problemen eine sinnvolle
Herangehensweise ist. Wir fixieren also einen Punkt Xo und dessen Bild

Uo = ¢ (xo)

und fragen, ob es o [ede Umgebungen U von Xp und V von ug gibt, in denen
die Gleichung u = ¢ (x) eindeutig nach x auflésbar ist.

Beschranken wir uns auf kleine Umgebungen, so kénnen wir in einem zwei-
ten Schritt das Problem linearisieren, indem wir die typischerweise nichtlineare
Abbildung ¢ lokal durch ihre Linearisierung im Punkt Xo approximieren. Dies
ist ohnehin ein wichtiger Spezialfall des allgemeinen Problems und fuhrt zu der
Gleichung

U = Ug + D (Xo) (X — Xo).

Die lineare Algebra lehrt nun, dass diese Gleichung uneingeschréankt — also ohne
weitere Annahmen fur alle u - 16sbar ist genau dann, wenn D¢ (Xo) invertierbar
ist, also

det D (xo) # 0

gilt. Insbesondere missen u und x von derselben Dimension sein.

Fur die lokale Umkehrbarkeit einer di Cerenzierbaren Abbildung ¢ um einen
Punkt Xg ist es somit sicher sinnvoll zu verlangen, dass D¢ (Xp) regulér ist. Das
fundamentale Ergebnis ist, dass diese Eigenschaft auch hinreichend ist.
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18.1 — Umkehrabbildungen

Abb 2 Py
Abbildung und U Vv
Umkehrabbildung ° Xo °
Uo
]

Umkehrsatz Essei ¢: R" 0 R" stetig di [erknzierbar und

det D (xo) # O.

Dann existieren Umgebungen U von Xxp und V von ug = ¢$p(Xp) sowie
eine stetig di Lerknzierbare Abbildung y: V - U, so dass

Peodp=idy, dew=idy. [ I

Im Detail bedeutet dies, dass ¢ die o [ede Menge U bijektiv auf die o [ene
Menge V abbildet und deren lokale Umkehrabbildung g = (¢ |U)™! ebenfalls
stetig di Cerknzierbar ist.

= Etwas Terminologie

Der Satz Uber die Existenz lokaler Umkehrabbildungen gehdrt zu den wich-

tigsten Hilfsmitteln der Analysis. Wir wollen seine wesentlichen Aspekte deshalb
auch begri Cichlherausstellen.

Definition Eine C1-Abbildung ¢ : R" @ R" heilt reguléar im Punkt xg, und der
Punkt selbst regularer Punkt der Abbildung ¢, wenn

det D (xo) # O.

Die Abbildung ¢ heil3t regulér, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbe-
reichs regular ist. [1

Ein nicht-reguléarer Punkt heil3t singuléarer Punkt, dort ist detD¢ (Xp) = 0.

Definition Sei Q [RI' o[end und nicht leer. Eine stetig di Cerknzierbare Abbil-
dung ¢: Q - R" heifst Di Ledmorphismus, wenn gilt:
(i) Q™= ¢(Q) ist olen,
(i) d: Q - QUlist bijektiv,
(iiiy d71: QY- Q ist ebenfalls stetig di [erknzierbar.
Genauer heiRt dann ¢ ein Di [edmorphismus von Q auf QY [
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18 — Analysis im R"

Analog sind zum Beispiel Homdomorphismus und Lipeomorphismus defi-
niert, hierfur ist nur stetig di Cerknzierbar durch stetig respektive lipschitzstetig
zu ersetzen.

II"a. Eine a CnelAbbildung
A:R"R", X-u=Ax+b

ist ein Di Cedmorphismus des R" genau dann, wenn detA # 0.

b. Ist | ein oenes Intervall und f: | - R regular, so verschwindet die
Ableitung fPnirgends. Also ist geméaR dem Satz tiber Umkehrfunktionen g5 f
ein Di Cedmorphismus von | auf 15= £(1).

c. Sind ¢: Q ~ QYund w: QY. QMDi Leamorphismen, so sind

ol oM, wedp: Q- QM

ebenfalls Di Cedmorphismen.
d. Eine reguldre Kurve y: | ~ R? kann kein Di [edmorphismus sein. 11l

Notiz  Ein Di Cedmorphismus ¢ ist in jedem Punkt seines Definitionsbereichs
regular. [

i Da ¢ und ¢! beide di [Erénzierbar sind, kénnen wir auf die Identitat
¢ 1-¢ =id die Kettenregel 147 anwenden und erhalten

(Do t-p)Dd=1d
auf ganz Q. Dies geht aber nur, wenn D¢ in jedem Punkt regulér ist. [

Wie bereits am Beispiel von Abbildung 1 bemerkt, gilt die Umkehrung die-
ser Feststellung im Globalen im Allgemeinen nicht. Aus der Regularitét, einer
lokalen Eigenschaft, kann man nicht auf die globale Eigenschaft der Umkehr-
barkeit schlieR3lich. Dies ist nur lokal moéglich, und das ist die Quintessenz des
Umkehrsatzes.

Kurzfassung des Umkehrsatzes Lokal um einen reguléren Punkt ist eine
stetig di Cerenzierbare Abbildung di Cedmorph. [ 1

Das bedeutet, dass die Einschrankung auf eine hinreichend kleine Umgebung
dieses Punktes einen Di Cedmorphismus dieser Umgebung auf sein Bild ergibt.
Wichtige Beispiele sind Polar- und Kugelkoordinaten, die wir am Ende dieses
Abschnitts betrachten.
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18.1 — Umkehrabbildungen

= Rickfuhrung auf einen Spezialfall

Der Beweis des Umkehrsatzes wird Ubersichtlicher, wenn wir folgenden
Spezialfall betrachten. Auf ihn fihren wir den allgemeinen Fall zurtck.

Spezialfall Essei ¢: R" O R" stetig di Lerknzierbar und
$(0)=0, Do(0)=1Id.
Dann ist ¢ lokal um O di Cedmorph. [

[ Beweis des Umkehrsatz mithilfe des Spezialfalls Sei ¢p: R" & R" eine
C1-Abbildung mit reguléarer Ableitung A = D (Xo). Verschieben wir den Null-
punkt nach xo mittels der Translation T: x [X# Xp und wenden nach ¢ die
a [nedrransformation A: u CATY(u — ug) mit ug = ¢p(Xo) an, so erhalten wir
die normalisierte Abbildung

P=Aed-T: P(X)=A"H(D(X+X0) — Uo).
Diese erfullt die Voraussetzungen des Spezialfalls, denn @ ist stetig di Cerknzier-
bar, $(0) =0, und
DFH(0) = A 1D (%) = Id.
Also besitzt & eine stetig di [erenzierbare lokale Inverse (. Es gilt also
P =PoAodoT =idy,,
cf=Aodpeoto =idy,,

S |

mit gewissen Umgebungen Ugp und Vg von 0. Verknupfen wir die erste Gleichung
von links mit T und von rechts mit T~ und verfahren analog in der zweiten
Gleichung mit A, so erhalten wir

(TePeNedp=idy, U=1(o)
bo(toPoN)=idy, V=A(Vo).

Somit ist ¢ ein Di Ledmorphismus von U auf V mit der stetig di [erknzierbaren
Umkehrabbildung ¢ = Tto e A. [

= Der Umkehrsatz fur lipschitzstetige Abbildungen

Andererseits kdnnen wir den Spezialfall 4 etwas allgemeiner fassen. Es stellt
sich heraus, dass der Umkehrsatz bereits innerhalb der Kategorie der lipschitz-
stetigen Abbildungen gilt, ohne dass der Beweis dadurch komplizierter wirde.
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18 — Analysis im R"

Sei Q [CRI' beliebig, aber nicht leer, und |-| eine beliebige Norm auf R".
Fur eine lipschitzstetige Abbildung f: Q - R" ist dann

[f(u) —fWI
[flo ?\%gﬂ lu—v|

die bestmdgliche Lipschitzkonstante von f auf Q bezuglich |-|. Fur eine stetig
di Cerknzierbare Abbildung f auf einer konvexen Menge Q gilt hierfir folgendes
Lemma Ist f: Q - R" stetig di Lerenzierbar und Q konvex, so gilt
[flo = [DIf L],
wobei [1—die von |-| induzierte Operatornorm bezeichnet. [ 1

I Mit u,v [CQ ist auch [u,v] [CQ aufgrund der Konvexitat von Q.
Aufgrund des Schrankensatzes 1416 gilt dann

|f(u) — (V)] q.gx] [DOif (z) Ow — v| CIDIf Cglju — v .

Also gilt [f]q [CIIDIf (g1 — Umgekehrt gilt fur z und h#0
|IDf(z)h]| = Iirg %(f(z +th) —f(z))%
to

1
CIin — [f]q |th] = [f1q [N].
li = [F1q [th] = [flg Ihl

Da dies fur alle h = 0 gilt, folgt hieraus [DIf (z) CI[f], . Und da dies fur jedes
z gilt, folgt auch [Dif [g] C[H]o . I

Fur eine Abbildung ¢ wie im Spezialfall 4 gilt aufgrund der Stetigkeit der
ersten Ableitung

[d) - id]Br(O) = Equ) —Id @'(o) - 0, r - 0.
Fur hinreichend kleines r ist also [¢p —id]g, o) < 1. Dannist ¢ bereits injektiv:

Proposition A Ist ¢: Q - R" lipschitzstetig und [¢p —id]g <1, so ist ¢ auf
Q injektiv. [

I Angenommen, es ist @(x) = ¢p(y) fur x,y QL Dann ist
X=y[=1(P) —x) = (p(y) —y)| LIP —id]g [x—y].
Wegen [ —id]o < 1 folgt hieraus |[x —y| =0, also x =y .

Das Problem besteht somit nicht im Nachweis der Injektivitat von ¢, son-
dern im Nachweis der Stetigkeit der Umkehrabbildung ¢! auf einer o [eden
Menge. Dies zeigen wir im Folgenden, indem wir die Umkehrabbildung innerhalb
der Klasse lipschitzstetiger Abbildungen konstruieren.
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18.1 — Umkehrabbildungen

Proposition B Sei ¢: By (0) - R" lipschitzstetig mit
¢ =0,  [b—idls, ) C1A4,
Dann existiert eine lipschitzstetige Abbildung W : B;/2(0) - B,(0) mit
w(0) =0, [W —id]g, 0 142,

so dass ¢ o =idg, ). [ 1

= Formulierung als Fixpunktproblem

Fur den Beweis formulieren wir die Aussage als Fixpunktproblem. Dazu
schreiben wir ¢ = id + § und die gesuchte Umkehrabbildung als ) = id + .
Zu lésen ist dann die Gleichung

id=dop=(>d+P)-(d+P)=id+P+P-(d+D),
was aquivalent ist zu
P == (id+P).

Zu gegebenem & suchen wir also ein (i, das in einer hinreichend kleinen Umge-
bung von 0 definiert ist und diese Gleichung erfullt.
Die Abbildung ( erscheint hier als Fixpunkt des Operators

T: u[CTh=--(d+u),
also als L6sung der Fixpunktgleichung
Tu=u.

Wir haben das Invertierungsproblem >Gesucht ist die Inverse der Abbildung ¢«
somit in das Fixpunktproblem >Gesucht ist ein Fixpunkt des Operators T < um-
formuliert. Dies ist ein oft angewandter Kunstgri [_da fir Fixpunktprobleme
vielfaltige und weitreichende Satze zur Verfligung stehen. Einer der vielseitig-
sten ist der Banachsche Fixpunktsatz, den wir bereits beim Beweis des Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes fiir gewdhnliche Di Lerknzialgleichungen kennengelernt
haben. Wir wiederholen ihn hier der Vollstandigkeit halber.

Banachscher Fixpunktsatz Sei E ein Banachraum mit Norm [L $ei X eine
abgeschlossene Teilmenge von E, und T: X - X eine Kontraktion. Das
heildt, es existiert eine Konstante 6 [(Q, 1), so dass

[Tu —TvOeloo- v £ u,v i

Dann besitzt T in X genau einen Fixpunkt &. [
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18 — Analysis im R"

Die Herausforderung bei der Anwendung des Banachschen Fixpunktsat-
zes besteht darin, im jeweiligen Fall einen geeigneten Banachraum E und eine
geeignete Teilmenge X zu finden. Der folgende Beweis gibt daftir ein Beispiel.

[ Beweis von Proposition B Schreibe also ¢ = id + @ und @ = id + .
Die Gleichung ¢ - = id ist dann aquivalent zu

§=-Pe(id+ D).
Diese Gleichung I6sen wir mit dem Banachschen Fixpunktsatz im Banachraum
E=C(K,R"), K =B/2(0),
versehen mit der Supremumsnorm [-T_Als Teilmenge betrachten wir
1 1
X = u [EL u(0) =0, [u]lx 142 .
Es ist leicht zu sehen, dass X in E abgeschlossen ist. Auf X definieren wir
Tu=—-—@ - (id +u).

Nun sind eine Reihe von Aussagen zu verifizieren.
T ist wohldefiniert, also Tu auf K definiert: Fir u [CXlund x [CKlist

UG = [u(x) —u(0)] ]k Ix],
also
[x+u()| CA+[ul) IxI <2Ix] <.
Also gilt id +u: K - B¢ (0), und @ = (id + u) ist auf K definiert.
T bildet X in X ab: Tu ist sicher wieder stetig und
Tu(0) = =u(0)) = —H(0) =0.
Mit [®] CIH]g, oy [L44 haben wir fir beliebige x,y [Kldie Abschatzung
[TuG) =Tu)| = 1P +u()) — Sy +u))l
CIPT (X +uC)) — (y +u))I
CIP] [id +ulk IX— V|
CIP] (1 + [ulk) Ix—yl.

Daraus folgt

(I 1
[Tulc CIBICA+[ul) T3 1+ 31

Somitist Tu Xl
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18.1 — Umkehrabbildungen

Abb 3 .
. B (0) h
Zum Beweis von
Proposition C
Br/Z(O)
° H o
0 : : 0
U = y(Br/2(0))
U]

T ist eine Kontraktion auf X bezuglich der Supremumsnorm: Es ist

[TuG) =TV = [PX+Uux)) — P(x+ V()|
CIP]I(x+ul)) — (x+Vv())l
= [P1ux) — vl
CIP] v Ll

Da dies fur alle x CKlgilt, folgt
[Tu —Tv LJC[P] U v Ol

Wegen [$] [114 istalso T eine Kontraktion auf X.

Abschluss des Beweises: Der Banachsche Fixpunktsatz ist somit anwendbar,
und T besitzt einen eindeutigen Fixpunkt {J [XI. Die Fixpunktgleichung ist aber
aquivalent mit ¢ - P = id. Damit ist Proposition B gezeigt. [T

Proposition C  Sei ¢: Br(0) - R" lipschitzstetig wie in Proposition B und
V = By/2(0). Dann ist ¢ ein Lipeomorphismus der Nullpunktsumgebung
U = (V) auf V mit Umkehrabbildung ¢~ 1=yw. [

i Nach Proposition A ist ¢ injektiv, und nach Proposition B gibt es eine
lipschitzstetige Abbildung W: V - B(0) mit ¢ - = idy . Setzen wir also
U [giv) CBI(0),

soist @: U - V injektiv und surjektiv, also bijektiv, mit lipschitzstetiger Um-
kehrabbildung ¢ = ¢~1: V - U. AuBerdem ist U o[ed, denn U = ¢p~1(V) ist
das Urbild einer o [Leden Menge unter der stetigen Abbildung ¢ .
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= Regularitat

Nun zeigen wir, dass  auch di Cerknzierbar ist, wenn ¢ es ist. Dies ge-
schieht wie im Beweis der Umkehrregel in einer Dimension g 15, nur tritt an die
Stelle der Ableitung ¢ Mdie totale Ableitung D¢.

Proposition D Ist die Abbildung ¢ in Proposition C stetig di Cerknzierbar, so
ist ¢ ein Diedmorphismus von U auf V. [ 1

[ Wir hatten gezeigt 5, dass

DI L5 ko) = [Pls, 0y 144

Somit ist D =1 + D@ in jedem Punkt invertierbar g 19 . Aufgrund des Lemmas
von Hadamard 1415 gilt nun lokal um jeden Punkt xo Ul

S () = p(x0) + AX)(X —Xo0)
mit
(|
A(X) = . D} ((1 —t)xp + tx) dt.
Es ist also
N (X0) = D (Xo).

Da A(Xp) invertierbar ist, ist es aus Stetigkeitsgrinden auch A(x) fur alle x in
einer hinreichend kleinen Umgebung von Xg. Dort gilt dann auch

X = X0 + AT (D (X) — D (X0)).
Mit x = @ (u) und xo = P(up) ist dies gleichbedeutend mit
W(u) = W(uo) + A™H(W(W))(u — uo)

= P(up) + A1 (W (uo))(u — uo)
D—l 1 ]
+ AT (W) — AT (W(Uo)) (u—uo).

Aufgrund der Stetigkeit von @ und A verschwindet der Ausdruck in eckigen
Klammern fir u - ug. Wir erhalten somit

W(u) = W(uo) + A™H(W(Uo)) (U — Ug) + o(u — Uo).

Also 145 ist Y in ug diCerenzierbar mit Ableitung

DW(uo) = (D)~ (W(uo)).

Dies zeigt auch, dass Dy ebenfalls stetig ist. Damit ist alles gezeigt. [
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18.1 — Umkehrabbildungen

Der Kern des Beweises des Umkehrsatzes betraf lipschitzstetige Abbildun-
gen. Die stetige Di Lerknzierbarkeit der Umkehrabbildung war dann wesentlich
einfacher zu zeigen. Hohere Ableitungen bereiten keine weiteren Mihen:

Zusatz zum Umkehrsatz  Gelten die Voraussetzungen des Umkehrsatzes ;
und ist ¢ von der Klasse C" mit 1 [rl1led, so ist auch die lokale Umkehr-
abbildung W von der Klasse C". [ 1

il Die Behauptung gilt fur r = 1 aufgrund des Umkehrsatzes, und es ist

Dy = (D) teou.

Gilt nun die Behauptung fiir ein r [CTlund ist ¢ von der Klasse C"*1, so sind
auf der rechten Seite dieser Formel (D¢)™! und g von der Klasse C". Also gilt
dasselbe auch fir Dy, und damit ist | selbst von der Klasse C"*1,

Wir merken noch an, dass die Lipschitzstetigkeit fur die Existenz einer
stetigen Umkehrabbildung tatséachlich nicht notwendig ist. Wissen wir bereits,
dass die Abbildung injektiv ist, so ist sie auch o [en. Der folgende Satz ist auch
als Satz von der Invarianz der Dimension bekannt.

Brouwerscher Umkehrsatz Ist ¢: Q - R" eine stetige und injektive Ab-
bildung einer o [eden Menge Q im R", so ist QY= ¢$(Q) oled und die
Umkehrabbildung ¢~1: Q- Q ebenfalls stetig. 1

Ein relativ einfacher Beweis basiert auf der Theorie des Abbildungsgrads,
doch geht dies Uber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus.

= Koordinatentransformationen
Einen Di Ledmorphismus
$: Q- QF x OFE ¢X),

kann man au [asken als eine Koordinatentransformation, die auf der Zielmen-
ge Q™mit Koordinaten u neue Koordinaten x aus der Menge Q einfiihrt. Ko-
ordinatentransformationen sind ein wichtiges Hilfsmittel, um mathematische
Probleme zu I6sen, und viele mathematische und physikalische Probleme haben
ihre eigenen speziellen Koordinatensysteme. Die wichtigsten sind die Polar- und
Kugelkoordinaten.

18.11
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Abb 4 Polarkoordinaten

¢ p+2m

Polarkoordinaten  In der euklidischen Ebene lasst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und den Winkel ¢ seines Ortsvektors mit der
positiven x-Achse beschreiben. Umgekehrt wird durch

NN I N N | N I 1
o X _ rcoso
X y  rsing

jedem Koordinatenpaar (r,¢) der entsprechende Punkt (x,y) in der Ebene
zugeordnet. Fur die so definierte Abbildung

X: [0,0) xR~ R? (r,) [(Ay)
ist
cosd -rsind

, detDx =r.
sind rcoso X

Somit ist X regular in allen Punkten mit r > 0 und definiert dort einen lokalen
Di [edmorphismus.
Fur r = 0 dagegen ist X nicht einmal injektiv, denn

X0, ¢)=(.,0), ¢ R

Aber auch fur r > 0 ist x nicht injektiv, denn aufgrund der Periodizitat der
Kreisfunktionen gilt ja

X(r,® +21mn) = x(r, $), n

Daher ist X ein Koordinatensystem nur nach Einschrankung auf geeignete Teilge-
biete, wie zum Beispiel (0, o) x (0, 211) oder allgemeiner

(0, ) % (a, o + 211), a [R1

Fur die Umkehrabbildung ist dann jeweils der geeignete Zweig der Arcusfunk-
tionen zu wahlen. In vielen Fallen ist eine Rucktransformation jedoch nicht
erforderlich, und die Mehrdeutigkeit der Polarkoordinaten kein Problem.
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Abb 5

Kugelkoordinaten

z=rcoso

" Beispiel  Gesucht sind rotationssymmetrische harmonische Funktionen u
in der Ebene. Es soll also

Au =uxx +Uyy =0
gelten, und in Polarkoordinaten soll
v(r,®) Cufr cosd,rsind)
nicht von ¢ abhéngen, also v¢ = 0 gelten. — Eine kleine Rechnung ergibt 4.154
Uxx + Uyy = Vpr + %vr + rizv¢¢.
Somit suchen wir eine Losung der Gleichung
Vyr + %vr =0.

Deren allgemeine Losung ist v = a + blogr. Diese Funktion ist allerdings im
Nullpunkt stetig und di Cerénzierbar dann und nur dann, wenn b = 0. Somit sind
die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R? harmonischen Funktionen
die konstanten Funktionen. 11

18.13
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Kugelkoordinaten  Im euklidischen Raum lasst sich jeder Punkt durch
seinen Abstand r zum Nullpunkt und zwei Winkel 8 und ¢ beschreiben, dem
Azimutwinkel 6 seines Ortsvektors zur z-Achse und dem Polarwinkel ¢ seiner

Projektion auf die xy-Ebene. Umgekehrt Wird durch
I Y N I | I [ |

- Bl =
rcos@

jedem Koordinatentripel (r,8, ) der entsprechende Punkt (x,y,z) im Raum
zugeordnet. FUr die so definierte Abbildung

X: [0,0)xR? - R (r,0,¢) LXKy, 2)

ist
1 1
s¢dsin® rcosdpcosO —rsingdsind
Dx = $sinB rsindcos® rcosdsind
cosO —rsin@ 0
und

detDx =r2sin®.
Diese Jacobideterminante verschwindet somit genau auf der z-Achse.

i Suchen wir im R® nach rotationssymmetrischen harmonischen Funktionen,
so fuhrt der Ansatz u(X,y,z) = v(r) zu der Di Cerknzialgleichung

2
Vrr + FVr =

Die allgemeine Lésung ist in diesem Fall v, = —b/r? und damit v = a + b/r.
Auch in diesem Fall sind die einzigen rotationssymmetrischen und auf ganz R®3
harmonischen Funktionen die konstanten Funktionen. 11

18.2
Implizite Funktionen

Der Umkehrsatz ; sagt aus, dass eine stetig di Lerknzierbare Abbildung
f: RTER", w=fX)

lokal um f(Xp) = wp eine stetig di Cerenzierbare Umkehrabbildung genau dann
besitzt, wenn det Df (xp) # 0. In diesem Fall werden die n Koordinaten von x
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durch die n Gleichungen
wi = (X1, .., Xn), i=1,.,n,

lokal eindeutig und in stetig di Lerenzierbarer Weise als Funktionen von w in
der Nahe von wg bestimmt. Daher sagt man auch >n Gleichungen bestimmen im
Allgemeinen eindeutig n Unbekanntex.

Nun betrachten wir in gleicher Weise eine Abbildung

f: RTER™M, w=Ff(X)

mit m # n. Ist n < m, so handelt es sich um ein Uberbestimmtes System, das
nicht fur alle w in der Ndhe von wg gel6st werden kann, wenn Uberhaupt. Dies
ist bereits bei linearen Gleichungen o Cedsichtlich. Diesen Fall werden wir daher
nicht weiter betrachten.

Bleibt der Fall n = m. Da die Anzahl der Gleichungen kleiner ist als die
Anzahl der Koordinaten, spricht man von einem unterbestimmten System. Um
die Notation zu vereinfachen, schreiben wir die Dimension des Urbildraumes als
n+m mit m CTdund n [I]und betrachten eine Abbildung

f: R"MOR™, w=f().

Die Vermutung liegt nahe, dass hier durch m Gleichungen auch nur m Koor-
dinaten von x bestimmt werden, wahrend n Koordinaten frei gewéahlt werden
kénnen. Somit sind keine eindeutigen Losungen zu erwarten, sondern Familien
von Lésungen, die von n Parametern abhéangen.

Wir betrachten wieder die Linearisierung des Problems lokal um wg = f(Xp).
Statt w = f(x) betrachten wir also

W = wo + Df (X0) (X — Xo), @
wobei die Jocobische

1

Df(x0) = = (Xo)
X 1 (KT (TR m

durch eine m x (n + m)-Matrix dargestellt wird. Diese ist naturlich nicht inver-
tierbar. Hat sie aber maximalen Rang m, so gibt es eine Umordnung der Spalten
von Df(xp) derart, dass die hintere m x m-Untermatrix
& =
A= ——(Xo)

0X 1 [KTmJn+1 (ITR#m

maximalen Rang m hat und somit invertierbar ist. Nummerieren wir die Koordi-
naten entsprechend dieser Umordnung um und schreiben

X = (X1, .., Xn, Xn+1, .-, Xn+m) = (U1, ..,Un, V1, ..,Vm) = (U,Vv),

18.15
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so geht Gleichung (1) Gber in
W =wp + B(u—up) + A(V — Vo), (2)

wobei die Matrix B aus den ersten n Spalten von Df (Xg) besteht. Da A reguléar
sein soll, kénnen wir diese Gleichung nach v auflésen und erhalten

vV =vg+A (W —wo) —AIB(U — up).

Fur jedes feste w ist die Losungsmenge von (2) somit ein n-dimensionaler a [ned
Unterraum, wo die n Koordinaten u eindeutig die Ubrigen m Koordinaten v
bestimmen.

Soweit das linearisierte Problem. Der Satz Uiber implizite Funktionen sagt
nun aus, dass lokal dasselbe auch fiir das nichtlineare Problem gilt.

Um die Formulierung dieses Satzes zu vereinfachen, gehen wir davon aus,
dass wir die Koordinaten bereits so nummeriert haben, dass die hintere qua-
dratische Untermatrix von Df(Xp) maximalen Rang hat, und bezeichnen diese
Koordinaten wie zuvor mit (u,Vv). Dementsprechend sei

ot St

, fy )
OUl 1 kT (TR V| 1 ricm

fu

Mit den obigen Bezeichnungen ist also Df = (f, |fy) = (B|A).
Satz Uber implizite Funktionen (Ifs) Sei
f: R"<xRT"E@R™, w=fF(u,v)
stetig di Cerknzierbar und wg = f(up, vo). Ist
det f, (up, vp) # 0,

so existieren eine Umgebung U %V von (ug, Vo) sowie eine stetig di Lerkn-
zierbare Abbildung

¢:U-V, ulE ¢,

so dass

=

1 1 1
(u,v) CTIxV : f(u,v) =wp (u, ) : u T =T (P). 1

Innerhalb des >Fensters< U <V um (ug, Vo) sind die einzigen Lésungen der
Gleichung f(u,v) = wg also genau diejenigen, die auf dem Graphen I (¢) von ¢
liegen. Andere Lésungen gibt es in U x V nicht. Insbesondere ist ¢ (up) =Vvp. In
diesem Sinne wird die implizite Gleichung f(u,v) = wq lokal eindeutig nach v
aufgeldst durch die stetig di Cerenzierbare Funktion v = ¢ (u).

Diese Funktion ¢ l&sst sich allerdings nur in den wenigsten Fallen explizit
angeben. Es handelt sich eben um eine nur implizit durch f definierte Funktion.
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Abb 6 Satz Uber implizite Funktionen

r($)

Vo

U xV

Wir wissen aber immerhin, dass f(u, ¢ (u)) konstant ist, wodurch wir praktisch
ebenso viel Uber ¢ erfahren kénnen wie durch eine explizite Formel.

mmm Beweis des Satzes Wir erhalten diesen Satz aus dem Umkehrsatz 1,
indem wir die Abbildung f geeignet erweitern. Wir definieren dazu in einer
Umgebung von (ug, Vo) die Abbildung

F: R"<R™ _ R"xR™, F(u,v) = (u,f(u,v)).
Diese ist ebenfalls stetig di Lerenzierbar, und es ist
F (Uo, Vo) = (uo, f(Uo, Vo)) = (Uo, Wo).
Die Jacobimatrix von F ist
I:II 0 1

DF = ,
o fy

denn die erste Komponente von F ist die Identitdt in u. Aufgrund der Rechenre-
geln fur Determinanten ist daher

det DF (ug, Vo) = detf, (upg, vo) 0.

Also ist der Umkehrsatz ; anwendbar und F ein lokaler Di Ledmorphismus.

Es gibt also eine o [ede Umgebung U %V von (ug, Vo), die von F di[ed-
morph auf eine Umgebung Q von (ug, wp) abgebildet wird. Da F in der ersten
Komponente die Identitat ist, hat die Menge Q die in Abbildung 7 skizzierte
vertikal gescherte Gestalt, und die Umkehrabbildung ist von der Form

®: Q- UxV, @©@&n)=(& PE ).

Aus Stetigkeitsgrunden kdnnen wir U auch noch so klein wéahlen, dass der
horizontale Schnitt

18.17
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Abb 7 Erweiterte Abbildung F und ihre Umkehrabbildung @

v n
F
M
N
Vo Wo
0]
UxV Q
Uo u Uo g
N [CUIx {wp}

ganz in Q enthalten ist.
Betrachte nun die Menge M aller Losungen der Gleichung f(u,v) =wgp im
Fenster U <V, also

M ={(u,v) CTxV : f(u,v) =wp}.
Deren Bild unter F ist die Menge
F(M) ={(&n) LA: n=wo} =U x{wo}=N.
Da F umkehrbar ist mit Umkehrabbildung @, folgt hieraus
M = ®(N)
={(&. d(& wo)) : (& wo) L}
={, ¢ (u,wp)) : u CUR
=T ($o)
mit
$o: UV, ulvF Pp(u,wp).
Dies ist die im Satz mit ¢ bezeichnete gesuchte Abbildung.

Zusatz  FOr die Ableitung der impliziten Funktion ¢ gilt

_ _ -1
bu(u) = —f,°f, Thw)’

Ist auRerdem f von der Klasse C" mit 1 [rl [, so gilt dies auch

far . 1

I Far u COl gilt ja f(u, d(u)) =wp. Da f und ¢ stetig di Cerenzierbar
sind, kbnnen wir die Kettenregel 147 anwenden und erhalten

0=D(f(u,p(w))) =fu + vy,
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wobei f, und f, an der Stelle (u, d(u)) ausgewertet werden. Da im vorange-
henden Beweis F als Di Ledmorphismus von U <V nach Q konstruiert wurde,
ist detf, # 0 fur alle u Ul Wir kénnen daher die letzte Gleichung nach ¢,
auflésen und erhalten die Behauptung. Die Regularitatsaussage folgt unmittelbar
aus dem entsprechenden Ergebnis fir den Umkehrsatz g. 110

Tatsachlich haben wir im vorangehenden Beweis eine starkere Aussage
bewiesen. Die Menge M = {(u,v) [UIxV :f(u,v) = wp} kénnen wir ebensogut
far alle w in einer hinreichend kleinen Umgebung von wp betrachten. Dazu
mussen wir nur ¢ als Funktion von u wie auch w betrachten. Dies fuhrt zu
folgendem Satz.

Erweiterter Satz Uber implizite Funktionen (Ifs) Sei
f: R"<xR™"OR™, w=f(u,v)

stetig di Cerknzierbar und wo = f(ug, Vo). Gilt detf, (ug,vp) # 0, so
existieren Umgebungen U %<V von (ug,Vvp) und W von wg sowie eine
stetig di Cerknzierbare Abbildung

d: UxW -V, v=0(u,w),
so dass fur jedes w [
{(u,v) D=V : f(u,v) =w}={(u,®(u,w)) : u TL}.

Ist auRerdem f von der Klasse C" mit 1 [rl [ob, so gilt dies auch
far . [

In dem Fenster U xV ist also nicht nur die Menge {f = wgp} der Graph einer
Abbildung. Dasselbe gilt auch fur jede Menge {f = w} mit w in einer hinreichend
kleinen Umgebung von wp, und die Abhéngigkeit von w ist ebenso regular wie
die Abbildung f. Alle diese Mengen werden durch die Abbildung ® beschrieben.

i Im vorangehenden Beweis wéahlen wir die Umgebung U noch so klein,
dass Q ein Rechteck U>x<W mit einer Umgebung W von wg enthélt. Dann kénnen
wir Uberall im Beweis wg durch w [WM ersetzen und erhalten damit die implizite
Ldsungsfunktion

®: UxW -V, (uw) O Fd(u,w).

Alles Weitere ist dann klar. [
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Abb 8 Zum allgemeinen Satz Uber implizite Funktionen
\Y n
F
Vo
@ w U x{w}
UxVv Q
Uo u Uo g

= Skalare Funktionen

Als erste Anwendung des Satzes uber implizite Funktionen betrachten wir
skalare Funktionen. Sei zunéchst

f: RROR, (xy) CTKYy)

eine Funktion zweier Variablen, (Xo,Yo) ein Punkt im Definitionsbereich von f
und cp = f(Xo, Yo) sein Bildpunkt. Wir wollen wissen, wie die Niveaumengen

fre) ={(xy): f(xy)=c}
far c in der Nahe von cg lokal um (Xg,Yyo) aussehen.
Ist
fy(XOv yO) z 0!
so kénnen wir die Gleichung ¢ = f(x,y) lokal nach y auflésen und jede Niveau-
menge als Graph einer Funktion g: y = g(x) darstellen. Ist
fx (X0, ¥Y0) # 0O,

so kénnen wir diese Gleichung lokal nach x auflésen und jede Niveaumenge als
Graph einer Funktion h: x = h(y) darstellen. Sind beide Bedingungen erfullt, so
sind beide Darstellungen mdglich. AuRerdem gilt dann

f f %
g'(xo) = —f—x #0, hiyp) = —f—y #0.
Y (Xo0,¥0) X (X0.Y0)
Das lokale Bild entspricht somit qualitativdem in Abbildung 9.
Gilt dagegen
fx(Xo0,Y0) =0, fy (Xo0,¥0) #0,

so ist auch g{xo) = 0. Die Niveaulinie durch pg hat somit einen Flachpunkt und
sieht im Allgemeinen wie in Abbildung 10 links aus. Entsprechendes gilt, wenn
die Rollen von x und y vertauscht sind.

18.20



18.2 — Implizite Funktionen 21

Abb 9 Niveaulinien im Fall fy (X0, Yo) # 0 und fx(xo, yo) # 0

Yo Po

Xo

Der nachste Satz Ubertragt diese Betrachtungen auf Funktionen R" & R.
Satz Sei f: R™1 O R stetig di [erknzierbar mit n —Tlund

[T (o) # O.

Dann ist lokal um pg jede Niveaumenge f~1(c) mit c in einer hinreichend
kleinen Umgebung von ¢g = f(po) darstellbar als Graph einer stetig
di Cerknzierbaren Funktion R"d R. [ 1

i Wegen [CE(bo) # O ist mindestens eine partielle Ableitung von f nicht
Null. Nennen wir diese Koordinate v und die restlichen n Koordinaten u, so
ist der Ifs anwendbar, und lokal auf jeder Niveauflache die Koordinate v als
Funktion der Koordinaten u darstellbar. 1

Lokal um einen Punkt pp mit

Cf(po) =0
gelten solche Aussagen im Allgemeinen nicht. Dies zeigen die folgenden beiden

Beispiele.

Abb 10 Niveaulinien im Fall fx(Xo, Yo) = O respektive fy(Xo, yo) = 0
yo t-// yo
Xo

Xo
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Abb 11 Niveaulinien von x? + y2 mit zwei reguldren Punkten

o (D)

[a. Betrachte
@: RP R, @y)=x*+y>

Der Gradient von ¢ verschwindet im Nullpunkt und sonst nicht. Die Niveaumen-
gen dieser Funktion sind

%aislinie, c>0,

@ 1) = llpunkt, ¢ =0,

%:re Menge, c¢ <O.
Also sind in keiner Umgebung von O die Niveaumengen von ¢ als Graphen einer
Funktion auf einem o [eden Intervall darstellbar. In jedem anderen Punkt ist
dies moglich: auf den beiden Koordinatenachsen gibt es jeweils eine Mdglichkeit,

innerhalb der vier o Ceden Quadranten deren zwei.
b. Dasselbe gilt fur

W: R? LR, Yxy)=x2—-y2
Die Niveaumengen dieser Funktion sind

[ 1
%\/ei Hyperbelbsgen durch x-Achse, ¢ >0,

lIJ_l(C) = %jde Winkelhalbierende, c =0,
ei Hyperbelbégen durch y-Achse, ¢ <O0.

c. Die klassische newtonsche Bewegungsgleichung eines reibungsfreien
Teilchens der Masse 1 auf der reellen Achse unter dem Einfluss eines Potentials
V:R - Rist

% = =V {x), x Rl
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Abb 12 Niveaulinien von x? — y? mit zwei regularen Punkten

N

/\ wl@)
WD w1(0)

Als System erster Ordnung lauten die Gleichungen

X =Y,

y =-VH0.
Die Gesamtenergie dieses System ist die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie,

5(2
. p2 S —

E: R* 5 R, E(XX)= > + V (X).

Diese ist konstant entlang jeder Losung, denn

%E(x,)’() = ExX + ExX = Vi&)x — xv{x) = 0.

Das ist der klassische Energieerhaltungssatz. Jede Lésungskurve ist somit in
einer Niveaumenge der Energiefunktion enthalten, und die Niveaumengen liefern
bereits Aufschliisse tiber die Lésungen der Di [erknzialgleichung X = —V i(x).

Betrachte also die Niveaumengen von E. Wegen [E* (V{x), x) “Hiegen
kritische Punkte genau dann vor, wenn

Vix) =0 [x1=0.

Diese entsprechen kritischen Punkten des Potentials V auf der x-Achse. Alle an-
deren Punkte sind regular, und die zugehoérigen Niveaulinien sind regulare, stetig
di Cerknzierbare Kurven. Wegen E(x, —y) = E(X,y) verlaufen diese symmetrisch
zur X-Achse und schneiden die x-Achse immer senkrecht, da

Ex=0 L[X¥O,
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Abb 13 Ein Potential V und sein Phasenportrait

wéhrend an diesen Stellen V(x) # 0. Mit diesen Uberlegungen lasst sich bereits
das sogenannte Phasenportrait zur Gleichung X = —V ix) vollstandig beschrei-
ben. 1

= Regulére Punkte

Die Formulierung des Ifs geht davon aus, dass bereits eine geeignete Zerle-
gung der Koordinaten in x = (u, v) vorliegt. Im Allgemeinen ist diese jedoch nicht
gegeben, und oft gibt es auch mehr als eine solche Zerlegung. Wir formulieren
den Ifs daher ein weiteres Mal ohne Bezug auf spezielle Koordinaten.

Zentral ist hier der Begri [C_des reguléaren Punktes. Bisher hatten wir erklart,
dass ein Punkt p regulér heil3t fur eine stetig di Cerenzierbare Abbildung

1 1 1 1
[B] =R | Hrem=o 5
f: "R genau dann, wenn Cfgb) =0
B o
HR etDf(p) #0

Wir verallgemeinern nun diese Definition auf beliebige Abbildungen R" & R™.

‘ 18.24
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Definition Sei f: R" @ R™ stetig di Lerknzierbar. Ein Punkt p im Definitions-
bereich von f heil3t regularer Punkt von f, falls Df (p) surjektiv ist. Andern-
falls heiRt er singularer oder kritischer Punkt von f. [

Bemerkungen a. Fir eine C1-Abbildung f: R" @ R™ ist Df(p) surjektiv
genau dann, wenn rang Df (p) = m. Somit beinhaltet diese Definition die obigen
Spezialfalle.

b. Andererseits gilt

rang Df (p) Cmlin{n, m}.

Im Fall n <m kann also f keine regularen Punkte haben.

c. Insbesondere haben Kurven y: R & R™ fur m [Zkeine regularen
Punkte im Sinne dieser Definition. Der friher eingefihrte Begri [_des reguléaren
Punktes einer Kurve 1312 fallt somit nicht darunter. Der Begri [>reguldr< wird in

so vielen Kontexten verwendet, dass solche Kollisionen manchmal auftreten. [

Niveauflachensatz Sei f: R™*" O R™ stetig di Lerknzierbar mit n 11 Dann
ist lokal um einen regularen Punkt jede Niveaumenge von f der Graph
einer stetig di Lerknzierbaren Abbildung ¢: R" D R™. [ 1

i Nach Voraussetzung ist rang Df (p) = m. Durch geeignete Nummerie-
rung der Koordinaten kdnnen wir daher erreichen, dass die letzten m Spalten
von Df(p) linear unabhangig sind. Schreiben wir jetzt x = (u,v) [CRI'x R™ wie
Ublich, so gilt

rangfy(p) = m L[_ddtf,(p) =0.
Wir kdnnen damit den Ifs 13 anwenden und erhalten eine Umgebung
X=UxV [RI'xR™

von p, eine Umgebung W [CR™ von f(p) und eine stetig di Lerknzierbare
Abbildung ©: U xW - V, so dass fur jedes w [\M

fI(w) n X = {(u,v) CXI: f(u,v) =w}
={(u,v) CX1: v =®(u,w), u CU}
=T (@, w)).

Somit ist lokal um p jede Niveaumenge von f der Graph einer stetig di Lerknzier-
baren Abbildung. mmm

Bemerkung Der Satz gilt im Prinzip auch fur n = 0. In diesem Fall ist
der Umkehrsatz ; anwendbar, und die Niveaumengen bestehen aus isolierten
Punkten. [
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18.3
Mannigfaltigkeiten

Der Graph einer stetig di [erknzierbaren Funktion R O R respektive R?2 0 R
ist ein eindimensionales Kurvenstiick in der Ebene respektive ein zweidimen-
sionales Flachenstiick im Raum. Aber nicht alle Kurven oder Flachen sind als
Graphen einer einzigen Funktion darstellbar. Das zeigen schon die Kreislinie S?
und die Sphére S2.

Man kann diese Mengen aber als Niveaumengen einer einzigen, stetig di [e-1
renzierbaren Funktion beschreiben. So kénnen wir die n-dimensionale Einheits-
sphére schreiben als S" = g~1(1) mit

g: R"™ LR, gx)=x3+.. +x2,,.

Jeder Punkt in S" ist ein regularer Punkt von g, da Dg(x) = 2x # 0 fur x # 0. So-
mit ist die Sphare S" lokal immer als Graph einer Funktion R" & R darstellbar 5.
Der Begri [Cder Mannigfaltigkeit verallgemeinert diese Uberlegung.

Definition Sei n [COlund m [I1 Eine nichtleere Teilmenge M CRIM™ heil3t
Mannigfaltigkeit der Kodimension m, wenn es eine o Lede Umgebung Q von
M in R™™ und eine C1-Abbildung g: Q -~ R™ ohne singuldre Punkte gibt,
sodass M =g~ 1(0) (& CA:g(x) =0}. [ 1

Bemerkungen a. Der Wert O hat keine besondere Bedeutung und kann
durch jeden anderen Wert ersetzt werden.

b. Mannigfaltigkeiten der Kodimension 1 werden auch Hyperflachen ge-
nannt. Im R? und R® spricht man von Kurven respektive Flachen.

c. ImFall n =0 besteht M aus isolierten Punkten. Es ist aber sinnvoll, auch
solche Objekte als Mannigfaltigkeiten zu betrachten.

d. Genauer haben wir hier gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten
des R"™™M definiert. Der di Lerknzialtopologische Begri Cder Mannigfaltigkeit ist
wesentlich allgemeiner, aber wir bendtigen ihn hier nicht. [

Bevor wir zu den Beispielen kommen, stellen wir fest, dass lokal jede Man-
nigfaltigkeit wie ein euklidischer Raum aussieht.

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit im R"*™ der Kodimension m. Dann existiert
zu jedem Punkt in M eine Umgebung U und ein Di Ceamorphismus

F: U-V [R'<xR™,
so dass

FMnU)=R"x0™nVvV. [ 1
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Abb 14  Trivialisierende Koordinaten

U RrRM

N v

Man sagt, der Di Ledmorphismus F trivialisiert lokal die Mannigfaltigkeit, da
ein Ausschnitt um p di Ledmorph auf einen Ausschnitt des R" abgebildet wird.

i Sei M = g~%(0) mit einer C1-Abbildung g: R™™ [Q - R™ ohne
singuléare Punkte. Sei p [CM. Dann hat Dg(p) Rang m, und wir kénnen die
Koordinaten so umordnen, dass die hintere m x m-Untermatrix von Dg(p)
maximalen Rang hat. Setzen wir in einer Umgebung von p jetzt

G: R™MER™M,  (u,v) CXy) = (u,g(u,v)),

so ist
:II 0 1
detDG(p) = det (p) = det(gv(p)) #0.
Ju 9v
Also ist G ein lokaler Di [edmorphismus von einer Umgebung U von p auf eine
Umgebung V [CRI' x R™. Fur diesen gilt

GMnU)=G(@ *0)nU)=V n{y =0}.
Also leistet G das Gewiinschte. 1

Man kann jede solche Abbildung G - beziehungsweise ihre Umkehrabbil-
dung - als ein lokales Koordinatensystem auf M betrachten. Die Anzahl n dieser
Koordinaten ist Uberall dieselbe und wird als Dimension der Mannigfaltigkeit M
bezeichnet. Ihre Kodimension m ist die Anzahl der Gleichungen, durch die M
bestimmt wird. Dies gilt auch fur die Dimension 0. Eine O-dimensionale Mannig-
faltigkeit ist eine Menge isolierter Punkte. Ihre Kodimension ist die Dimension
des Gesamtraumes.

Die Dimension einer Mannigfaltigkeit hangt nicht von ihrem Umgebungs-
raum ab, lediglich ihre Kodimension. Die Summe aus Dimension und Kodimensi-
on einer Mannigfaltigkeit ist immer die Dimension des Gesamtraumes.
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Abb 15 Keine Mannigfaltigkeiten

[ Beispiele a. Im R"<R™ [CRIM™ jst R" CRIx{0}" eine Mannigfaltigkeit

der Dimension n und Kodimension m.

b. Ist A: R™™ _, R™ linear und surjektiv, so ist kerA = A71(0) eine
Mannigfaltigkeit der Dimension n und Kodimension m.

c. Die Spharen S" [CRI'*! sind Mannigfaltigkeiten der Dimension n und
Kodimension 1. Dies gilt auch fur S° = {—1,1} als Teilmenge von R.

d. Ist f: R ~ R regulér, so ist jede nichtleere Menge f~1(c) eine 0-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit, namlich genau ein Punkt.

e. Der Graph einer C1-Abbildung

b: RTOR™, v=d¢(W)

ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit im R"*™. Denn ist D [RI' der o [ene
Definitionsbereich von ¢, soist Q =D xR™ oledin R" xR™ und

g: Q-R" g(uv)=v-)
stetig di Cerknzierbar. Wegen g, = Id sind alle Punkte von g regulér, und es ist
() ={(u,v) CA: v=0¢(u)}
={(u,v) X g(u,v) =0}
=g7'(0).
Also ist T (¢) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R"*™,
f. Die Menge M = {1/n:n [1} ist eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit
in R, die Menge M [{Q} dagegen nicht.
g. Die geometrischen Gebilde in Abbildung 15 sind keine Mannigfaltigkei-

ten, denn solche besitzen keine Ecken, keine Selbstschnitte, und haben tberall
dieselbe Dimension. [
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Abb 16  Zweischaliges Hyperboloid, Kegel, und einschaliges Hyperboloid

II—Hyperboloid und Kegel Betrachte die Funktion

g: RE.R, g(xvVy,z)=x2+y?2—z2
und ihre Niveaumengen

Me =g~ 1) ={(x,y,z) : x> +y2—z%2 =c}.
Jeder Punkt mit Ausnahme des Koordinatenursprungs ist ein regulérer Punkt
von g, und dieser liegt auf Mg. Daher ist jede Menge M; mit ¢ # 0 eine Mannig-
faltigkeit der Kodimension 1 und Dimension 2, also eine Flache im R3. Fiir ¢ >0
ist dies ein einschaliges Hyperboloid, fir ¢ < 0 ein zweischaliges Hyperboloid.

Fir ¢ = 0 erhalt man einen Kegel, der aufgrund seiner Spitze im Nullpunkt keine
Mannigfaltigkeit bildet. 111

= Regulére Werte

Die Definition einer Mannigfaltigkeit M = g~%(0) verlangt von der definie-
renden Funktion g mehr als tatséchlich erforderlich ist. Es genugt, dass jeder
Punkt auf M selbst ein reguldarer Punkt von g ist. Dies fuhrt zum Begri [Cdks
regularen Wertes.

Definition Sei n [0dund m [CIJund g: R™M O R™ sei stetig di Lerknzierbar.
Ein Punkt w [CRI™ heilRt regularer Wert von g, wenn die Menge g~*(w)
entweder leer ist oder nur aus regulédren Punkten besteht. Andernfalls heif3t
w ein singulérer oder kritischer Wert von g. [

Bemerkungen a. Ein regularer Punkt ist also ein Punkt im Definitionsbe-
reich, ein regularer Wert ein Punkt im Wertebereich einer Abbildung.

b. Der Wert eines regulédren Punktes muss kein regulérer Wert sein, denn
auch nichtregulare Punkte kdnnen auf denselben Wert abgebildet werden app17 -
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Abb 17

Zwei kritische Punkte,
zwei regulére Punkte
sowie zwei kritische
Werte

c. Ob w ein reguldrer Wert von g ist, hangt auch vom Definitionsbereich
ab. Fur die Funktion g: (x,y,z) [xX2+y?—z? des letzten Beispiels 15 ist O kein
reguléarer Wert, da

0 CgT*(0), [g(D) = 0.

Entfernen wir den Nullpunkt aus dem Definitionsbereich von g, so wird 0 ein
regularer Wert. Die zugehorige Niveauflache ist ein Kegel ohne seine Spitze, und
diese Menge ist eine Mannigfaltigkeit. [—1

Mit diesem Begri [ethalten wir folgende &quivalente Charakterisierung einer
Mannigfaltigkeit.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™™ ist eine Mannigfaltigkeit der
Dimension n genau dann, wenn es eine C'-Funktion g: R"™™ & R™ mit
reguldarem Wert O gibt, so dass M =g~1(0). [ 1

i Ist M = g~1(0) eine Mannigfaltigkeit im Sinne unserer Definition 13, so
ist insbesondere jeder Punkt in g~1(0) ein regulédrer Punkt und damit O selbst
ein regularer Wert von g.

Sei umgekehrt O ein regulérer Wert von g. Dann ist jeder Punkt p in
M = g~1(0) ein reguldrer Punkt von g und damit Dg(p) surjektiv. Dies ist
aquivalent mit der Eigenschaft, dass die Determinante einer geeigneten Auswahl
von m Spalten von Dg(p) nicht verschwindet. Diese Determinante hangt stetig
von p ab und ist somit auch auf einer o Ceden Umgebung von p nicht Null. Es
existiert also zu jedem Punkt p Ml eine Umgebung U(p) in R"™™, so dass

rang Dg(x) = m, x [OKp).

—1
Setzen wir Q =, U (P), so erhalten wir eine M umfassende o [ene Menge Q
ohne singuléare Punkte von g. Also ist M eine Mannigfaltigkeit im Sinne unserer
Definition 13 . [0
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Vereinbarung Im Folgenden heiRe eine nichtleere Teilmenge M des R"™™ eine
g-definierte Mannigfaltigkeit, wenn M = g~1(0) mit einer stetig di Lerknzier-
baren Funktion g: R™™ O R™ mit regularem Wert 0. [

= Tangentialraum und Normalraum

Jedem Punkt p einer Mannigfaltigkeit M kdnnen wir Tangentialvektoren
zuordnen. Dazu betrachten wir beliebige Kurven auf M durch p und deren
Geschwindigkeitsvektoren in diesem Punkt.

Definition Ein Vektor v [CRI'*™ heiRt Tangentialvektor an M im Punkt p, wenn
es eine CX-Kurve y: R @ M gibt mit

y(@=p,  v(@O)=v.

Die Menge aller Tangentialvektoren an M im Punkt p heif3t der Tangential-
raum von M an p und wird mit ToM bezeichnet. [

Man stellt sich Tangentialvektoren tblicherweise als im Punkt p angeheftete
>gebundene« Ortsvektoren vor. Tatséchlich handelt es sich um >ungebundene«
Vektoren, also Elemente eines Vektorraumes. Der Raum Tp,M st ein Vektorraum
derselben Dimension wie M :

Satz Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit. Dann ist
TpM = ker Dg(p), p M.

Insbesondere ist jeder Tangentialraum TpM ein Vektorraum derselben
Dimension wie M. [ 1

mw Sei G: U - V ein lokaler trivialisierender Di Ledmorphismus um p 14,
so dass

GIMnU)=R"x0™nV.

Fiir die Umkehrabbildung ® = G™! um g = F(p) gilt dann g-® = 0 entlang
aller Kurven in (R" < 0™) n V. Insbesondere gilt

(@-®)(q+te) =0, 1 O]
auf einem t-Intervall um 0, und damit
Dg(p)D®(q)e; =0, 1 I nl

Die Vektoren D®(q)e; liegen somit samtlich im Kern von Dg(p). AuRerdem
sind sie linear unabhéngig, da D®(q) regular ist. Da der Kern von Dg(p) aber
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Dimension n hat, folgt

span{D®(q)e; : 1 1T n}=kerbDg(p).

Auf der anderen Seite ist klar, dass der Raum links die Geschwindigkeitsvektoren
samtlicher moglicher Kurven auf M durch p enthalt, also

TpM =span{D®(q)e; : 1 [T n}
gilt. Also ist ToM = ker Dg(p). [

Versehen wir den R™™ mit einem beliebigen Skalarprodukt [-]- [ Jso ist
auch die Orthogonalitat zweier Vektoren und das orthogonale Komplement einer
Teilmenge erklart. Damit kdnnen wir auch den Normalraum einer Mannigfaltig-
keit definieren.

Definition Sei M eine Mannigfaltigkeit im R"*™, Ist dieser mit einem Skalarpro-
dukt versehen, so hei3t das orthogonale Komplement zum Tangentialraum
TpM der Normalraum von M in p und wird mit Tp'ﬂ bezeichnet. Seine
Elemente heiflen die Normalenvektorenvon M in p. [1

Fur jeden Punkt p [CMl gilt also

TpM CTfM =R™™.

Satz Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit der Dimension n im R"™ ™M Ist
dieser mit einem Skalarprodukt versehen, so ist

Tp M =span{ [Galp). .., [Gad(P)}, p M. [

Die Gradienten der Komponentenfunktionen von g bezuglich dieses Skalar-
produktes stehen also tberall senkrecht auf der Niveaumenge M = g~*(0) und
spannen in jedem Punkt deren Normalraum auf.

o Nach dem letzten Satz ist T,M = ker Dg(p). Fur jede Komponenten-
funktion gk von g gilt also

Dgk(p)v = gklp),v=F 0, v CTIM.
Also ist

[Gilp) CTIM, 1 CKICm.

Andererseits sind alle diese Gradienten linear unabhangig, da g im Punkt p
reguldr ist. Da der Normalraum Tp'ﬂ genau die Dimension m hat, mussen diese
m linear unabhéangigen Vektoren diesen Raum aufspannen. [
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[—Wir betrachten noch einmal
g: R LR, f(x)= X1

Der Gradient von g verschwindet nur im Nullpunkt, und dort ist g(0) = 0.
Also ist 1 ein regularer Wert von g, und S" = g~1(1) eine Mannigfaltigkeit der
Kodimension 1 und Dimension n. Ein Normalenvektor im Punkt x ST ist x
selbst. Somit gilt

T,SS" =span{x}, T,S"={aH!

Die Tangentialebene an S" im Punkt x ist Ubrigens die zu TxM parallele a [nel
Ebene durch den Punkt x, also

X+ T S" =x+ {32 x+ {v: O4x[ZF0}
={v: M-x,x=F0}
={v: Mx=F1}. 11

18.4
Extrema mit Nebenbedingungen

Ein oft auftretendes Problem ist, Extremwerte einer skalaren Funktion zu
bestimmen, wahrend gleichzeitig eine Anzahl von Nebenbedingungen in Form
von Gleichungen einzuhalten sind.

Ein anschauliches Beispiel ist die Aufgabe, auf einer Flache diejenigen Punkte
mit dem groRten oder kleinstem Abstand zu einem Referenzpunkt zu finden. Als
Zielfunktion dient hier bequemerweise das Quadrat des euklidischen Abstands,
also

f(X) =x2+ .. +x2.

Die Flache selbst soll durch m Gleichungen
gi(x) =0, 1 Om.

beschrieben werden. Ist O ein regularer Wert der Vektorfunktion
g=(91, -, gm) ' R"ER™,

so handelt es sich bei dieser Flache um eine durch g bestimmte Mannigfaltig-
keit M der Kodimension m. Es geht dann darum, Extremwerte der Einschréankung
flm von f auf M zu bestimmen. Die priméare Aufgabe ist dabei, deren kritischen
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Punkte zu finden. Die Frage, ob dort ein Maximum oder Minium vorliegt, ergibt
sich meist aus geometrischen Uberlegungen.

Naheliegend ist die Idee, die Mannigfaltigkeit M mehr oder weniger ge-
schickt zu parametrisieren und dadurch die Nebenbedingungen aufzulésen. Die
Zielfunktion kénnte man dann wie gewohnt untersuchen 1514 . Dies ist allerdings
im Allgemeinen sehr mihsam - und auch nicht ndtig. Denn solche kritischen
Punkte lassen sich geometrisch sehr einfach charakterisieren.

Im Folgenden hat der Gesamtraum wieder die Dimension n. Eine Mannigfal-
tigkeit der Kodimension m hat jetzt also die Dimension n —m.

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit und f eine in einer Umgebung von M stetig
di Cerknzierbare skalare Funktion. Dann besitzt f|,, einen kritischen Punkt
in p Ml genau dann, wenn

CFp) CTIM. [

i Die Einschrankung der Funktion f auf M besitzt im Punkt p M einen
kritischen Punkt genau dann, wenn sie entlang aller Kurven auf M durch p dort
einen kritischen Punkt besitzt. Somit mussen samtliche Richtungsableitungen in
tangentialen Richtungen an M verschwinden:

Df (p)v = OIEgb),v = 0, v CTIM.
Also gilt [F(b) CTIM und damit CFGb) CTIM.

Dies ist ein abstraktes geometrisches Resultat. Es ist unabhéngig davon, wie
die Mannigfaltigkeit M gegeben ist. Konkreter wird es fur gleichungsdefinierte
Mannigfaltigkeiten.

Korollar  Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit im R" der Kodimension m
und f: R" O R in einer Umgebung von M stetig di Cerknzierbar. Dann
besitzt f|y, einen kritischen Punkt in p [CM genau dann, wenn es reelle
Zahlen A1, ..,Am gibt, genannt Lagrangemultiplikatoren, so dass

CEQb) = A1 [Qa{p) + .. + Am [Qal(p). [
(i Far einen kritischen Punkt p von fly gilt ja 19, 20
Cf(b) CTIM = span{ [g{p). .., [G=HP)}.
Also ist [T(p) eine Linearkombination von [gi{p),.., [Ql(p). M

Far die praktische Anwendung formulieren wir dieses Ergebnis noch einmal
fur den Standardfall. Aus kritischen Punkten der Funktion f mit Nebenbedin-
gungen werden kritische Punkte einer Hilfsfunktion F ohne Nebenbedingungen,
wobei allerdings die Dimension des Problems vergrofert wird.
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Satz Esseien f: R" d R und g: R" & R™ auf einem gemeinsamen Definiti-
onsbereich stetig di Cerknzierbar und O ein reguléarer Wert von g. Dann
besitzt f unter der Nebenbedingung g = 0 einen kritischen Punkt p genau
dann, wenn die erweiterte Funktion

F: R"xRTOR, FOA)=fXx)+ RAg(x)
einen kritischen Punkt (p, ) besitzt. 1
[ Besitzt F einen kritischen Punkt (p, 1), so ist erstens
0=0nF(p. W) =0gk(p), 1 CKICM,
und zweitens

™1
0=0xF(p,1) =0xF(P) +  HkOx0k(P), 1 11 nl
k=1

Ersteres ist dquivalent mit p Ml = g~1(0), und Letzteres ist dquivalent mit
—
0= [E(.p) = )+ [lp),
k=1

also mit

CE) CTEM.

Also ist p ein kritischer Punkt von f unter den Nebenbedingungen g =0 »1. -
Die Umkehrung beweist man mit denselben Argumenten. (Il

Damit erhalten wir folgendes Verfahren zur Lésung von Extremalaufgaben
mit Nebenbedingungen. Sind die Zielfunktion f und die Nebenbedingungen
g = (91, .-,9m) = 0 gegeben, und ist O ein regulédrer Wert von g, so bilden wir
die erweiterte Funktion

F=f+ gl

und bestimmen deren kritische Punkte bezlglich x und A. Dies fuhrt zu ei-
nem System aus n + m Gleichungen fur ebensoviele Unbekannte Xi, ..,Xn und
A1, .., Am, und zwar

0 = 0y, F(X) + A10%x,91(X) + .. + AmOx, Im(X), 1 CKICn]

0 =g X), 1 CI1m.

Dieses ist zu l6sen. Der Erfolgt ist allerdings nicht garantiert, da es sich im
Allgemeinen um nichtlineare Gleichungen handelt. — Dazu zwei Beispiele.
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I Noungsche Ungleichung Betrachte

uP  vd
f(uv)=—+—,
P q
wobei
1 1
,q=>1, —+—=1.
P4 P q

Auf dem positiven Quadranten {(u,Vv) :u,v > 0} besitzt f keine lokalen Extrema.
Wir beschréanken uns deshalb auf die Teilmenge mit uv = 1, stellen also die
Nebenbedingung

g(u,v) =uv—1=0.
Die erweiterte Funktion ist dann
p q
F(u,v,\) = % + % + AUV — 1).

Fur die kritischen Punkte erhalten wir das Gleichungssystem
uP™l + v =0,
vi™t 4+ au =0,
uv = 1.

Multiplizieren der ersten Gleichung mit u und der zweiten mit v ergibt uP = v9,
und zusammen mit uv = 1 folgt u = v = 1. O [edsichtlich handelt es sich hierbei
um ein absolutes Minimum. Als Ergebnis erhalten wir

TLVA R R BN

p q P q
fur alle u,v >0 mit uv =1.

Um die allgemeine Ungleichung fir u,v > 0 zu erhalten, setzen wir

~ u -V

u= (uv)i/p’ V= (uv)v/a’
Esist GV =1, also

D'p_|_\7q _uP v

P g puv quv
Also gilt allgemein
u—p+ﬂ v, u,v =>0. mrn
p q
m—Higenwerte Sei A [L{R") ein symmetrischer Operator bezlglich eines
beliebigen Skalarprodukts [-]- Cauf dem R". Die quadratische Form

f: R"- R, f(x)=T[Ax,x
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ist auf dem Gesamtraum unbeschrankt, wenn sie nicht identisch Null ist. Auf
der kompakten Einheitssphare S"™! = {x [RI': X x[= 1} nimmt sie aber ihr
Minimum und Maximum an, besitzt also dort im Fall n [2Imindestens zwei
kritische Punkte.

Um diese zu charakterisieren, schreiben wir die Nebenbedingung als

g(x) =1— xXiIx[]
Die erweiterte Funktion lautet dann
F(x,A) = [Ax,xF A1 — XIxDI
Das zugehdrige Gleichungssystem ist

AX—AX =0,
XIx[= 1.

Ein kritischer Punkt der quadratischen Form f auf S" ist demnach ein normierter
Eigenvektor von A, sein Lagrangemultiplikator der zugehdrige Eigenwert.

Da die quadratische Form kritische Punkte besitzen muss, erhalten wir
damit einen Beweis, dass jeder symmetrische Operator mindestens einen reellen
Eigenwert besitzt.

Eine Erweiterung dieses Arguments liefert sogar die Existenz einer orthonor-
malen Basis fur A. Ist v der im ersten Schritt gefundene normierte Eigenvektor,
so suchen wir im néchsten Schritt ein Maximum auf S"1 n {v}';Mit anderen
Worten, wir betrachten nun die Nebenbedingungen

go(X) =1— XIX[Z 0,
g1(x) = M, x[=F 0.

Eine Maximalstelle auf g~1(0) = S"1 n {V}Qﬁtt dann an einem weiteren
Eigenvektor auf, der aufgrund der Konstruktion orthogonal zu v ist. Dabei
spielt es keine Rolle, ob der zugehdrige Eigenwert vom ersten verschieden ist
oder nicht.

Fahrt man so fort, so erhalt man eine orthogonale Basis des Gesamtraumes,
bestehend auf Eigenvektoren des Operators A.
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