Das Lebesgueintegral

Wir erklaren nun das Lebesgueintegral fur Funktionen
f: R"SR.

Dabei gehen wir wie beim Cauchyintegral vor, indem wir das Integral zuerst ftr
Treppenfunktionen definieren. Dabei genligt es, Mal3e fur Intervalle zu betrachten.
Eine allgemeine MalR3theorie wird nicht bendtigt.

Dieses Integral wird auf solche nichtnegativen Funktionen ausgedehnt, die
sich punktweise von unten durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Dabei
spielt gleichmalige Konvergenz keine Rolle. Lassen wir auch den Wert oo zu, so
ist das Integral fir jede solche Funktion erkléart. Erst im dritten Schritt wird das
Integral fur allgemeine Funktionen als Di Cerknz der Integrale ihres Positiv- und
Negativteils erklart. Diese Teilintegrale mussen allerdings endlich sein, damit
deren Di [Lerenz wohldefiniert und endlich ist.

Das Lebesgueintegral ist von vornherein auf dem ganzen R" erklart. Das
Integral Gber messbare Teilmengen erhalt man hieraus durch Multiplikation mit
deren charakteristischen Funktionen. Es gibt daher kein uneigentliches Lebesgue-
integral, vielmehr ist das >eigentliche Integral< ein Spezialfall des allgemeinen
Lebesgueintegrals.

Die besondere Bedeutung des Lebesgueintegrals fur die Analysis liegt darin,
dass es mit Grenzubergangen unter sehr allgemeinen Bedingungen vertauscht.
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20.1
Intervallfunktionen

Ein Intervall im R™ oder kurz n-Intervall ist das kartesische Produkt
=1t <"

aus n reellen Intervallen 11,..,1". ! Diese kdénnen o [en, einseitig o [en, abge-
schlossen, beschrankt, unbeschrankt, zu einem Punkt entartet oder leer sein.
Sind sie alle o [ed respektive abgeschlossen respektive beschrankt respektive
kompakt, so ist es auch ihr Produkt. Ist dagegen ein reelles Intervall I} entartet
respektive leer, so ist auch das Produkt | entartet respektive leer.

Die Vereinigung zweier n-Intervalle ist im Allgemeinen kein n-Intervall. Fir

Durchschnitte gilt jedoch folgendes Lemma, dessen Beweis als Ubung tberlassen
wird.

Lemma Ist (Ix)k ceine Folge beliebiger n-Intervalle, so ist auch deren Durch-
schnitt ein n-Intervall. [

» Intervallfunktionen

Sei J" die Familie aller beschrankten n-Intervalle. Unbeschréankte Intervalle
bleiben also auf3en vor.

Definition Eine Intervallfunktion ist eine Funktion p: J" - R. Diese heif3t
(i) additiv, wenn far alle 11,1, CJ1

linly= O [ CJ Tl CIR) = p(y) + p(dlz),
(ii) monoton, wenn fur alle 11,1, 1
Ip Ll (ly) o),

(iii) regular, wenn zu jedem Intervall I CJT und € > 0 ein o[edes Intervall
| I Existiert, so dass

MDDl <e. ]

' Im Folgenden bezeichnet ein Hochindex 1-Intervalle, ein Tiefindex n-Intervalle.

Abb 1

Entartete und
nichtentartete
2-Intervalle

{0} < {0} [0, 1) < {0} [0,1) < [0,1)
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20.1 — Intervallfunktionen 71

Abb 2

Intervall als Vereinigung
von Intervallen

Man beachte, dass flr die Additivitat nur solche Intervalle betrachtet werden,
deren Vereinigung wieder ein Intervall ist. — Nun einige einfache Bemerkungen.

Lemma Ist eine Intervallfunktion p additiv, so ist p( D 30. [ 1

i Da C1TP1 und C=1C0CI0giltauch p( DA IO 3 p( DFER( D
Daraus folgt die Behauptung. [mm

Lemma Eine Intervallfunktion p ist additiv genau dann, wenn fur je endlich
viele disjunkte Intervalle 14, .., 1, CJ1 gilt:

1 1
I = Ik C Cu() = p(le). 1
1 [KIIm] 1 [KIIml
Man beachte, dass | = I; 1[I wieder ein Intervall sein muss.

i Der Beweis ist elementar, aber etwas umstandlich, da man nicht direkt
per Induktion vorgehen kann. Vielmehr zerlegt man zuerst die Intervalle I so
in kleinere Intervalle, dass sich p(lx) durch Induktion als Summe ihrer Mal3e
darstellen lasst. Danach erhalt man ebenso das GesamtmalR (1) durch Induktion
— siehe Abbildung 2. Die Details Ubergehen wir. [T

Lemma Eine additive Intervallfunktion p ist monoton genau dann, wenn sie
nichtnegativ ist. [ 1

[ Ist p monoton, so gilt fur jedes Intervall | [JT wegen [I1ldauch

p( DIaql) . Wegen p( D=0 15 ist also g nichtnegativ.
Sei umgekehrt p nichtnegativ. Sind J [CTlzwei Intervalle in J", so ist die

Di Cerenz | [CIldarstellbar als Vereinigung disjunkter Intervalle Ji1,..,Jm a-19-
Mit | =J LI C 104, der Additivitat 13 und Nichtnegativitat von p folgt

H() = @) +p@1) + .. + p@m) CH(I).
Also ist g auch monoton. [

Lemma Eine monotone Intervallfunktion u ist reguldr genau dann, wenn es
zu jedem Intervall I [JT und jedem € > O ein o [enes Intervall | —11

gibt, so dass p(IpHC(l) +€. [

08.12.2021 — 16:45 20.3
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Abb 3

Darstellung von |1 11 J1

o Ist i monoton, so gilt fur | L Tdmmer p(l )5 {l) . Es muss also nur
noch pu(l (1) + € gefordert werden, um |u(l DT 1(1)]| < € zu erhalten. D

= Mal3e

Wir spezifizieren nun diejenigen Intervallfunktionen, die sich fur die Defini-
tion eines Integrals eignen.

Definition Ein Mal ist eine additive, monotone, regulére Intervallfunktion. [ 1

Insbesondere ist also ein Mal3 1 immer nichtnegativ mit u( D 30. In der
Maf3theorie ist der Begri [_dés MalRes wesentlich allgemeiner. Die hier gewahlte
Definition reicht aber flr unsere Bedurfnisse.

I Beispiele fur Malke a. Bezeichnet |-| die euklidische Léange eines eindi-
mensionalen Intervalls, so wird fur | = 11 x .. x 1" 1 durch

—1
A=A > <1 O 1Y)
1viInd
das VolumenmaR An auf R™ erklart. Fir n = 1 sprechen wir auch vom Langen-
malf3, fir n = 2 vom Flachenmal.
b. Sei A [RI' eine diskrete Menge, also eine Menge ohne Haufungspunkte.
Eine beliebige Funktion

m: A - (0,00)

ordnet jedem Punkt p [CAleine Masse m(p) zu. Mit der Definition
—1
m(l) .1 m(p), |,
p LIAA
dehnen wir m zu einem MaR aus, genannt diskrete Masseverteilung auf A. Man
beachte, dass | n A immer endlich ist, auch wenn A unendlich ist.
c. Die konstante Verteilung v: A - {1} ist ein Spezialfall einer diskreten

Masseverteilung. In diesem Fall ist

v(l) =card(l n N\),
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20.1 — Intervallfunktionen

also die Anzahl der Punkte in A, die in | liegen. Daher spricht man auch von
einem Zahlmal. ZzahlmaRe auf N oder Z erlauben es, Reihen als Integrale zu
betrachten. Alle Satze Uber das Lebesgueintegral gelten damit entsprechend auch
fur Reihen.

d. Jede monoton steigende Funktion ¢ : R - R definiert auf J* durch

He ([a,b]) TPl (b) — d-(a), He ((a,b]) Ll (b) — b (),
Ho([a,b)) CPL(b) — P-(), He ((a,b)) LPL(D) — P+ (a),

das sogenannte Lebesgue-Stieltjes-Mal3 pg, zur Verteilungsfunktion ¢ a.1.10. Ist
zum Beispiel s eine Sprungstelle von ¢, so ist

Ho({s}) = P+(s) —P-(s) >0

die Sprunghéhe von ¢ in diesem Punkt.
e. Ein MaR p, auf R" und ein Mal} pys auf RS definieren ein ProduktmaR
Hrs = Hr X Hs auf R"™S. Denn jedes I [ JT" hat eine eindeutige Darstellung

=1 %1, I, CJ, 1 44,

und
Hrs(D) = Hrs(Ir < 1s) THA)ps (Is)

ergibt ein wohldefiniertes MaR auf J"*S. Fur das VolumenmaR gilt beispielsweise
A2 = A1 X A1, A3 = A2 X A1 = A1 X A1 X Aq.

f. Ist A [J1 mit A(A) > 0 fest gewahlt, so definiert

A 20 A)

AA)
das relative Volumenmald Aa. FUr jedes Intervall 1 CAlgilt dann Aa(1) = 1. 11

Im Folgenden bezeichnet A oder kiirzer A immer das Volumenmalf3, auch
wenn wir dies nicht jedes Mal erwéahnen.

= Nullmengen

Ein Charakteristikum des zu definierenden Integrals ist, dass alles ignoriert
werden kann, was auf Nullmengen stattfindet. Diese Mengen spielen deshalb eine
wichtige Rolle.

Definition Sei p ein MaB auf J". Eine Menge N [CRTI' heif3t p-Nullmenge, wenn

es zu jedem € > 0 eine Folge von n-Intervallen (lx)kQibt, so dass
1 I

I 1
N 1 Iy, u(l) <e. [
k 11 k 11

20.5
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Abb 4

Uberdeckung einer
A-Nullmenge

Bemerkungen a. Eine p-Nullmenge N kann also durch abzéhlbar viele
Intervalle mit beliebig kleinem Gesamtmal Uberdeckt werden. Dabei ist N eine
vollig beliebige Menge. Sie kann zum Beispiel auch unbeschrankt sein.

b. Wird N bereits durch endlich viele Intervalle derart Uberdeckt, so ist
N ebenfalls eine p-Nullmenge. Denn wir kdnnen diese durch leere Intervalle zu
einer abzahlbar unendlichen Folge (lk)krerganzen, die wegen pu( D=3 0 die
gewlnschten Eigenschaften hat.

c. Jede Teilmenge einer p-Nullmenge ist ebenfalls eine p-Nullmenge.

d. Es hangt immer vom Mal} p ab, ob eine Menge eine Nullmenge ist. [

Lemma Die abzahlbare Vereinigung von p-Nullmengen ist wieder eine p-
Nullmenge. [ 1

i Sei (Nk)kreine Folge von Nullmengen, N deren Vereinigung und
€ > 0. Dann existiert zu jedem k [Tleine Folge von Intervallen (lx )| omit

 — - e
N T gy, H(l)) < oK
| 0T I T

Die Vereinigung aller dieser Intervalle I ist wieder abzahlbar 319, und es gilt

1 1
N = Nk 1 |k,|-
k 11 k,1 (171

Aullerdem gilt
— =
() = M) < S =¢
k| [ K111 ] krrf
Da also zu jedem € > 0 eine solche Uberdeckung existiert, ist N ebenfalls eine
pn-Nullmenge. [m

II Jedes Intervall I 1 mit pu(l) = 0 ist eine p-Nullmenge.

Jede abzahlbare Menge ist eine Ap-Nullmenge fir jedes n 1]
Insbesondere ist Q eine A;-Nullmenge in R.

Jede Hyperebene im R" ist eine An-Nullmenge.

Der Graph einer stetigen Funktion R @ R ist eine A>-Nullmenge.

© a0 oTp
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20.1 — Intervallfunktionen 75

f. Ist m eine beliebige Masseverteilung auf der diskreten Menge A [CRTI',
so ist jede Menge N [RT, die keinen Punkt von A enthalt, eine m-Nullmenge.

g. Ist die monoton steigende Funktion ¢: R - R konstant auf einem
Intervall 1, so ist der o [Lede Kern von | eine pg-Nullmenge. (1

Im Beweis des Satzes von Tonelli 211 bendtigen wir noch folgende aquiva-
lente Charakterisierung einer p-Nullmenge.

Lemma Eine Menge N ist eine p-Nullmenge genau dann, wenn es eine Uber-
deckung (lx) durch Intervalle gibt, so dass deren p-Gesamtmal endlich ist
und jeder Punkt von N von unendlich vielen Intervallen Gberdeckt wird. [ 1

i [1Zu jedem k [Ilexistiert eine Uberdeckung (lk)irjvon N mit
GesamtmaR kleiner als 1/2K. Die gesamte Familie (lx)k,rmist dann eine Uber-
deckung von N mit endlichem Gesamtmal3, wobei jeder Punkt von Intervallen
beliebig kleinen MalRes Uberdeckt wird. Also wird jeder Punkt unendlich oft
Uberdeckt.

[1Sei (Ix) eine solche Uberdeckung. Zu & > 0 existiert dann ein K mit
1
(k) <e,
K K1
und (Ix)kmaist immer noch eine Uberdeckung von N. Also ist N eine p-Null-
menge. [T

= p-fast Gberall

Nun vereinbaren wir noch einige Redeweisen.

Eine Funktion f heiBt p-definiert auf R™, wenn es eine p-Nullmenge N gibt,
so dass f auf N°€ definiert ist. Ist (fx) eine Folge p-definierter Funktionen, so
gibt es auch eine gemeinsame p-Nullmenge N, so dass alle fx auf N°¢ definiert
sind 1 5. Man sagt dann auch, die Folge (fx)ksei p-definiert.

Allgemeiner sagt man, eine Eigenschaft gilt p-fast tberall auf R", wenn es
eine p-Nullmenge N gibt, so dass diese Eigenschaft auf N€¢ gilt. So heiRen zum
Beispiel zwei Funktionen f und g p-fast Uberall gleich, geschrieben f =, g, wenn
es eine p-Nullmenge N gibt, so dass f und g auf N¢ definiert sind und dort
Ubereinstimmen. Entsprechend sind f L, d und f L[,g erklart.

SchlieB3lich heil3t eine Funktionenfolge (fx) p-fast Uberall konvergent oder
kurz p-konvergent gegen eine Funktion f, wenn es eine pu-Nullmenge N gibt, so
dass alle fx auf N°¢ definiert sind und dort punktweise gegen f konvergieren.
Daftr schreiben wir auch fx -, f. Entsprechend ist eine p-monotone Funktionen-
folge definiert.
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Abb 5

Di Lerknz zweier I I EJ
Intervalle

= Zulassige Mengen

Vereinigung und Di LCerknz von Intervallen sind im Allgemeinen keine Inter-
valle. Daher betrachten wir nun die groRere Familie der zulassigen Mengen, die
ebenfalls sdmtlich beschrankt sind.

Definition Jede Vereinigung von endlich vielen Intervallen in J" heif3t eine
zulassige Menge im R"™. Ihre Familie wird mit Z" bezeichnet. [ 1

Satz Die Familie Z" bildet einen Mengenkorper: Vereinigung, Durchschnitt
und Di Lerknz endlich vieler zulassiger Mengen sind wieder zulassige
Mengen. [ 1

o Seien M = 11 1T und N = J; 104 zulassige Mengen. Es ist
klar, dass deren Vereinigung wieder eine zuléassige Menge ist. Ihr Durchschnitt ist
—1
MnN= (Ik n J|).
k.l
Jeder Schnitt Ig n J; ist ein beschranktes n-Intervall 1 1, und die Vereinigung ist
endlich. Also ist M n N ebenfalls zulassig.

Ihre Di Lerknz konnen wir darstellen als —
— —
M [CNI= (I, COC) Oy CO0I)) = I O30 .

1[KIml 10Thl

Jede Dilerknz Iy [Iist eine zuldssige Menge, wie man elementar beweist.
Durchschnitt und Vereinigung ergeben hieraus wieder zulassige Mengen, wie
bereits gezeigt wurde. Also ist auch M [NI zuléssig. [

Wichtig fur die Definition des Integrals ist die Beobachtung, dass zulassige
Mengen immer als Vereinigung disjunkter Intervalle geschrieben werden kdnnen.
Der Beweis des folgenden Lemmas ist als Ubung tberlassen.

Lemma Jede zulassige Menge M = J; [ 1[JJ kann geschrieben werden als
Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle Iq, .., I, mit

lknJ = LI 1} CIY

far alle k, 1. Jedes Iy ist also ganz oder gar nicht in jedem J; enthalten. [

20.8
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Abb 6 Darstellung einer zulassigen Menge

J3
J1 Ik

Jo

20.2
Treppenfunktionen

Wie beim Cauchyintegral definieren wir das Lebesgueintegral zunachst fur
besonders einfache Funktionen. Die Klasse dieser Funktionen hangt nicht vom
Mal p ab.

Definition Eine Treppenfunktion auf dem R" ist eine Funktion der Gestalt
1
s = CkXik
1 [KIml
mit endlich vielen Intervallen Ix [CJ1 und reellen Zahlen cx Rl Der Raum
aller solchen Treppenfunktionen wird mit 7" bezeichnet. [ 1

Bemerkung Einige oder alle Koe [Zziehten ci durfen hierbei Null sein. Man
muss also nicht solche Konstanzintervalle >aussortieren<, auf denen s verschwin-
det. [

Jede Treppenfunktion s nimmt nur endlich viele Werte an und ist damit
beschrankt. Ihr Trager, definiert als die abgeschlossene Menge

supp(s) [T #0} ={x CRI': s(x) #0} ,

ist ebenfalls beschrankt, somit kompakt, und eine zulassige Menge.

Jede Treppenfunktion s besitzt unendlich viele solcher Darstellungen. Ins-
besondere gibt es auch immer Darstellungen mit disjunkten Intervallen Iy 13.
Diese nennen wir ein mit s vertragliches System, und die einzelnen Intervalle
heilRen Konstanzintervalle von s. Ein gemeinsames vertragliches System gibt es
auch fur jede endliche Zahl von Treppenfunktionen:

Lemma Zu je endlich vielen Treppenfunktionen gibt es immer ein gemeinsa-
mes vertragliches System von Konstanzintervallen. [ ]

20.9
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[ Seien Sq, .., Sn Treppenfunktionen und Iy, .., Ik, die Konstanzinter-
valle von si. Die Vereinigung dieser endlich vielen Intervalle ist eine zul&ssige

Menge. Es gibt daher 1 g paarweise disjunkte Intervalle J4,..,Jr so, dass
I 1 I 11 ]
Ji = Ikt
100F] 10KOAL O

wobei jedes J; ganz oder gar nicht in jedem dieser Iy enthalten ist. Somit ist
jedes Ji Konstanzintervall jeder Treppenfunktion sk. Also bildet Jq,..,J; ein
mit allen sy, .., sy vertragliches System. D

10 Lemma Sind s und t Treppenfunktionen, so sind es auch as fur o [CRlsowie
s+t, st, max(s,t), min(s,t), |s|.
Somit bildet T™ eine reelle Algebra. [ 1

[0 Betrachte zum Beispiel max(s,t). Wahlen wir zu s und t ein gemeinsa-
mes vertragliches System von Konstanzintervallen 14, ..,1y 1.9, SO ist

1 1
s = akXly t= biXi, -
1 [KIIm] 1

Dann gilt
—1
max(s,t) = max(ak, bk)Xi, -
1

Also ist max(s,t) ebenfalls eine Treppenfunktion. I

= Integral

Das Lebesgueintegral einer Treppenfunktion wird wie beim Cauchyintegral
definiert. Der einzige Unterschied ist, dass wir Intervalle mit einem allgemeineren
Mafd als nur dem Volumenmalf messen.

Definition Sei
1
s = CkXl
1 [KIIml
eine Treppenfunktion mit disjunkten Intervallen Iy [CJ1. Dann ist das Lebes-
gueintegral von s bezuglich eines Males . oder kurz das p-Integral von s
definiert als die reelle Zahl

| I |
lu(s) CO  cp(ly). [
1 [KIIml

Das Integral von Treppenfunktionen ist immer endlich, da alle Intervalle
beschrankt sind und die Summe endlich ist.

20.10
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Diese Definition ist naturlich erst gerechtfertigt, wenn wir zeigen, dass der
Wert des Integrals nicht von der Darstellung von s abhéngt. Der Beweis beruht
darauf, dass es zu je zwei verschiedenen vertraglichen Systemen von Konstanzin-
tervallen einer Treppenfunktion immer ein weiteres solches System gibt, dessen
Intervalle ganz oder gar nicht in den vorliegenden Intervallen enthalten sind 1 9.
Der Rest ist dann Routine.

a. FuOr das LAngenmal’ A ist dies das Cauchyintegral 101 .
b. Fur eine Masseverteilung m auf einer diskreten Menge A ist
1
Im(s) = s(p)M(p),
p A1

wobei wegen der Kompaktheit des Tragers von s die Summe sich nur Uber die
endlich vielen Punkte in A\ n supp(s) erstreckt. Die Summe ist also endlich, auch
wenn A keine endliche Menge ist.

c. Bezuglich des zdhlmaRRes v auf N ist jede Funktion a: R - R mit

beschranktem Tréager eine Treppenfunktion, und
1
Iy(@) = a(n).

n[11

Satz Das p-Integral auf J" ist linear, monoton, und erfillt die Dreiecksun-
gleichung. Fur Treppenfunktionen s,t und reelle Zahlen a gilt also
(i) Linearitat: Iy(as +t) = aly(s) + 1, (1),
(i) Monotonie: s [ CT}(s) CI(t),
(iii) Dreiecksungleichung: [l (s)|] CLI(Is]). [

i Die letzten beiden Eigenschaften folgen aus der Positivitat des Malies.
So ist zum Beispiel mit einem vertraglichen Intervallsystem

L1 L1
()] = % CkH(lk)gj [eikl u(he) = 1u(sD).

1 [KIIml 1 [KIIml

Alles andere ist Routine. [l

= Ausdehnung des Mal3es

Die charakteristische Funktion einer zulassigen Menge ist ebenfalls eine
Treppenfunktion 1 g. Wir kdnnen damit jedes Intervallmald g ausdehnen zu einer
Funktion

2" - [0,00), (M) CLM(Xm)-

Fur ein Intervall 1 1 gilt insbesondere
H =1u0) = 1-pd) = ud),

20.11
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denn ¥, ist eine Treppenfunktion mit Konstanzintervall 1 und Wert 1. Somit gilt
{]d" = 1, und I definiert eine Fortsetzung von p auf Z". Im Weiteren schreiben
wir hierfur ebenfalls wieder p.

Satz Die auf Z" ausgedehnte Funktion u ist ebenfalls additiv, monoton und
reguléar. FUr zulassige Mengen M und N mit N M gilt auBerdem

p(M CND =p(M) —p(N). ]

o Sind M und N zuléssig und N [CMI, so ist auch O = M [Nlzuléassig 1.7,
und M = N [Qlist eine disjunkte Vereinigung zuléssiger Mengen. Aufgrund der
Additivitat ist dann

H(M) = p(N) +p(O) = u(N) +p(M [N).

Da alle Terme endlich sind, folgt hieraus die letzte Behauptung. Alles Weitere ist
als Ubung tberlassen. [

20.3
Drei Hilfssatze

Fur den weiteren Aufbau der Theorie bendtigen wir drei Resultate Uber
Folgen von nichtnegativen Treppenfunktionen. Die ersten beiden werden auch
als erster und zweiter Hauptsatz von Lebesgue bezeichnet.

Mit T} bezeichnen wir im Folgenden den Raum aller nichtnegativen Trep-
penfunktionen.

Lemma A Sei (sk) eine steigende Folge in T} . Gilt
1im 1u(si) < oo,
so gilt auch limg_ e Sk <, 0. [
D Zu zeigen ist, dass
N ={x [CRI': sx(X) - o}
eine Nullmenge bildet. Sei dazu I = liml,(sk) < oo und M > 0. Fir jedes Kk ist
Ex ={sk > M} X [RT": sx(x) > M}

die Vereinigung endlich vieler Konstanzintervalle von sy und damit zuléssig.
Ferner ist sy [CMIxg, und deshalb

I CId(sk) LIA(MXE) = MIu(Xe) = MU(EK).

20.12
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Far alle k gilt somit
H(ED T3F

Wegen der Monotonie der Folge (sk) bildet (Ex) eine monoton steigende
Folge zulassiger Mengen, und es gilt

i T —
N 1 Ex= (Ex CEA;) CE.
k [0 k 11

Die Mengen Eg und Ex [CEJd-; fur k [Tdsind sdmtlich zuldssig und disjunkt, fur
deren Mal3e gilt deshalb 1 12

1 1
M(Ek [Ed-1) =  (M(Ek) — U(Ek-1)) = U(En) — H(E0).

k=1 k=1

Zusammen mit u(Ex) CIAM folgt hieraus

1
H(Ex CEd-1) + p(Eo) I:KLAF
k O
Stellen wir jetzt noch jede dieser Mengen als endliche Vereinigung disjunkter
Intervalle dar 1 g, so erhalten wir eine abzahlbare Familie disjunkter Intervalle,
die N Uberdecken und deren MaRsumme kleiner ist als I/M. Da | fest und M
beliebig ist, ist N eine Nullmenge. [0

Lemma B Sei (sk) eine fallende Folge in T". Gilt

limsyg =, 0,

k- o0

so giltauch limyg_ e lp(sk) =0. [

o Sei sp [Sd [Csd 1 [CQOleine solche Folge. Aufgrund der Monotonie
des p-Integrals 1,11 gilt dann auch

Ihn(so) [CI(s1) CLi(sz) 10Tl

Zum Beweis des Lemmas genugt es daher zu zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein
n [Qlgibt, so dass I,,(sh) <E€.

Aufgrund der Monotonie und Nichtnegativitat der Treppenfunktionen si
sind ihre Tréager alle enthalten im Trager Qo = supp(sp) . Diese Menge ist zul&ssig
sowie abgeschlossen und beschrankt, also kompakt. AuRerdem existiert aufgrund
der Monotonie der Folge der punktweise Limes der sx, und nach Voraussetzung
ist N = {limsk > 0} eine Nullmenge. Diese ist notwendigerweise in Qg enthalten.

Wir kénnen auch noch annehmen, dass jedes sk ein vertragliches System
von Konstanzintervallen besitzt, welches Qg Uberdeckt. Gegebenenfalls ergénzen
wir endlich viele geeignete Intervalle und weisen s dort den Wert O zu.
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Abb 7
Zum Beweis von n
Lemma B PR ey J P
{sk > 0}
Qo

Sei nun € > 0. Wir fassen dann alle Konstanzintervalle aller sy, auf denen
diese kleiner als € sind, zu einer abzahlbaren Familie zusammen und bezeichnen
sie mit 14,15, ... Diese Uberdecken Qg [N, da dort sx [Ql Ferner sei J1,J2, ..

eine Uberdeckung von N durch n-Intervalle mit der Eigenschaft, dass
1
n(d) <e/2.
IcT

Aufgrund der Regularitat von p existieren dazu o [efe Intervalle T, I und

Jy LI mit
 — 1
ph g+ p(d) <e.
| 11 | 11

Beide Familien zusammen bilden eine o [ede Uberdeckung der kompakten Men-
ge Qo. Nach dem Satz von Heine-Borel 1010 — der im R" genau wie in R gilt und
bewiesen wird 512 — gibt es auch eine endliche Teiluberdeckung. Es gilt also

Qo [ C LA LI CICJ)
mit einer geeigneten Auswahl und Umnummerierung dieser%tervalle.

Zu jedem 1, existiert nun ein Index k;, so dass Sk, < &. Wir setzen
n = max(Kg, ..,Kkr) und zeigen, dass 1,(sn) klein wird. Sei dazu

— — —
A= L, B= G m ca J.
1001x1 1001x1 101K 1

Dann ist xa + Xg [Tlauf Qg und deshalb

In(sn) CII((XA + XB)Sn) = lu(XasSn) + 1u(XsSn).

Aufgrund der Wahl von n und der Monotonie der Folge (sk) ist

snll Csd, %«3

fur jedes | und deshalb auch sy|A < €. Also gilt

ln(Xasn) CED (Xq,) = €H(Qo).

20.14
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Andererseits gilt

1 C1_
u@B) .1 pdh L)+ M <eg
10011 100161

und deshalb

lu(Xesn) LT84 LLI(Xe) CI9JLHIB) CETSJL,]
wobei [-1T-die Supremumsnorm bezeichnet. Also gilt insgesamt
Ih(sn) CEQU(Qo) + [sgD)]
Da n(Qo) und [sd[dnabhéangig von n sind, ist die Behauptung bewiesen. I

Lemma C Seien (sk), (tk) zwei monoton steigende Folgen in TY. Gilt

lim s, CJim ty,
Kk - oo K Kk - oo K
so gilt auch  limy_ o Ip(sk) Climng_ oo Ip(tk). [
o Betrachte
Un’m mX(Sn - tm, 0).

Dies sind nichtnegative Treppenfunktionen, die fur jedes feste n bezuglich m
monoton fallen mit limm_ e Unm =, 0. Also gilt mit Lemma B 114 auch

nlﬁ.imo lu(un,m) = 0.

Wegen upm [Sd—tm gilt andererseits 111 Ip(unm) CI(sn) — 1u(tm), also
lu(tm) CL(sn) — 1u(Unm)

fur alle m. Also gilt auch s g
1im 1y (tm) CTsn) = lim 1y (Unm) = Lu(sn)-

Da dies fir jedes n gilt, muss auch limpy e Iy (tm) Clilng e 1 (sn) gelten. Dies
gilt auch fur uneigentliche Grenzwerte. I

20.4
Monoton approximierbare Funktionen

Bis jetzt gingen wir genau so vor wie bei der Definition des Cauchyintegrals,
abgesehen vom Bezug auf ein allgemeines Mal3. Der entscheidende Unterschied
ergibt sich nun durch die Art, wie das Integral von den Treppenfunktionen auf
eine groflere Klasse von Funktionen ausgedehnt wird.

20.15

83



84

16

20 — Das Lebesgueintegral

Dazu betrachten wir zuerst Funktionen, die sich punktweise durch monoton
steigende Folgen von nichtnegativen Treppenfunktionen approximieren lassen.
Diese Funktionen sind also per definitionem nichtnegativ und dirfen auch den
Wert co annehmen.

Definition Eine Funktion u: R" - [0,0] heillt p-monoton approximierbar,
wenn es eine p-monoton steigende Folge (sk) in % gibt, so dass

u =, lim sy.

k- oo

Der Raum dieser Funktionen wird mit U" () bezeichnet. [ 1

Fur jedes Intervall 1 gilt x; CUI'(W) a-1.14.

Die Dirichletfunktion & = Xo ist A-monoton approximierbar 5.17.

Jede nichtnegative stetige Funktion auf R istin UY(A) a114.

Auch die Funktion f = oo ist p-monoton approximierbar.

Die charakteristische Funktion einer Cantormenge mit positivem Mal} ist
nicht A-monoton approximierbar 5.1 20. 11

rD_a.O.U;E

Multiplizieren wir eine solche Funktion mit 0, so kénnen Ausdrucke der
Form 0-co auftreten. Im Rahmen der Integrationstheorie ist es sinnvoll, solchen
Ausdricken den Wert O zuzuweisen, was wir von nun an tun werden. Es gilt also

0-0c0=0

fur alle Weitere.

Lemma Sind u und v in U"(W), so sind es auch cu fir ¢ [COlsowie
u+v, uv, max(u,v), min(u,v). 1

i Sind zum Beispiel (sk) und (t) monoton steigende Folgen in J7, so
ist es auch (sktk), da nur Produkte nichtnegativer reeller Zahlen auftreten. Aus
sk L und tx L,V folgt dann auch syt L[ iv sowohl fir eigentliche wie
uneigentliche Grenzwerte. Entsprechend alles Ubrige.

Das Integral fur Funktionen in U™ (1) wird in naheliegender Weise erklart.

Definition Ist u CUI'(u) der punktweise Grenzwert einer p-monoton steigenden
Folge (sk) in T7, so heil3t

lp(u) LI 1 (sk)

das Lebesgueintegral von u bezuglich p oder kurz p-Integral von u. Dieses
kann auch den Wert oo annehmen. [ 1]

20.16
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i Dieses Integral hangt nicht von der Wahl der Folge ab. Sei (tk) eine
weitere steigende Folge in T} mit tx [, 1. Dann gilt notwendigerweise

limsg =, limt.

Wenden wir Lemma C 115 mit [, dind L,_anstelle von =, an, so erhalten wir
lim 1, (s) Comn 1, (tk), lim 1, (sk) Comn Iy (ty).

Also sind beide Grenzwerte gleich.

a. Fur eine Treppenfunktion s [ZIT stimmt dieses Integral mit dem zuvor
definierten Uberein, denn die konstante Folge (s) ist eine geeignete approximie-
rende Folge.

b. Fur die Dirichletfunktion & gilt I15(d) = 0.

c. Eine stetige Funktion f: [a,b] - [0, o) ist der gleichm&Rige Limes einer
steigenden Folge von Treppenfunktionen in T} 5.113. Setzen wir also f auRerhalb
von [a,b] durch Null zu einer Funktion auf ganz R fort, so stimmen Cauchy-
und Lebesgueintegral Uberein:

]
f = In(F).

d. Eine stetige Funktion f: R - [0, o) besitzt immer ein A-Integral. Dies
kann auch den Wert co annehmen und stimmt mit dem uneigentlichen Cauchyin-
tegral von f Uberein g.111.

Lemma Fur u,v CUI'(p) und c COlgilt
lu(cu +v) =cly(u) + 1, (v).
Ist u M, so gilt ferner 1,(u) CLI(v). [

mmo Sind (sk) und (tk) monoton steigende Folgen von nichtnegativen Trep-
penfunktionen mit sy [ und tx LA, so ist (csk + tx) eine solche Folge mit
csk + tx [,du+ v, und es gilt

lu(cu+v) =limly(csk + ty)

= lim (Ig(csk) + 1u(t))
=limcly(sk) + lim Iy (t) = cly(u) + 1 (v).

Entsprechend wird die Monotonie gezeigt 5.1.15. [

Man beachte, dass U" () o Lensichtlich kein Vekorraum ist.

20.17
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= Monotone Konvergenz

Wir zeigen nun, dass U" () abgeschlossen ist unter monotoner Grenzwert-
bildung. Das heif3t, der punktweise Grenzwert einer monoton steigenden Folge in
U" () gehort wieder zu U™ (W), und dieser Prozess vergroRert den Raum nicht.
Aullerdem vertauschen Integral und Grenzibergang.

Satz von der monotonen Konvergenz Sei (ux) eine p-monoton steigende
Folge in U"(p). Dann ist auch

u =, limug CU(),
und es gilt
Ip(u) = lim I (ug). 1
I Zu jedem ug existiert eine steigende Folge (Sk )i rmin T mit

Sk [sdo [sds [.10sd) L.

Dabei kdnnen wir annehmen, dass die punktweise Konvergenz fur alle k aul3er-
halb einer gemeinsamen Nullmenge N stattfindet 1 5. Dann sind die Funktionen

[ 1
tm [Cmlax sk : 1 CKI M m [CT]

als Maximum Uber jeweils endlich viele nichtnegative Treppenfunktionen eben-
falls nichtnegative Treppenfunktionen 1 10. Diese bilden ebenfalls eine monoton
steigende Folge, wobei

tm LUm L4, m [Tl
Es gilt auch
tm LU

Denn gilt dies in einem Punkt p nicht, so ist t(p) Cliin t,(p) < u(p) fur alle m.
Dasselbe gilt dann auch fur alle sk ;(p). Folglich gehort p zu der Nullmenge N,
auf der die Treppenfunktionen nicht gegen u konvergieren.

Somit ist u CUI'(p). Aus der Definition des Integrals folgt auBerdem

lim 1, (tm) = 1p(u).
Wegen ty, [, Uy LU ist andererseits 117

In(tm) CId(um) CTICU).

Also gilt auch lim I, (um) = 1, (u). [

20.18
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20.5 — Messbare und summierbare Funktionen

Abb 8

Die Treppenfunktion

Om im Gegenbeispiel
m g p Om

3|

[—_Hin Gegenbeispiel  Fur nicht-monotone Folgen gilt dieser Satz nicht, selbst
wenn die Konvergenz gleichmafig ist. Fur die Treppenfunktionen o, = m_lx[o,m]
beispielsweise gilt

Om [T 1,(0m) =1 COF I,(limoy),

doch die Konvergenz gegen die Nullfunktion ist nicht monoton. 11

20.5
Messbare und summierbare Funktionen

Wir bilden nun den Raum aller Funktionen, die sich als Di Lerknz von mono-
ton approximierbaren Funktionen darstellen lassen. Um undefinierte Ausdricke
zu vermeiden, betrachten wir dabei nur Funktionen, die p-fast tiberall endlich
sind.

Definition Eine Funktion f: R" - R heit p-messbar, wenn
f=,u—v
mit u,v CUI'(u), wobei
max(u, V) <, oo.

Jede solche Darstellung heil3t eine wohldefinierte Darstellung von f. Der
Raum aller p-messbaren Funktionen wird mit M"(u) bezeichnet. [1

Man beachte, dass
U (p) EM" ().

Eine p-monoton approximierbare Funktion ist dann und nur dann p-messbar,
wenn sie p-fast Gberall endlich ist.

Satz  Der Raum M"(u) bildet eine Algebra. [1

20.19
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Abb 9 Positivteil und Negativteil einer Funktion

umn Seien f =, u—v und g =, U — V wohldefinierte Darstellungen aus p-
fast tberall endlichen U™ ()-Funktionen. Da Summen und Produkte aus solchen
Funktionen wieder p-monoton approximierbar 116 und p-fast Uberall endlich
sind, sind

f+g=,(Uu+l)—(v+V),
f—g=,(u+7)—(v+0),
fg =, (ud+vV) — (uvV +vi)

wohldefinierte Darstellungen von f =g und fg. Also sind diese ebenfalls p-
messbar. Dasselbe gilt fur skalare Vielfache, denn

cf =, cu—cv

ergibt sowohl fur ¢ [COlwie auch ¢ < 0 wieder eine wohldefinierte Darstellung.
Also ist M" () eine Algebra. o

Eine messbare Funktion hat nattrlich viele verschiedene wohldefinierte
Darstellungen. Gewissermaf3en kanonisch ist dabei die Darstellung durch

f, Cmax(f,0), f. Cmax(—f,0),

genannt der Positivteil respektive Negativteil der Funktion f. Auch der Negativteil
einer Funktion ist also nichtnegativ, und o LCedsichtlich gilt

f=f—-1~, If] =f. +f_.
Unter anderem gelten die Identitéaten
max(f,g) =(f —g)+ +g=(f —g)-+f,
min(f,g) =g—-(Ff —9g)-=f - —9)+,
die man leicht verifiziert. Fir f = u — v folgt hieraus beispielsweise
f. = max(u,v) —v, f_=v —min(u,v),

unabhéangig davon, ob dies eine wohldefinierte Darstellung ist oder nicht. Daraus
ergibt sich unmittelbar folgender
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Satz Sind f und g p-messbar, so sind es auch
f., f, |f], max(f,g), min(f,qg). 1

Man beachte allerdings, dass f. und f_ zwar nicht negativ und messbar, aber
nicht notwendigerweise monoton approximierbar sind. Dies gilt zum Beispiel fur
die charakteristischen Funktionen von Cantormengen mit positivem A-Mal3 5.1.20 .

= Summierbare Funktionen

Das Integral einer messbaren Funktion f = u — v ist als DiLerknz der
Integrale von u und v nur dann wohldefiniert, wenn wenigstens eines von ihnen
endlich ist. Das Integral selbst darf unbeschréankt sein. Das erlaubt uns spéater,
das Mal3 unbeschrankter Mengen durch das Integral ihrer charakteristischen
Funktionen ohne einen weiteren Approximationsprozess zu erklaren.

Definition Eine Funktion f [CM"(u) besitzt eine p-summierbare Darstellung,
wenn es eine wohldefinierte Darstellung f =, u — v gibt mit

min(l,(u), Iy (v)) < .
In diesem Fall heil3t f p-summierbar, und
I (F) CII(U) — 1u(v)

das Integral von f bezuglich p oder kurz das p-Integral von f. Der Raum
der p-summierbaren Funktionen wird mit M () bezeichnet. [

mw Das Integral ist unabhéngig von der summierbaren Darstellung. Denn
ist f =, U —V eine zweite solche Darstellung, so ist u+V =, v + U und damit 1 17

() +1I(V) = 1 (u+ V) =1 (v +0) = Ip(v) + 1, (0).

Sind alle Ausdrticke endlich, so sind wir fertig. Ist aber zum Beispiel I,(u) = oo,
so ist notwendigerweise I, (v) < oo. Dann ist aber auch I, (07) = oo und I, (V) < oo,
und damit

lp(u) — 1 (v) = 1@ — 1,(V) (1)

auf der erweiterten Zahlengeraden. Also ergeben beide Darstellungen dasselbe
Integral 1,(f). Analog argumentiert man im Fall 1,,(v) = co. I

In einer p-summierbaren Darstellung f =, u—v sind also u und v monoton
approximierbar, p-fast tberall endlich, und wenigstens eines der Integrale I, (u)
und I, (v) ist endlich. O Lensichtlich ist

TN CUP () 0 M () EMD () M (),

20.21
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und jede Inklusion ist echt. Der Raum MY (W) ist allerdings kein Vektorraum 4.77.
Der Positiv- und Negativteil einer messbaren Funktion nicht nur messbar 1 51,
sondern tatséchlich summierbar. Grundlage dafur ist das folgende

Lemma Ist f p-messbar und nichtnegativ, so ist f p-summierbar, und zu
jedem € > 0 existiert eine p-summierbare Darstellung

f=,u—v, lu(v) <e. 1
o Besitzt f eine wohldefinierte Darstellung, so auch eine Darstellung 5-1.17
1
f =n (Uk - Vk)
Kk L]

mit U" (u)-Funktionen uy, vk so, dass vk [Cug und I, (uk) < oo fir alle k CIIFar
jedes k [Tlexistiert dazu eine Treppenfunktion tx mit

0 CHd O, |,J(vk—tk)<%.

Dann gehdren Ox = ux —tx [COlund Vi = vk —tx [Olebenfalls zu U" (W), ebenso

1 1
u= Uk, VvV = Vg
k 11 k 11

aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz ;1g. Es giltdann f =G —V

und

1 1
IH(\?) = Iu(vk) = Ip(Vk —tk) < 5K =
k 11 k 11 klj}

wie gewlnscht. [

€

Satz Ist f p-messbar, so sind f., f_ und |f| p-summierbar, und es gilt
(D = 1u(f) + 1L ().
Ist f p-summierbar, so ist f = f, —f_ eine p-summierbare Darstellung, und
(@) = 1) — ().

mw Die erste Behauptung folgt aus dem vorangehenden Lemma. Um die
zweite Behauptung zu zeigen, sei f =, u — v eine summierbare Darstellung mit
nichtnegativen Funktionen. Dann gilt

u="*f,+min(u,v) 1] v =f_+ min(u,v) 1]
und damit auch 122

lu(u) CL(E), (V) CL(E).
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Da mindestens eines der links stehenden Integrale endlich ist, gilt dies auch fur
Iu(f+) und I, (f). Somitist f = f, — f_ eine summierbare Darstellung, und

u(F) = 1) = 1u(v) = 1u(®) — 1 (f).

Eine p-messbare Funktion ist somit nicht p-summierbar, wenn sowohl 1, (f+)
als auch I,(f-) unbeschrankt sind.

a. Jede monoton approximierbare Funktion ist p-summierbar.
b. Die Exponenzialfunktion exp ist A-summierbar.
c. Die Sinusfunktion sin ist nicht A-summierbar. 11

20.6
Die Satze von Beppo Levi und Fatou

Der Satz von der monotonen Konvergenz ;.1g gilt auch fur messbare Funk-
tionen. Allerdings mussen wir eine obere Schranke voraussetzen, damit auch die
Grenzfunktion p-fast Uberall endlich ist.

Satz von Beppo Levi Sei (fx) eine p-monoton steigende Folge nichtnegativer
Funktionen in M"(p). Gilt

sup ly(fk) <oo oder f =, limfy <, oo,
so ist f p-summierbar, und es gilt
I(f) =limly(f). [

mmw Wir kbnnen annehmen, dass fo = 0. Aufgrund des vorangehenden
Satzes 12, existiert fur jedes k [Ileine summierbare Darstellung

fic — fe1 = Uk — vy, IH(Vk) < 27K,
Somit ist
1 S|
fu= (i —fic)= (U —v))=9gk—hk
I=1 =1
mit
| S S
=1 =1

Diese Funktionen bilden monoton steigende Folgen in U"(u). Aufgrund des
Satzes von der monotonen Konvergenz 1.1g gilt also

ok G4 CUM'(p),  he GA CUT(W).
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Far alle k ist dabei

| S P 41
Iu(hk) = IH(V|) 1 E =1.
I=1 I=1

Also ist 118 Ip(h) =liml,(hx) Tlund damit 33 h <, co. Dann ist aber auch
Ok = fk + hx [0 <, oo,
denn entweder gilt f <, co oder sup I (gk) Csdp I, (fk) < oo. Also ist
f=,limfx =Ilim(gx —hy) =limgk —limhx =,9g—h
eine wohldefinierte und summierbare Darstellung, und es gilt
Iu(F) = 1u(@) — 1u(h) = lim g (gk) — lim 1, (hy)
= lim (Iu(9x) — lu(hi))
=lim1,(gk — hk)
=lim I, (f).

Damit ist alles gezeigt. [0

Far nicht-monotone Folgen gilt dieser Satz nicht ;1 19, denn das Gegenbeispiel
zum Satz von der monotonen Konvergenz ;19 funktioniert auch hier. Statt dessen
gilt das

Lemma von Fatou Sei (fx) eine p-fast Uberall konvergente Folge nichtnegati-
ver Funktionen in M"(u). Gilt

sup lu(fk) <oo oder f =, limfy <, oo,
so ist f p-summierbar, und es gilt

I (f) Cdimninfl (). [
[ Betrachte die Funktionen

@k, LCof(fy, .., f), k 11

Diese sind samtlich messbar 121, nichtnegativ, und bilden fir jedes k eine mono-
ton fallende Folge bezuglich |. Die Folge (fk — @k,1)1 oxaiSt monoton steigend in
M"(n) und nach oben durch fx beschrankt. Wir kénnen daher darauf den Satz
von Beppo Levi 124 anwenden und schlie3en, dass

Px = ||im @k, = inf(fy, fkr1, ..)
fur jedes k summierbar ist, mit

(@) I I, ().
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Die Folge (k) steigt monoton, mit
limey = liminffy =, limf, =, .

Wir kénnen den Satz von Beppo Levi daher nochmals anwenden und schliel3en,
dass f ebenfalls summierbar ist, mit

Iu(f) = lim Iy (k) Eﬁ]lin irtmlfcllp(ﬁ) = liminf 1, (fk).
Damit ist das Lemma bewiesen. [

I Das Beispiel 119 der Treppenfunktionen om = m~1x[om; zeigt auch, dass
im Lemma von Fatou die strikte Ungleichung eintreten kann, denn

om O] lu(om) =1>0,
Auch ist die Nichtnegativitat der Funktionenfolge notwendig, denn fir o, = —opm
gilt

on O] lu(ocm)=-1<0. o0
Satz  Sei f p-messbar und nichtnegativ. Dann gilt

f=,0 L[CO((f)=0 [

i Die Funktion f ist jedenfalls summierbar 102. Ist f =, 0, so ist o [eO-
sichtlich 1,,(f) = 0. Um die Umkehrung zu beweisen, betrachte fx = kf fur k O]
Diese Folge ist nichtnegativ und monoton steigend in M"™ (1) mit

sup Iy (fk) =supkl,(f) =0.
ko k 01

Der Satz von Beppo Levi ist damit anwendbar, und der punktweise Limes der fy
eine summierbare Funktion. Dies ist aber nur méglich, wenn f =, 0. (I

20.7
Integrierbare Funktionen

Das Integral summierbarer Funktionen kann unbeschrankt sein. Mit Blick
auf die Konstruktion vollstandig normierter Raume wie die LP-Raume ist es
aber notwendig, R&ume von summierbaren Funktionen mit endlichen Integral zu
betrachten.

Definition und Satz  Eine p-summierbare Funktion f heil3t p-integrierbar, wenn
ihr p-Integral endlich ist. Der Raum aller p-integrierbaren Funktionen wird
mit L"(u) bezeichnet. [1

20.25

93



94

27

20 — Das Lebesgueintegral

Es gilt also
TN CLT () CME () CM™(w),

und jede Inklusion ist echt. Eine Funktion in U"(n) gehort dann und nur dann
zu L"(W), wenn ihr Integral endlich ist.

Satz  Der Raum L"(p) ist ein Vektoraum, und das Lebesgueintegral definiert
ein lineares Funktional

o L) - R, f CIAf). [

mmn Wir zeigen die Additivitat. Funktionen f,g CLI'(u) besitzen summier-
bare Darstellungen f = u—v und g = U0 — ¥V mit integrierbaren Funktionen in
U" (). Dann sind auch u+V und v + T integrierbare U" (u)-Funktionen ;17 und
damit

fog=u+?)—(+D)
eine Darstellung mit integrierbaren Funktionen. Weiter folgt
IW(fF—9) =1l,(u+V)— I, (v+0)
= lp(u) = (V) — 1@ + 1,(V)
= () — 1.(9).
Alles andere wird entsprechend gezeigt. I

Von&un an verwenden wir die klassische Leibnizsche Notation

 fdu LT

auch fur das Lebesgueintegral. Ein Unterschied zum Cauchyintegral besteht
allerdings darin, dass eine Funktion f dann und nur dann p-integrierbar ist,
wenn es auch |f| ist. Dies ergibt sich daraus, dass f = f, —f_ eine summierbare
Darstellung von f ist. Allgemeiner gilt folgendes

Majorantenkriterium Ist f p-messbar, g p-integrierbar und |f| [,gd, so ist
auch f p-integrierbar, und es gilt
1 (.

|fldp 1 gdp. 1
R" Rn
o Aus |f] Cd und der Integrierbarkeit von g folgt 1 23

I (fe) + 1 () = 1, (IF]) CLM(g) < .
Also sind beide links stehenden Integrale endlich, und folglich 1 23

1L (F) = 1, (F2) — 1, (F) < eo. D
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Der wichtigste Satz der Lebesguetheorie betri [ die Vertauschbarkeit von
Integration und punktweisen Limes unter sehr allgemeinen Bedingungen. Er wird
auch als Satz von der dominierten Konvergenz bezeichnet.

28 Satz von Lebesgue Sei (fk) eine p-fast Giberall konvergente Folge in M" ().
Gibt es eine Funktion g [_LI'(n), so dass

Ifl L9, kL1

so ist f =, limfx p-integrierbar, und es gilt
1

fdu:iim fidp. 1

~o0 RN

R

mmm Die Funktionen g + fx sind samtlich messbar, nichtnegativ, und konver-
gieren p-fast Uberall gegen g + f. AuRerdem gilt fur alle k

g+ fix gk |fi| [ Ag <, .
Mit dem Lemma von Fatou ist somit g + f integrierbar, und es gilt
lu(g +f) =1,(g+limfy)
CTimninf 1,(g + fk)
= lu(9) + liminf 1, (f).
Da g integrierbar ist, ist auch f integrierbar, und es folgt
I, (f) Coninf 1, (f).
Argumentiert man entsprechend fur g — fx Q] so folgt
lu(@—"1) =1,(g —limfy)
CTidn inf 1,(g — i)
= 1.(9) — limsup 1, (f).

und man erhalt

limsup I, (fik) CTI(F).
Somit konvergiert die Folge 1, (fk) mit Grenzwert I,(f). [

I_Das Beispiel 119 der Treppenfunktionen o, = m_lx[o,m] zeigt auch, dass

eine integrierbare Majorante unverzichtbar ist. Die kleinste Majorante ist hier
I:I—l
g= m “X(m-1,mj]-
m
Ihr A-Integral ist die harmonische Reihe. Also ist g nicht A-integrierbar. Und

tatsachlich gilt der Satz von Lebesgue fur die Folge (o) nicht. 11
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20.8
Messbare Mengen

Definition Eine Menge A [RI' heif3t p-messbar, wenn ihre charakteristische
Funktion Xa p-messbar und damit 22 auch p-summierbar ist. Ihr Maf3 ist
dann

H(A) I:FI{ Xa du.
Die Familie aller p-messbaren Mengen wird mit A" (u) bezeichnet. [ 1

—a. Jedes Intervall und jede zulassige Menge ist p-messbar, und ihr Mal
stimmt mit dem bereits definierten Mal3 Uberein.
b. Q" und R" sind p-messbar, und im Fall des VolumenmaRes A ist

A(QM =0, AR™) = oo.
c. Jede Borelmenge - siehe néchste Seite —ist p-messbar fur jedes Mall p. 111

Lemma st ( ine monoton steigende Folge p-messbarer Mengen, so ist
auch A= | Ax H-messbar, und es gilt

H(A) =limp(A). ]

umn Die charakteristischen Funktionen xa, bilden eine monoton steigende
Folge nichtnegativer messbarer Funktionen mit xa, [a [Il Der Satz von
Beppo Levi 124 ist also anwendbar. Somit ist xa [CMZ(p) und

H(A) = Iu(Xa) = lim1(Xa) = limu(Ak). T

Satz Die Familie A"() aller p-messbaren Mengen bildet eine o -Algebra: sie
enthalt die leere Menge und ist abgeschlossen unter abzahlbaren Vereini-
gungen und abzahlbaren Durchschnitten sowie Komplementbildung. [ 1

i Die Vereinigung zweier messbarer Mengen ist wieder messbar, denn 1.2,
Xa s sup(Xa, Xs) ist messbar. Dasselbe gilt dann fur Vereinigungen endlich
vieler messbarer Mengen. Die Vereinigung abzahlbar vieler messbarer Mengen

Ay ist darstellbar als Vereinigung einer steigenden Folge messbarer Mengen,

s [ —
A= I(Ak:“l"ﬂ klﬁk'

n-oo

und damit ebenfalls messbar 1 og. Das Komplement A einer messbaren Menge A
ist messbar, denn Xac =1 — Xa.
Die Messbarkeit abzahlbar vieler Durchschnitte folgt mit den bisherigen

Ergebnissen und der Regel von de Morgan,

1 I |
kAk: kAﬁ . [T
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Da sich o [edle Mengen als abzahlbare Vereinigung von n-Intervallen schrei-
ben lassen und deren Komplemente die abgeschlossenen Mengen bilden, erhalten
wir folgendes

Korollar O [Cede und abgeschlossene Mengen sind messbar beziglich jeden
MaRes p. [ 1

I—Der Durchschnitt abzéhlbar vieler o CLeder Mengen, genannt Gs-Mengen, ist
p-messbar. Dasselbe gilt fr die Vereinigung abzahlbar vieler abgeschlossener
Mengen, genannt F;-Mengen. (111

Die Familie A"(p) aller p-messbaren Teilmengen des R" enthalt damit
auch die Borelalgebra B", welche definiert ist als die kleinste g -Algebra, die alle
o [eden und abgeschlossenen Teilmengen des R" enthalt. Sie hangt also nicht
von der Wahl eines Mal3es, sondern nur von der Topologie des R" ab. Es gilt
beispielsweise

B" CA"(\) CPRM,

worauf wir hier allerdings nicht eingehen werden.

= Integrale Uber messbare Mengen

Alle Integrale erstreckten sich bisher Uber den Gesamtraum R". Integra-
le Uber messbare Teilmengen werden hierauf zurickgefuhrt, indem man die
betre [edde Funktion durch 0 auf deren Komplement fortsetzt.

Ist also A [CRT eine beliebige Menge und f: A - R eine beliebige Funktion,
so definieren wir deren Fortsetzung auf den Gesamtraum R" als

1
Lel auf A,

auf AC.

fa

Fiar eine auf ganz R" erklarte Funktion f gilt also fa = xaf . Die Funktion f heif3t
p-messbar auf A, wenn sowohl A als auch fo p-messbar sind. lhr Integral tber

A ist dann definiert als
1 1

fdu 1 fadp.
A Rn

Man Uberlegt sich, dass alle bisherigen Satzen entsprechend auch hierfar gelten.
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20.9
Parameterabhangige Integrale

Eine typische Anwendung des Satzes von Lebesgue betri [ parameterabhan-
gige Integrale. Sei dazu | ein nichtentartetes Intervall und

f: I xR" - R, (t,x) CI{,x)
eine Funktion mit der Eigenschaft, dass fur jedes t [T Hie partielle Funktion
fi: R" R, fi(x)=1(,x)

messbar ist. Der Parameter ist also t, und f; bezeichnet hier nicht die partielle
Ableitung nach t, sondern die Funktion zum fixierten Parameterwert t.

Satz Flr ein a [T elte
fa =, ll_l:r; ft.

Gibt es eine integrierbare Funktion g mit |f;| [,g fur alle t [T)so sind

auch alle f; integrierbar, und es gilt
1 1

fadu=lim  fody. [
RN t-a Rn

i Die Integrierbarkeit aller f; folgt aus der Existenz einer integrierbaren
Majorante g 1.27. Ist (tk) eine beliebige Folge in 1 mit tx - a, so gilt

fa =, limfy, |fi.| Col
Mit dem Satz von Lebesgue 1g folgt daher
I (fa) = p(limfy) = lim 1 ().
Da dies fur jede solche Folge (tk) gilt, folgt hieraus die Behauptung ;3. [

Korollar Sei fx = f(-,x) flur fast jedes x [CR" stetig auf |. Gibt es eine

integrierbare Funktion g mit |f;| C_glfar alle t [CLso ist auch
1

F: 1R, F@)= frdp
RN
stetigauf 1. [ 1

Satz Essei f5 fir ein a [Ilintegrierbar, und die partielle Ableitung f™= o;f
existiere in jedem Punkt von | x R". Gibt es eine integrierbare Funktion g
mit |f{ Cgifur alle t CLlso ist auch

1

F: 1R, F@)= frdp
Rn
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auf | diCerknzierbar, und es gilt
1
Ffty=  f-dp, trCma [
er

mmm Aus dem Mittelwertsatz der Di Cerknzialrechnung g 10 und der Schranke
fur ffolgt fur beliebige t Zt in | die Abschatzung

%tk’x)_f(t’x) %ﬁlplf%,xn Co00).
tk_t s

Insbesondere ist

1T (t, 01 k(@ )| + |t —a] g(x),

und damit f; integrierbar fur alle t CIT1Konvergiert nun (tx) gegen t, so folgt
aus der gleichmaRigen Schranke fiir die Di [erenzenquotienten und dem Satz von
der majorisierten Konvergenz

F(t) — -
i FOO = FO _ L 00 9
t—t t—t
f(t,x) —F(t, %) o
= lim—x " du = fdp.

tk —t
Da dies fiir jede solche Folge (tx) gilt, ist F di [erenzierbar, und FYist durch das
letzte Integral gegeben. [T

[a. Far t = 0 ist bekanntlich
1
e ™Xdx = =.
0 t

Auf jedem t-Intervall [a, o) mit o > 0 besitzt die Funktion x"e ™ fur n QI
die integrierbare Majorante x"e~®*. Wir durfen daher unter dem Integral nach t
di Cerknzieren und erhalten fur die erste Ableitung

Ld 1
xe Xdx = =,
0 t2
und induktiv
n,—tx nan g —tx n nl n!
JXTeTdx= (DY e dx= (D) =g n LA

Mit t = 1 erhalten wir insbesondere
J
x"e™Xdx =n! .
0
b. Ableitung der Fouriertransformation: Sei f: R - R integrierbar. Die
Fouriertransformierte von f ist, bis auf einen skalaren Faktor, die komplexwertige
Funktion
1
f: R-C, f(t)= f(x)e "™dx.
R
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Das Integral einer komplexwertigen Funktion wird hierbei durch die Integrale
der Real- und Imaginarteile gebildet und hat, bis auf die Monotonie, dieselben
Eigenschaften wie das reellwertige Integral. Insbesondere gilt auch die Dreiecks-
ungleichung a.1.28

Wegen

IfGoe™™| LIl x,t CR]

ist |f| eine konvergente Majorante des Integranden fur alle t. Da dieser in t
stetig ist, ist fAstetig auf R.

Ist zusatzlich auch xf integrierbar, so hat die t-Ableitung des Integranden
Ixf| als gleichmagglge integrierbare Majorante. Also ist f di Cerenzierbar und

Df(t) = 0 (FO)e ™) dx
R
=—i xf(x)e "™dx.
R
Somit ist fAsogar stetig di Cerknzierbar, und es gilt
Df = —i(xf)".

Mehr dazu im Kapitel Uber die Fouriertransformation.
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