21

Integration im R"

Fur Regelfunktionen stimmt das Lebesgueintegral mit dem Regelintegral
Uberein. Im eindimensionalen Fall stehen uns daher die vertrauten Techniken
zur Verfligung, um Integrale zu berechnen. Doch wie geht man in héheren
Dimensionen vor?

Im Wesentlichen gibt es zwei Moglichkeiten. Die erste ist als Satz von
Fubini bekannt. Er erlaubt es unter recht allgemeinen Voraussetzungen, ein
n-dimensionales Integral als Hintereinanderausfiihrung niederdimensionaler
Integrale darzustellen und so im Prinzip auf n eindimensionale Integrale zurtck-
zufuhren.

Die zweite besteht darin, ein Integral durch Einfihrung geeigneter Koordi-
naten — wie zum Beispiel Polar- oder Kugelkoordinaten — zu vereinfachen. Die
hierfur nétige n-dimensionale Transformationsformel ergibt sich allerdings, an-
ders als im eindimensionalen Fall, nicht direkt aus einer Kettenregel. Vielmehr ist
einiges Geschick erforderlich, um diese mit dem Satz von Fubini und partieller
Integration herzuleiten.

Es gibt noch eine dritte Mdglichkeit — die als Satz von Stokes bekannte
Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes auf hdhere Dimensionen. Diesen
betrachten wir im nachsten Kapitel, da er einigen begri [ichen Aufwand erfordert.
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21.1
Der Satz von Fubini

Wir betrachten das Problem, ein n-dimensionales Integral als Folge 1-dimen-
sionaler Integrale darzustellen, die wir — zumindest im Prinzip — berechnen
kénnen. Die Grundidee ist das Prinzip des Cavalieri. Sei D eine abgeschlossene
Menge in der (u, v)-Ebene. Jeder u-Schnitt

Dy ={v: (u,v) D}
ist eine abgeschlossene 1-dimensionale Menge mit 1-dimensionalem Maf3
1
L(Du) = o X0 dA;.

Der Flacheninhalt von D sollte sich dann als 1-dimensionales Integral tber diese

Schnittlangen darstellen lassen, also
1 1 1T 1

A2(D) = 2 XD dAz = . L(Du)dA = . RXD dA1 dA;.

Fur das FlachenmalB von Intervallen ist dies jedenfalls richtig, denn die
Flache eines 2-Intervalls ist das Produkt der Langen seiner Seiten. Damit gilt es
ebenso fur alle zulassigen 2-dimensionalen Mengen, denn diese lassen sich als
disjunkte Vereinigung von 2-Intervallen darstellen. Somit sollte dies auch fur
alle ebenen Gebiete gelten, die sich gut durch zulédssige Mengen approximieren
lassen.

Der Satz von Fubini verallgemeinert diesen Gedanken auf MaRe in beliebigen
Dimensionen, die sich als Produktmalle darstellen lassen. Dazu betrachten wir
jetzt den Raum

R" =R"x RS, r,s 1
Das Mal3 auf diesem Raum ist gegeben als Produkt

Hn = Hr X Hs

Abb 1

Zum Prinzip des Cavalieri

u
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211 — Der Satz von Fubini

Abb 2

Nullmenge mit N
verschiedenen
Schnitten

zweier Mal3e auf den Faktorraumen. Ziel ist, ein Integral bezuglich pn, durch zwei
Integrale bezuglich der MalRe p, und ps darzustellen.

Eine Komplikation besteht darin, dass im Allgemeinen nicht alle Schnitte ei-
ner pun-Nullmenge auch - oder pgs-Nullmengen sind, sondern auch positives Maf3
haben kénnen. Die genaue Formulierung des Satzes ist daher etwas umstandlich,
auch wenn dies fur seine Anwendung selten eine Rolle spielt.

Wir vereinbaren noch folgende Notationen. Ist eine Funktion

f: RTCRI xR® - R, f(xX)=f7(u,v)
gegeben, so sei ihr u-Schnitt die partielle Funktion ?
fu: R® - R, v I v) IqQu,v).

Ist diese Funktion ps-integrierbar fur alle u auRerhalb einer p.-Nullmenge in R",
so erhalten wir durch Integration Gber R® p,-fast Gberall erklarte Funktion
1

F: R"-R, Fu)=, RSfudps.

Die Frage ist, ob diese Funktion p-integrierbar ist, und ob
1 1 1 1

Fdpr = fdys dpr = fdpn.
r Rr RS Rn

R

Diese Frage beantworten wir zuerst fUr monoton approximierbare Funktionen.
Satz von Tonelli  Sei f CUI'(4p). Dann ist
1
fu G5 (us), ) Rsdes o (ur),

und es gilt
1 1 [ 111 1
fdun = Fdpr = fdys dpr.
Rn Rr RF RS
Dies gilt auch fur den Fall unbeschréankter Integrale. [ 1

! Ppartielle Ableitungen bendtigen wir hier nicht, so dass keine Velwechsrungsgefahl besteht.

11.12.2021 — 18:13 21.3
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21 — Integration im R"

= Beweis des Satzes von Tonelli

Fur den Beweis sei U' = Ui(w;) fur i =n,r,s. Da jedes MaR sich auf genau
einen Raum bezieht, kénnen wir auf deren Angabe in Integralen verzichten. —
Der Beweis erfolgt nun in mehreren Schritten.

Schritt 1 Der Satz von Tonelli gilt fur die charakteristischen Funktionen be-
schrénkter Intervalle. |

i Fur | =1 % I mit Intervallen 1, CJ1 und Is A ist f =X = X1, X, -
Fur jeden u-Schnitt gilt
fu = Xiu = X1, (W) xi, UL,

und Integratig Uber RS ergibt

F= XX, dus = ps(ls) xi, CU.
Aufgrun(lj:<|:ler Definition (Ij:els Produktmalles py = pr x Ys gilt schlieBlich
Fdur = ps(ls) X, dir

1
= s (Ir) = (1) = fdpn.

Damit ist fUr X, alles gezeigt. 1
Schritt 2 Der Satz von Tonelli gilt fur alle Treppenfunktionen. [

i Treppenfuntionen sind Linearkombinationen charakteristischer Funk-
tionen von Intervallen. Daher genuigt es zu zeigen, dass dieser Satz fur eine
Linearkombination aof + Bg gilt, wenn er fur Treppenfunktionen f und g gilt.
Gilt nun der Satz von Tonelli fur f und g, so gilt auch fur jeden u-Schnitt

(af +Bg)y = af, + Bgy L,

und es ist O O
F= fdus CT1, G= gdps CTN.
Also i h
SO |staﬁ O O
(af +Bg)dus =a fdpus +B gdys = oF +BG CI.
Und schlli%rISlich gilt dann auch, mit dem SI:IatZ von Tonelli fur f und g,

(-]

(aof +Bg)dpun =a fdu, +p gdu,
1 1 1
=o Fdur+B Gdur= (aF +BG)du,.

Das war zu zeigen. [
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211 — Der Satz von Fubini

Hilfssatz Sei N eine pn-Nullmenge. Dann ist p-fast jeder u-Schnitt

Ny ={v: (u,v) (NI} (Rt
eine ps-Nullmenge. [1

i Zu der pn-Nullmenge N existiert 206 eine Folge (Ix) von n-Intervallen,

so dass jeder Punkt in N von unendlich vielen Intervallen tberdeckt wird und
1

Hn (l) < oo.
k11

Die u-Schnitte (lxy) bilden dann eine Uberdeckung von Ny durch s-Intervalle,
wober jeder Punkt von N, unendlich oft Uberdeckt wird. Fir das MaR dieser
u-Schnitte gilt

— (—

Hs(lku) = Xigu AHs = nL'”go Wm(u)
k[T kTl -

—
qu = Xlkdus-

1 [KIIm]

mit

Dies ist eine monoton steigende Folge von Funktionen in J" mit beschrankter
Integralfolge, denn

- 5 1 1
Wmdpyr = X dps  dpe T pn(lk) < oo.
1 [KIIml k 11

Mit Lemma A 2013 gilt also limym <, oo, und damit auch
—1
“S(Ik,u) <u o,
k1

Also 206 ist Ny fir p-fast alle u eine ps-Nullmenge. [
Schritt 3  Der Satz gilt fur alle monoton approximierbaren Funktionen. [
mmo Sei f CUT und (f) eine Folge von Treppenfunktionen mit

fic G fy T (fi) T, (F).

Die Folge konvergiert also auerhalb einer pun-Nullmenge monoton gegen f.
Aufgrund des Hilfssatzes gibt es dann eine p,-Nullmenge N, in R", so dass auch

fk,u QUI u ENIr

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz ,o.1g folgt
1 1

f, C1f, fudps T, dps, u N.

215
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Damit gilt also
1 [

Fk= fidps LF = fdus,

wobei die Fi eine Folge in J" bilden. Wiederum mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz ist also F CUI, und mit Schritt 2 ist
(| 1

Fdur =1lim Fedp,
(| (|

=lim fxdpn, = fdpn.

Damit ist die Behauptung fur jede Funktion f CUI' bewiesen. [

s Der Satz von Fubini

Nun betrachten wir den Fall beliebiger messbarer Funktionen. Wie beim
Ubergang vom Satz von Beppo Levi zum Satz von Lebesgue setzen wir voraus,
dass die betrachtete Funktion nicht nur messbar, sondern integrierbar ist. Diese
Annahme ist unverzichtbar.

Satz von Fubini  Sei f CLI'(4p). Dann ist
1

fu G L°(s),  F l;lef dps CZI (),
und es gilt
1 1 1 —1

fdu, = Fdy, = fdus dyy. —1
Rn R RT RS

mmmn Sei f = g — h eine zuldssige Darstellung von f durch monoton approxi-
mierbare Funktionen. Fir g und h gilt somit der Satz von Tonelli, wobei nach
Voraussetzung alle auftretenden Integrale endlich sind. Die Behauptung fur f
ergibt sich hieraus mit der Linearitat des Integrals. [T

In klassischer Notation fur Volumenmale sagt dieser Satz Folgendes aus. Ist
f =f(x) =f(u,v) integrierbar, so ist der u-Schnitt f(u, -) fur fast jedes u eine
integrierbare Funktion von v. Dessen Integral beztglich v definiert fast Uberall

eine integrierbare Funktion F von u, und fir deren Integral gilt
1 1 1 1

F(u)du = f(u,v)dv du= f(x) dx.
R RT RS R"

Aus Symmetriegriinden kdnnen wir die Rollen von u und v vertauschen und
erhalten dementsprechend
1 1 1
f(xX)dx = f(u,v)du dv.
R" RS R"
Dabei bezeichnen du, dv, dx die Volumenmalfe auf R", R® respektive R".

21.6



211 — Der Satz von Fubini

In der Regel lasst man die Klammern hierbei weg und schreibt kiirzer
[ [ - 1

f(xX)dx = f(u,v)dudv = f(u,v)dvdu.
RN RS R' RS

R
Dies ist »von innen nach auflen< zu lesen. Beim letzten Integral zum Beispiel
wird der Integrand zuerst beziliglich v Uber RS integriert, und das Ergebnis
anschlielRend beziglich u Uber R". Dies ist etwas ganz anderes als das Integral
Uber R™ auf der linken Seite!

Typischerweise werden die Satze von Tonelli und Fubini gemeinsam ange-
wendet, um erst die Integrierbarkeit einer Funktion festzustellen und dann deren
Integral durch iterierte Integrale darzustellen.

Satz von Tonelli-Fubini  Sei f [_M"™(A). Existiert eines der Integrale
1 [ 1

[f ) dx, [f(u,v)|dudv, [f(u,v)|dvdu
R" RS RF R RS

und ist endlich, so auch jedes andere, und alle sind gleich. In diesem Fall
ist f integrierbar, und es gilt der Satz von Fubini,. [

i Ist das erste Integral endlich, so ist f integrierbar. Dann ist der Satz
von Fubini auf f und |f| anwendbar, und wir sind fertig.
Sei jetzt zum Beispiel das letzte Integral endlich. Die abgeschnittenen Funk-
tionen ¢k = min(|f], kX[-kkn) sind integrierbar, und mit Fubini gilt
1 I -

@rdx = @k(u,v)dvdu
Rn R RS 101

—1 [f(u,v)|dvdu < co.
R™ RS

Da dies eine gleichmaRige Schranke fir alle k darstellt, ist auch |f| = limk_ @k
integrierbar, und wir kbnnen wie zuvor argumentieren. (Il

= Beispiele

I"a. Sei D die abgeschlossene Einheitskreisscheibe und f: D - R stetig.

Dann ist definitionsgemaf
1 1

fdh=  fxpdA.
D R2

v
Da xp(u,v) =1 fur |v| CrQu) 11 —u? und O sonst, erhalten wir

1 ] 1 (i —1
fda= fxpdA = (fxp)dv du
D R2 [-11] [-1.1]
[y 1]
= f(u,v)dv du.
-1 —r(u)

21.7
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Abb 3

Integration Uber die
Einheitskreisscheibe r(u)

—r(u)

v__
b. Mit f(u,v) = 1—u2—v2 erhalten wir insbesondere die Halfte des
Volumens V der Einheitskugel. Es ist also

v =y & -
— = 1—uZ2—-v2dv du.
2 -1 -r(u

Die Substitution v = r(u)sint mit —1t/2 CT1[C11/2 ergibt mit einer kurzen
Rechnung

y o e L
5= r2(u)cos’tdt du
= —1/2
o Yo, -
= r?@) cos?tdt du
- —T/2
T 2 21
= 1-u9)du=—.
> —1( ) 3

Etwas einfacher wird diese Rechnung spéater mit Polarkoordinaten 15. (11

21.2
Zerlegungen der Eins

Um die Transformationsformel fur n-dimensionale Integrale wie auch spater
das Integral fur Di Cerenzialformen auf Mannigfaltigkeiten zu definieren, bené-
tigen wir als technisches Hilfsmittel Zerlegungen der Eins. Diese erlauben es in
vielen Fallen, eine globale Identitat auf lokale Identitaten zurickzufuhren.

21.8



212 — Zerlegungen der Eins

Abb 4

Zum Beispiel 5 P-1 Po P1

Definition Eine Zerlegung der Eins auf einer nichtleeren Menge M im R" ist
eine Familie T von C*-Funktionen o : R" - R mit kompaktem Tréager mit
folgenden Eigenschaften:

(z-1) Fur alle o CTgilt 0 Cal 11
(z-2) Zu jedem Punkt in M existiert eine Umgebung U, so dass die U-Familie

Ju & T suppo nU = [F 1

endlich ist.
(z-3) Flr jeden Punkt x M gilt
1
o(x)=1. [
o [T1

Fur (z-2) sagt man auch, eine Zerlegung der Eins ist lokal endlich. Daher ist
auch die Summe in (z-3) lokal endlich, und das Problem der Konvergenz und
Regularitéat der Reihe stellt sich nicht.

Eine Zerlegung der Eins auf R" ist auch eine solche auf jeder Teilmenge M
von R". Das folgende Beispiel zeigt daher die Existenz solcher Zerlegungen fur
beliebige Mengen.

I—Herlegung der Eins auf R™  Wabhle irgendeine nichtnegative C*-Funktion
pPo Mit der Eigenschaft, dass

Po|B1 >0, PolB; = 0.

Far k CZ® sei px = po(- —k) die um k verschobene Funktion pg. Dann nehmen
auf jeder beschrankten Menge nur endlich viele py positive Werte an, und die
Funktion

n
p:R'-R, p(x)= pk(x)
qva
ist wohldefiniert, positiv und di Lerknzierbar. Die normalisierten Funktionen

O'k:&, k CZ1
)

bilden dann eine Zerlegung der Eins auf R". 11

21.9
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Abb 5

Zum ersten Beweisschritt U
i

sSupp aij

Meistens bendtigt man jedoch nicht irgendeine Zerlegung, sondern eine, die
einer vorgegebenen o [eden Uberdeckung einer Menge untergeordnet ist.

Satz Sei M [CRI" nicht leer und O eine o [ede Uberdeckung von M. Dann
existiert eine O untergeordnete Zerlegung der Eins T auf M. Das heif3t,
fur jedes o [Tlexistiert ein U [l so dass suppoc [0l [ 1

I Der Beweis erfolgt in vier Schritten.

1. Schritt: M ist kompakt Dann wird M bereits durch endlich viele o [ede
Mengen Ugq,..,Un in O Uberdeckt, also M [0y [C10C0). Dazu - siehe
folgendes Lemma 7 — existieren kompakte Mengen K; [CU] derart, dass deren
Inneres K;” die Menge M ebenfalls Uberdeckt, also

M CK] COCK) Ul
gilt. Dazu existieren nichtnegative C*-Funktionen p; derart, dass
pilKi >0, pi|Ui°EO..

Somit gilt p; +.. +pn > 0 auf der kompakten Menge Ko K] [ ICKJ und damit
auch auf einer o [eden Umgebung Uy [CK}. Dazu existiert eine C*-Funktion po
mit

Po|Ko =0, polUg > 0.

Dann gilt p Cpbh + .. + p, > 0 auf ganz R", p|Kp = p1 + .. + pn, und die
Funktionen

cil—_%l, 1 i

bilden eine Uy, ..,U, und damit O untergeordnete Zerlegung der Eins auf Kg
und damit auch auf M.

21.10
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Abb 6

Die kompakte Menge
Kk = Mg M,

Mk+1

2. Schritt: M ist Vereinigung kompakter Mengen My  Es genugt, eine stei-
gende Folge (My)k rkompakter Mengen mit

— )
M= M., M CM,,,
k 11

zu betrachten. Definiere fur k [CTldie o Ceden >Ringmengen< Qi M, ; [CMk—»
und die darin enthaltenen kompakten >Ringmengenc
Kk = My CM]_, CQOk.
wobei M_; [My [II_Dbnn bildet die Familie
1 1
Ok CWNQk: U LA

eine o [ede Uberdeckung von Ky. GemaR dem ersten Schritt existiert auf Ky eine
Ok untergeordnete Zerlegung der Eins Sk, die aus endlich vielen Funktionen
besteht, welche a%dem samtlich auf Mg—> verschwinden. Innerhalb der Ge-
samtfamilie § [} 9k verschwinden somit auf jeder Menge Mg nur endlich
viele Funktionen nicht identisch. Die Summe

1
Ps = P
p 31

ist also in jedem Punkt von M endlich. Setzen wir
Tk e
S

so bilden diese Funktionen eine O untergeordnete Zerlegung der Eins auf M.
3. Schritt: M istoled Die Mengen

- (-
My CX CM: |x|] CKICdist(x, M®) CIAk ,  k CIJ

bilden eine Ausschopfung von M durch kompakte Mengen mit My M., . Also
kdénnen wir den zweiten Schritt anwenden.

21.11
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C 1
4. Schritt: M ist beliebig Die Menge Q [, U ist o Ced und enthélt M.
Eine Zerlegung der Eins auf Q gemafl dem vorangehenden Schritt ist dann auch
eine Zerlegung der Eins auf M. (I

FuUr den Beweis des ersten Schritts bendtigen wir noch folgendes

Lemma Zu jeder endlichen o [eden Uberdeckung Uy, .., U, einer kompakten
Menge M existieren kompakte Mengen K; [}, deren Inneres ebenfalls M
Uberdecken. [1

mmm Wir konstruieren diese Mengen induktiv wie folgt. Angenommen, wir
haben bereits kompakte Mengen K, .., Kj-1, so dass

K; COCKY, C0J (O3, IO CM.

Fur i = 1 entspricht dies der Ausgangssituation, wo wir noch keine kompakte
Menge konstruiert haben. Betrachte dann

Ci M [C(®; CICKY, [}, CICU)).

Diese Menge ist abgeschlossen und in M enthalten, also kompakt. Es gilt auch
Ci [J]. Dann existiert auch eine kompakte Menge K; derart, dass

Ci [KY [K) .
Damit erhalten wir

Ki CICKE, CKJ CUks C00) O,
und wir sind fertig. [

Bemerkungen a. Ist Q [R" oled und O = {Q}, so kann eine dies-
bezigliche Zerlegung der Eins trotzdem nicht aus endlich vielen Funktionen
bestehen 5.5

b. Sei Q R oled und O die Familie aller o Leden Teilmengen von Q.
Eine O untergeordnete Zerlegung der Eins J besteht dann aus abz&hlbar vielen
nichttrivialen glatten Funktionen o derart, dass

—1
o (X) =Xa- 1
o [T1

21.12
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21.3
Die Transformationsformel

Ein wesentliches Hilfsmittel der eindimensionalen Integrationstheorie ist

die Substitutionsregel. Ist ¢ stetig di Cerknzierbar auf dem Intervall | = [a,b]
und f stetig auf dem Bildintervall ¢ (1), so gilt bekanntlich 1018
Loy Lp]

f(dt=f(p)P'(s)ds.
¢(a) a

Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Hauptsatz der Di Cerenzial- und Integral-
rechnung und der Kettenregel. Hierbei ist es nicht einmal erforderlich, dass ¢
die Orientierung des Intervalls | erhélt oder | bijektiv auf ¢ (1) abbildet.

In dieser Allgemeinheit werden wir die Substitutionsregel nicht fur das
héherdimensionale Integral formulieren. Wir setzen zumindest voraus, dass ¢
bijektiv ist. Auf einem Intervall ist ¢ dann notwendigerweise monoton. Die
beiden mdglichen Falle der Substitutionsregel — entweder positive oder negative

Ableitung - lassen sich dann zusammenfassen zu
1 1

f()dt=f(Pp(s)) b (s)lds.
o) !

Hierbei wird das linke Integral immer vom linken zum rechten Endpunkt des
Intervalls ¢ (1) gebildet, unabhangig davon, wie | auf ¢ (1) abgebildet wird.

In dieser Form verallgemeinern wir die Substitutionsregel auf héhere Dimen-
sionen. Man beachte, dass sie sich nur auf das Volumenmafl A bezieht.

Transformationsformel Sei Q [CRI oled und ¢ ein Di Ledmorphismus von

Q auf die o[ede Menge $(Q). Ist f auf P(Q) integrierbar, so gilt
1 1

fdA= (fod)|detDd|dA.
®(©@) o

Insbesondere existiert das rechts stehende Integral. [ 1

Ist umgekehrt (f - p) |detDd| auf Q integrierbar, so folgt durch Anwen-
dung der Formel mit ¢! umgekehrt auch die Integrierbarkeit von f auf $p(Q).
Beide Annahmen sind also dquivalent.

Wir beweisen die Transformationsformel fur den Fall, dass die Determinante
von ¢ Uberall positiv ist. Der andere Fall lasst sich mithilfe der Reflexion einer
Koordinate auf diesen zuruckfihren .11 .

Der erste Schritt besteht in der Reduktion auf ein lokales Problem mithilfe
einer Zerlegung der Eins und einer Adaption der Transformation ¢ gemafl dem
folgenden Lemma, das wir im Anschluss beweisen werden.

21.13
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9 Lokalisierungslemma Sei Q [CRI' oledund ¢: Q - R" ein lokaler Di [ed
morphismus mit positiver Jacobideterminante. Dann existiert zu jedem
Punkt in Q eine Umgebung U [Q und eine stetig di Cerenzierbare
Abbildung @: R" - R" derart, dass

YlU=9¢, YU)nwU)=rL
sowie Y|I¢=id fur ein hinreichend groRes Intervall 1. [ 1

Das Bild jeder dieser o [Leden Mengen U unter dem Di Cedmorphismus ¢ ist
eine o [ede Menge in $(Q), und ihre Gesamtheit bildet eine o [ede Uberdeckung

von ¢ (Q). Sei T eine ihr untergeordnete Zerlegung der Eins . Dann gilt
—1
f= of.
o 11

Gilt nun fur jedes o die lokalisierte Transformationsformel
1 1

(cf)dA= (of)>d detDpdA.
®(©@) Q

so folgt durch Summieren Uber o [Tldaraus die allgemeine Formel g.
Die lokalisierte Formel schreiben wir noch weiter um. Aufgrund der Wahl
von 7 ist der Trager eines jeden o [Ilin einer o Leden Menge ¢ (U) enthalten,

auf die das Lokalisierungslemma zutri [Z_Bomit ist einerseits
1 1 1

ofdA= ofdA= ofdA.
$(Q) $) R"

Andererseits gilt mit der Abbildung W des Lokalisierungslemmas
1 1
(of)op detDPpdA= (of)>p detDPdA
Q U 1
= (of)eoy detDydA,
u

da @ auf U mit ¢ tbereinstimmt. Da Y(U°®) und Y(U) disjunkt sind und o f

auf P(U®) verschwindet, gilt weiter
1 1

(cf)oy detDPdA=  (of)-y detDydA.
6] R"

Die allgemeine Transformationsformel reduziert sich damit auf folgendem Satz,
wobei wir wieder ¢ statt Y schreiben.

10 Lokale Transformationsformel Sei ¢: R" - R" stetig di Cerknzierbar mit
& = id auBerhalb eines Intervalls 1. Dann gilt
[ (-

fda= (foPp)detDPp dA
RN Rn
fur jede Funktion f CLT(A) mit kompaktem Trager. [ 1

21.14
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Abb 7

Zum Beweis der lokalen
Transformationsformel

¢ beliebig

In

i Wir kdnnen f CCF und ¢ CCF annehmen. Durch einen Approximati-
onsprozess folgt dann die Behauptung fur den allgemeinen Fall.

Definiere g: R" - R durch

Ld
g(x) = f(t, X2, ..,Xn) dt.

Wegen der Kompaktheit des Tragers von f ist diese Funktion in jedem Punkt
wohldefiniert, und es gilt 0,9 = f. Somit ist g ebenfalls stetig di Cerknzierbar.
Also ist

 u—
[@rd) = (dig-¢) [Pil
1

i=
wobei [=1(d1, ..,0,) "“Aufgrund der Multilinearitat und Antisymmetrie der
Determinante ist weiter

det( L(gF ), L3, .., Lpd)
= det((019 > d) [y, [Pd.., Lpd)
= (019°P)detD.

Waéhlen wir nun das Intervall I" = I]' mit I, = [-r,r] so groB3, dass f =0 und
¢ = id auf dem Komplement von 1", so gilt mit f = 9,9 also
1 1

(f-dp)detDpdA= (f > Pp)detDep dA
R" @
= (019> ¢d)detDp dA
[

= |, det(Lgr ¢), Lpd, .. Tpd)dA.
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Wir entwickeln nun die letzte Determinante nach der ersten Spalte und
bezeichnen die zugehotrigen Unterdeterminanten einschiel3lich ihres Vorzeichen-
faktors mit M;. Mit Fubini und partieller Integration wird das letzte Integral

zu
el =
0i(g ° d)Mi dA
. -
= e 0i(9 ° ®IMi dA1 dAn—1
1 [ 1
= o (g°P)M; % dAn-1 — r I,(g ° ®)oiM;i dA1 dAn-1
[
= e (9°P)M; %d)\n—l - |n(g °)(01M1 + .. +0nMp) dA.

Fur eine C2-Abbildung ¢ : R" & R" gilt aber 410
01M1 + .. +0,M, =0,

das letzte Integral verschwindet also. Da ¢ = id aulRerhalb von I, verschwinden
auch die Unterdeterminanten My, .., M, auf dem Rand von I", wahrend

(g°¢)M1% =g% =g(r, ).

Zusammen genommen erhalten wir also mit Fubini und der Definition von g

- (-
(fod)detDddA = g(r, -)dAn—
R oyt
M [ (I (-
= § fdaidAp—1 = fdA= fdA.

A I

RN

Genau das wollten wir beweisen. [

= Beweis des Lokalisierungslemmas

Es fehlt noch der Beweis des Lokalisierungslemmas. Dazu benétigen wir
folgendes Ergebnis aus der linearen Algebra.

11 Deformationslemma Jede reelle Matrix A mit positiver Determinante kann so
in die ldentitdtsmatrix defomiert werden, dass alle Determinanten entlang
dieser Deformation zwischen det A und 1 liegen. [ 1

[ Betrachte die erste Spalte von A. Falls a;1 [[0] so gibt es immer eine
zweite Spalte in A, so dass die ersten Komponenten dieser beiden Spalten nicht
gleichzeitig Null sind. Durch eine starre Drehung in der von beiden Spalten
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aufgespannten Ebene kdnnen wir erreichen, dass a;; > 0, wahrend sich die
Determinante der Matrix nicht &ndert.

Ist nun ai; > 0, so kdnnen wir durch eine kontinuierliche Version des GaulR’-
schen Eliminationsprozesses erreichen, dass sdmtliche Ubrigen Komponenten der
ersten Spalte und Zeile verschwinden. Auch hierbei andert sich die Determinante
der Matrix nicht.

Verfahren wir nun induktiv, so deformieren wir A in eine Diagonalmatrix mit
positiven Komponenten, ohne die Determinante zu beeinflussen. Deformation
der Diagonalkomponenten zu 1 fuhrt dann zum Ziel.

Jeder einzelne Deformationsschritt kann durch eine stetige Kurve von Ma-
trizen beschrieben werden. Durch entsprechende Parametrisierung wird die
gesamte Familie auch glatt.

[ Beweis des Lokalisierungslemmas  Es genugt, einen lokalen Di Cedmor-
phismus ¢ um 0 mit ¢(0) =0 zu betrachten. Mit A = D¢ (0) ist dann

¢=NA+P, §=o(IxD)]

Wegen der Umkehrbarkeit von A gilt auRerdem

m XTI IAK Wt X1 x CRT,

mit einer hinreichend kleinen Konstanten m > 0.

Im ersten Schritt eliminieren wir die Nichtlinearitat ¢ auflerhalb einer
kleinen Umgebung von 0. Wéhle dazu eine beliebige Abschneidefunktion o, also
eine C*®-Funktion o : R" - [0,1] mit ¢|B; =1 und o |B5 =0, und setze

X=NA+0o:P, 0'520'08_1.
Fur O < a < € und ¢ hinreichend klein gilt dann
IX(¥)| CmA ta+o(a) [(Zin"ta, |x| Cal
wéahrend
IX(x)| Cxde —o(e) Cme/2, € <|x| < Z2s.

FUr a < em?/4 ist 2m~la < me/2, und die Mengen X(By) und Xx(BS) sind
disjunkt. Da auBerdem X|B: = ¢ injektiv ist, gilt sogar

X(Ba) N X(Bg) = L1

Damit ist der erste Schritt abgeschlossen.
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Abb 8 Zum Beweis des Lokalisierungslemmas

Im zweiten Schritt deformieren wir A auflerhalb einer groRen Kugel zur
Identitat. Sei dazu A(t) mit O [ Tleine Deformation 13 von A mit A(0) = A
und A(1) =id. Fur

Lr = A°0oy, L (X) = A(or (X)X,
gilt dann

Lr|Br = A(0) = A, L IBS, = A1) =id.
Setzen wir also insgesamt

W=L+0:P,
so ist

YBe = XIBe =,  WIBr =X,  Y|B; =id.

Da auBerdem A(t) fur O CIICTregulér ist, ist Y(Bf) fur hinreichend grof3e r
disjunkt von Bq. Somit gilt auch noch

WEa) N W(BS) = £

Somit erflllt Y alle Behauptungen des Lokalisierungslemmas mit U = B, I

21.4
Der Satz von Sard

In der Transformationsformel kdnnen wir tatsachlich auf die Bedingung
verzichten, dass die Jacobideterminante nirgends verschwindet. Es gentigt, dass
die Abbildung stetig di Lerenzierbar und bijektiv ist. Dies grundet sich auf dem
nachsten Satz, der auch in anderen Zusammenhé&ngen nutzlich ist.

21.18



12

214 — Der Satz von Sard 123

Satz von Sard Sei Q [RI' oled, ¢: Q - R" stetig di Lerknzierbar und
1 1
S= detDp =0

Dann ist ¢(S) eine A-Nullmenge. Mit anderen Worten, die Menge der Kriti-
schen Werte einer stetig di Lerknzierbaren Abbildung ist eine Nullmenge. [1

a. Ist ¢ ein Di Ledmorphismus, so ist S = [Cuid damit auch ¢$(S) = 1
eine Nullmenge.
b. Ist ¢ eine singulére lineare Abbildung, so ist S = Q. Aber $(S) ist
enthalten in einer Hyperebene und deshalb eine A-Nullmenge.
c. Ist ¢ eine konstante Abbildung, so ist ebenfalls S = Q. Aber ¢ (S) ist
eine 1-Punkt-Menge und damit eine A-Nullmenge. 11

Wahrend die kritischen Werte einer C1-Abbildung eine Nullmenge bilden,
kann ihr gesamter Definitonsbereich aus kritischen Punkten bestehen.

[ Beweis des Satzes von Sard  Es genuigt, die Aussage fur ein kompaktes
n-Intervall I in Q zu beweisen. Die allgemeine Behauptung folgt dann durch
Uberdecken einer beliebigen o [eden Menge durch abzahlbar viele solche In-
tervalle und der Bemerkung, dass die abzahlbare Vereinigung von Nullmengen
wieder eine Nullmenge ist. Auf einem solchen kompakten Intervall | ist [Dip []
beschrankt und gleichmaRig stetig 7.32 . Es gibt also ein M > 0 derart, dass

(b)) —d(v)| CMu—v], uv LI
und zu jedem € > 0 gibt es ein & > 0 derart, dass
[Dip(u) —DP(v)F ¢, lJu=v|<d, u,v 11

Wir unterteilen nun jede Seite von | in m gleich lange Intervalle und wahlen
dabei m so groR, dass die Seitenlangen der m" entstehenden Teilintervalle
kleiner als & sind. Angenommen, in einem dieser kleinen Intervalle J liegt ein
kritischer Punkt v von ¢. Dann ist detD¢(v) = 0, also D¢ (v) eine lineare
Abbildung in eine Hyperebene H. Mit dem Lemma von Hadamard 1415 gilt dann

b)) =) +DO(V)(U—V) +E(U,v)(U—V)
mit
CJ
E(u,v) = . (D (v +t(u—v)) —Dd(v))dt
und

[E{u,v) [ [Dip(u) —DPp(v)[Z ¢, Ju—v|<2d.
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Abb 9

elu—v|

Zum Satz von Sard

Das bedeutet, dass sich ¢ (u) fur u [CIdvon der Hyperebene H um weniger als

[E(u,v)(u—V)| Ceju—v|

entfernt. Gleichzeitig liegen alle Bilder in einer Kugel um u mit Radius kleiner
als M |u —v]. Somit liegt das gesamte Bild ¢ (J) in einem Zylinder mit Hohe
2¢ |v — u] und Basisradius M |v — u]. FUr das Volumen gilt also

AP () Ccdlu—v|" Ccar@).

Summieren wir Uber alle solchen kleinen Intervalle J, die einen kritischen Punkt
enthalten, so folgt

A(D(S)) Lcan(l).
Da € > 0 beliebig war, muss ¢ (S) eine Nullmenge sein. I
Daraus ergibt sich folgende

Allgemeine Transformationsformel Sei Q [CRI' oled und ¢ eine bijektive,
stetig di Cerknzierbare Abbildung von Q auf die o [ede Menge ¢ (Q). Ist f
auf (Q) integrierbar, so gilt

[ (-
fdA= (foed)|detDPp|dA. [
d(Q) Q
ummn Auf der abgeschlossenen Menge Qg = {detD¢ = 0} verschwindet
das rechts stehende Integral, da dort der Integrand verschwindet. Das links
stehende Integral Gber o (Qp) verschwindet ebenfalls aufgrund des Satzes von
Sard 12. Auf dem o [eden Komplement Q [Q} ist ¢ ein Di Ledmorphismus, und
Anwendung der Transformationsformel g ergibt die Behauptung.

Bemerkung Tatséachlich langst sich auch die Bedingung der Bijektivitat
abschwaéachen. Es genugt, dass der Abbildungsgrad von ¢: Q - $(Q) gerade 1
ist. 1
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215
Anwendungen der Transformationsformel

s Der Zwischenwertsatz im R"

An der lokalen Transformationsformel 1o féllt auf, dass die Abbildung ¢
weder als injektiv noch als surjektiv vorausgesetzt wird. Die Surjektivitat lasst
sich jedoch leicht zeigen. Dazu betrachten wir der Einfachheit halber die abge-
schlossene Einheitskugel B [{x [(RI': [XI 1 1}.

Lemma Sei ¢: R" - R" stetig di Cerenzierbar mit ¢|R" [Bl=id. Dann ist
& surjektiv. [

[ Angenommen, es gibt einen Punkt p ohne Urbild. Dann ist [pI' & 1, da
andernfalls p ein Urbild hat. Da ¢(B) abgeschlossen ist und p nicht enthélt,
exisiert auch eine o [ede Umgebung U um p, die nicht im Bild von ¢ liegt. Wahle

eine stetige Funktion f mit Trager in U und
1

fdA=0.
RI‘I

Aufgrund der lokalen Transformationsformel 1o ist aber
1 1

fdA=  (fo¢)detDddA =0,
R" R"P

da nach Konstruktion f = ¢ = 0. Somit erhalten wir einen Widerspruch. [

Zwischenwertsatz im R"  Sei ¢: B - R" stetig mit ¢p|oB = id. Dann nimmt
¢ jeden Wertin B an. [ 1

i Setze ¢ aullerhalb von B stetig durch id fort und approximiere diese
Abbildung durch stetig di Lerenzierbare Abbildungen Y mit Y|R" [Bl= id.
Aufgrund des letzten Lemmas sind diese Abbildungen surjektiv, Gberdecken also
auch B. Diese Eigenschaft bleibt im Grenzuibergang Y - ¢ erhalten. [

= Der Brouwersche Fixpunktsatz

Neben dem Banachschen Fixpunktsatz ist dies einer der fundamentalen
Fixpunktsatze der Analysis.

Brouwerscher Fixpunksatz Jede stetige Selbstabbildung der abgeschlossenen
Einheitskugel B hat mindestens einen Fixpunkt. [ 1

Uber die Bildmenge ¢(B) wird nichts angenommen, auRer dass sie in B
liegt. Zum Beispiel kann ¢ eine konstante Abbildung sein mit Bildpunkt in B.
Diese hat o Cedsichtlich einen Fixpunkt.
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Abb 10

Konstruktion der
Abbildung ¢ $(p)

f(p)

[ Angenommen, es gibt eine solche Abbildung ohne Fixpunkt. Dann
kénnen wir eine Abbildung

¢: B-B, pLolp

definieren, die jedem Punkt p [CBlden Schnittpunkt des Halbstrahls von f(p)
durch p mit der Einheitssphére zuordnet - siehe Abbildung 10. Da f keinen Fix-
punkt hat, ist dieser Strahl und damit der Bildpunkt fur jedes p [CBlwohldefiniert
und definiert eine stetige Abbildung. O Cendsichtlich gilt

¢(B) CaB,  |oB = id.

Das ist aber aufgrund des Zwischenwertsatzes 14 nicht méglich.

= Polarkoordinaten

Diese sind definiert durch 151

C1C 1 C a1 1
o X _ rcoso
X y  rsing

Sie bilden D = (0,) x (0,21) di Ledmorph auf die Ebene abzlglich der Halb-
geraden [0, o) ab. Da diese bezlglich des Flachenmalles eine Nullmenge bildet,
fallt dies fir das Integral Giber R? nicht ins Gewicht. Dasselbe gilt fiir den Rand
von D. Wéglyen detDx =r inI:tlfUrjede auf R? integrierbare Funktion f deshalb

Zf(x,y)dxdy: f(rcosd,rsind)rdrdod
i (o
= f(rcosd,rsind)rdrdd.
0o o0

Hierbei halten wir uns an die Vereinbarung, dass Mehrfachintegrale >»von innen
nach aufRen< zu lesen sind.
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15 II"Rolarkoordinaten bieten sich natirlich vor allem bei rotationssymmetrischen
Funktionen an. Zum Beispiel wird

I:I 2 2 @I |;| 2
e YD dxdy = re" drd¢
R2 0
=2n  re"dr
0
= —ne_rzgzn.
o

Andererseits ist aufgrund des Satzes von Fubini

([ . , J 1) , 1
, e Y ) dxdy = e e Y dy dx
R —o0 —oo
2 2 I:I 2 |_2__|
= e X dx e Y dy = e dx

Wir erhalten somit

-

—2 —_
e X dx= TI.

—oo

Dieses Ergebnis ist mit eindimensionaler Argumentation nur recht aufwandig zu
erreichen. (11l

I—Wolumen der Einheitskugel 4 Mit Polarkoordinaten ergibt sich

v Haoooo Lhbd
— = 1—-u2—v2da= r 1—r2drdg
2 D 0 Ef_ll

—1 T

Das Volumen einer Kugel vom Radius r ist dementsprechend 4mr3/3. 1

= Zylinderkoordinaten

Diese sind definiert durch
N I I | N Y

%@%@ %?533

und bilden D = (0,0) x (0,21) x R di [edmorph auf den R3 abziiglich der
Halbebene [0,0) x {0} < R ab. Diese bildet beztuglich des Volumenmalles eine
Nullmenge und fallt fur das Integral Gber R3 nicht ins Gewicht. Dasselbe gilt fur
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den Rand von D. Wegen detDx =r gilt fur deshalb
(|

f(X,y,z)dxdydz
MG
f(rcosq) rsing,¢)rdrdddg.

R3
—oo

= Kugelkoordinaten

Diese sind definiert durch 151
CIC Cadcac4

o FalEl B =
r cos®

Mit0<r <o, 0< ¢ <21 und 0 <O < 11. Mit der Jacobideterminante
detDx =r2sin®

gilt fur jede auf R® integrierbare Funktion f deshalb
1

f(x y,z)dxdydz

Lk

= f(rcosq)sme .,rcos8)r?sin6drdd de.
0o o0

I—Wolumen der Einheitskugel  Auf D = (0,1) % (0,21t) % (0,71) parametrisie-
ren Kugelkoordinaten die dreidimensionale Einheitskugel B bis auf eine Null-
menge. Fur deren Volumen V erhalten wir demnach mit Fubini, wie zuvor,

o R o | oy Y
V= dr= rzsinedrdq)de
B 0 0
_ If;l 2 _4am
=21 redr smede -
0 0 3
I Gravitationspotential einer Kugel  Ein kompakter, dreidimensionaler Kor-
per K mit stetiger Dichtefunktion m: K - R erzeugt, bis auf einen Normierungs-
faktor, in einem Punkt p das Gravitationspotential

m(q) ﬂq

Wir betrachten den Fall einer Kugel K = {[QI_ TR} mit einer rotationssymetri-
schen Dichtefunktion m = m(r). Aus Symmetriegrinden genutgt es hier, einen
Punkt p = (0,0, z) zu betrachten. Bezuglich Kugelkoordinaten in K ist dann

u(p) =

g+ p = z2 — 2zr cos O + r?,

wie man Abbildung 11 entnimmt. Somit gilt
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Abb 11

Zum Potential einer

Kugel
q
rsin® r
€]
z z—rcosO rcos®
Ll Doh LRl 2ai
C]
up) = v M(Oresin drdé do
0 0 0 2z2—2zrcos® +r?2
[l LR . [
=om Vi sin® de m(r)r2dr.

0 o z2—2zrcosO+r2

Mithilfe der Substitution —cos© =t wird das innere Integral zu

L dt P s I 2
= 724 27rt+7r? = -,
-1 z2+2zrt+r2 zr -z
Also gilt
=

u(p)zz—n m(r)r2dr.
z o

Eine Rechnung wie im vorangehenden Beispiel zeigt aber, dass

IRl

2 m(r)r’dr=M
o
gerade die Gesamtmasse der Kugel K darstellt. Also gilt

-M
u(p) = T

Das Potential der Kugel verhélt sich also gerade so, als ware die gesamte Masse
im Mittelpunkt konzentriert. 111
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