Der Fundamentalsatz im R"

Fur eindimensionale Integrale gilt bekanntlich

e B

Man erhélt das Integral der Ableitung einer Funktion f Uber ein Intervall also
durch Auswertung der Funktion f selbst Uber dessen Rand. Sucht man nach etwas
Ahnlichem in hoheren Dimensionen, so steht man vor der Aufgabe, Integrale
Uber Kurven, Flachen und allgemeinere Mannigfaltigkeiten zu betrachten.

Dabei stellt sich nicht nur das Problem, wie man integrieren soll, sondern
auch was. Es ist moglich, Funktionen oder Vektorfelder Uber Mannigfaltigkeiten
zu integrieren, doch erfordert dies in jedem einzelnen Fall eine eigene Her-
angehensweise. Statt dessen hat sich als einheitlicher Zugang der Kalkul der
Di Cerknzialformen etabliert. Dies sind die naturlichen Objekte, die tiber Mannig-
faltigkeiten integriert werden.

Beim ersten Kennenlernen wirkt dieser Kalkil wie eine Ansammlung ab-
strakter und willkirlicher Definitionen. Der Lohn dieser Muhen ist aber ein
einheitlicher Zugang zu den fundamentalen Integralsatzen von Green, Gaul3 und
Stokes in zwei und drei Dimensionen. Sie alle sind unmittelbare Folgen eines
allgemeinen Satzes Uber den Zusammenhang zwischen Integralen tber Mannig-
faltigkeiten und deren Rand, der ebenfalls nach Stokes benannt ist und besagt,

dass
1

dw = w.
M oM

Der klas%che Fundglnentalsatz in dieser Schreibweise lautet

df = f.
[a,b] d[a,b]
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134 22 — Der Fundamentalsatz im R"

22.1
Etwas multilineare Algebra

Fir die Integration entlang Kurven betrachteten wir 1-Formen a: V 3 V &=+
die jedem Punkt im Definitionsbereich in V eine Linearform im Dualraum VvV =
zuordnet. Dieses Konzept erweitern wir jetzt auf alternierende k-Formen.

= Alternierende Formen

Definition Sei k I Eine alternierende k-Form auf einem reellen Vektorraum V
ist eine k-lineare Abbildung

w: VKL R,
die bei Vertauschung von je zwei Argumenten das Vorzeichen wechselt. Der

Raum aller solchen Abbildungen wird mit AV bezeichnet. Fiir k = 0 sei
AV [R1 [ ]

Far beliebige 1 [k j CKlgilt also
QJ(..,Vi, ..,Vj,..) = —(JL)(..,Vj,..,Vi, )

Diese Eigenschaft bleibt unter Linearkombinationen erhalten, AKV bildet also
einen linearen Vektorraum. Sie ist allerdings erst fur k [Zlrelevant, denn fir
0 CKI[Tlgibt es keine Argumente, die man vertauschen konnte.

i—a. Jedes Element in A°V ist eine reelle Zahl.
b. Jedes Element des Dualraums V 't eine alternierende 1-Form. Es ist
also V2 ALy,
c. Die Determinante det: R™" _, R, aufgefasst als n-lineare Form in den
Spalten einer n < n-Matrix, ist eine alternierende n-Form. 11

Lemma FdOr eine k-lineare Form w sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) Die Form o ist alternierend.

(if) Es gilt w(vy,..,vk) = 0, wenn zwei Argumente gleich sind.

(iti) Es gilt w(vy,..,Vvk) =0, wenn die Argumente linear abhangig sind.

(iv) Far jede Permutation T von (1, ..,k) gilt

WV, -, V) = sgn(t)w(vy, .., Vk),
wobei sgn(t) das Signum der Permutation T bezeichnet. [1
mmm (i) Cal Sind zwei Argumente gleich, so ist nach Vertauschung
w(..,Vv,.,v,..)=—w(.,V,.,V,..)

und damit Null.
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221 — Etwas multilineare Algebra

(i) i)  Ist zum Beispiel v1 = aova + .. + QkVk, so folgt aus der Multilinea-

ritdt von o und (ii)
—1
w(Vy,..,Vk) = ajw(Vi,Va,..,vp) =0.
2 [IK1

(iii) I Es gilt dann
w(..,Vi+Vj,..,Vvi+vj,..) =0.

Von den vier aufgrund der Linearitat resultierenden Summanden verschwinden
die beiden mit gleichen Argumenten, und es bleibt

w(..,Vi,..,Vj,..) + (., Vj,..,Vi.)=0.

Also ist w alternierend.
(i) v Dies folgt aus der Definition von sgn(t). [

Aufgrund dieses Lemmas ist auf einem Vektorraum der Dimension n jede
k-Form mit k > n identisch Null. Es ist also

ARV = {0}, k>dimV.

= Dachprodukt

Wir bendétigen ein Produkt, dass aus einer k-Form und einer |I-Form eine
k + I-Form bildet. Im Prinzip ist dies kein Problem, da beide Formen zusammen
linear in k+1 Argumenten sind. Wir missen aber sicherstellen, dass das Ergebnis
auch in allen Argumenten alternierend ist.

Definition Ist & CAKV und n CAIV, so heiBt die durch

(o ) (V1, -y VK1)
1
% sgN(T)W(Vry, -, Vo INVres -+ Vo)
R o iz

definierte alternierende k+I-Form das aulRere Produkt oder Dachprodukt von
w und n, wobei P+ die Gruppe aller Permutationen der Indizes 1,...,k+1
bezeichnet. [

Die Form w [Qlist linear in jedem Argument, da es w und n sind. Die
Multiplikation mit sgn(t) bewrikt, dass alle Permutationen derselben Zerlegung

{1, .. k+1}={t1, .., =} CLhes1, .., Terl}

dasselbe Vorzeichen erhalten. Deren Anzahl wiederum ist k!l!, denn so viele
Permutationen der ersten und der zweiten Teilmenge unter sich gibt es. Die
Division durch k! I! normalisiert also die Anzahl identischer Terme.

16.12.2021 — 23:21 22.3
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136 22 — Der Fundamentalsatz im R"

Die Wiederholung identischer Terme kann man dadurch vermeiden, dass
man jeweils nur eine bestimmte Anordnung der Indizes einbezieht. Am einfach-

sten ist die Forderung nach einer monoton steigenden Anordnung. Daher kann
das Dachprodukt auch geschrieben werden aks

(w MY(V1, -y Vi+1)

- Sgn(o)w(\/011 --7V0'k)r](V0'k+11 "!V0'k+|)=
o A,

wobei Py nur diejenigen Permutationen in P4 umfasst, wo die ersten k und
die letzten | Elemente monoton steigend angeordnet sind. An dieser Darstellung

kann man nun auch ablesen, dass dieses Dachprodukt eine alternierende | + |-
Form darstellt.

a. Fir ¢1, P, CVI-dnd vy, v, [V1ist
(b1 Lpb)(va,Vv2)

= ¢p1(v1)P2(V2) — d1(v2)b2(ve)
1 1

_ $1(v1) P2(v1)
= det Pi1(v2) b2(v2)

b. Fur &1, P2, P3 vV1i—dnd V1,Vo,va [Vlist
(b1 Chb CPk)(v1, V2, V3)
= P1(vi)d2(Vv2)bs(vs) + .. + P1(Va)d2(v1)Ps(va)

- ¢1(\%>2(V3)¢3(V2) - = ¢%)¢I(Vl)¢3(v3)
$i(v1) d2(v1) bs(vi)
= det [ (v2) da(va) d3(v2)

P1(v3) Pa(vs) Ps(vs)

1 Lemma Das Dachprodukt ist assoziativ, linear in beiden Faktoren, und anti-

kommutativ. Genauer gilt
whE DN Ca, o CAfY, nCalv. [

o Linearitdt und Antikommutativitat folgen direkt aus der Definition. Um
die Assoziativitat zu verifizieren, bemerken wir, dass

((w @(Vl, vy Vk+1+m)

- sgn(cr)(oo Ij)(vﬁlv T V0k+|)U(VGk+|+1v Tt V0k+|+m)
M -
sgn(c)oo(vcl, o vVCk)n(VGk+1v Ty V0k+I)U(V0k+I+1’ T V0k+|+m)-
o [Pd|m
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221 — Etwas multilineare Algebra

Genau zu derselben Darstellung gelangen wir aber fur
(0 L LuY)(vi, -, Vitl+m)-
Also sind beide Ausdrucke gleich. D
—a. Fur zwei O-Formen a,b CAPV ist
a [bFab

das Ubliche Produkt reeller Zahlen.
b. Fur a CAPV =R und w CAKV ist

a Cl=aw [CAFV

das ubliche Produkt von w mit dem Skalar a.
c. Fur 1-Formen gilt

$1 Chb = —¢2 [ Ph,
$1 Chb Chh =2 [Pk [ph = ¢p3 Cph CPb.

d. Fur jede k-Form w mit k [CTgilt 51

w [Ca=0. o

» Basisdarstellungen

Eine allgemeine k-lineare Form w auf V ist bereits eindeutig durch ihre
Werte auf allen moéglichen Kombinationen von Vektoren einer Basis vi,..,Vn
von V definiert, also durch ihre Komponenten

wlll--llk m(Vul,,Vuk) 1 m"'ll"lk m
Ist die Form alternierend, so reicht bereits die Kenntnis der Komponenten mit
1 <pe <. <pk [N]

denn alle anderen ergeben sich hieraus durch Permutationen der Indizes oder
sind Null. Die zugehdrigen Basisvektoren sind die Dachprodukte ¢, 1],
gebildet aus der zu vy, .., Vv, dualen Basis ¢4, .., s von V -Denn es ist ja

¢i(vj) =05, 1 LL§ [n)
und deshalb
(q’ul Ij—lmhk)(vul’ "'VHk) =1,

wahrend diese Form auf allen anderen Kombinationen von Basisvektoren ver-
schwindet, die keine Permutation dieser Argumente darstellen.

22.5
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Satz Sei vi,..,Vn eine Basis von V und ¢g, .., o, die dazu duale Basis
von V F-bann besitzt jede alternierende k-Form w auf V die eindeutige

Darstellung
—1
w = wul--uk‘bul I:—”:(ﬁl»lk
105k, . <py A

mit den Komponenten wy, ..y = OV, .., V). L[]

o Wir haben bereits bemerkt, dass jede Form durch ihre Werte flr Argu-
mente vy, ..,V Mit 1 g < .. <y Cnlbestimmt ist und deshalb eine Dar-
stellung der angegebenen Gestalt hat. AuRerdem ergibt Anwenden auf v, .., vy,
dass w nur dann die Nullform ist, wenn alle Komponenten verschwinden. Daher
ist die Darstellung auch eindeutig. [

Korollar Ist dimV =n, so gilt
dimaky =gn N D-( =K+ D) gy
1-2--k

mmm st 1 CKI1Cn] so gibt es genau B Moglichkeiten, k Elemente aus einer
Menge mit n Elementen auszuwahlen, ohne dass es auf die Reihenfolge ankommt.
Somit gibt es ebensoviele Basisvektoren von AKV . Dies ist auch fuir k = 0 korrekt,
denn nach Vereinbarung ist A°V = R, und dieser Raum hat die Dimension 1.
Es stimmt auch fur k > n, denn dann ist AV = {0}, und dieser Raum hat die
Dimension Q. [

Im Standardfall R" bezeichnet bekanntlich dxy, ..,dx, die duale Basis zur
Standardbasis e, ..,en. Eine alternierende k-Form hat somit eine eindeutige

Darstellung
—1
w = Wy . dXy, CA0dX,

1 Onk.. <py A
a. Jede alternierende 1-Form hat die Gestalt

1
a= ay dXg,
k=1
aber das wissen wir ja bereits.
b. Jede alternierende n — 1-Form hat die Gestalt

1
w = axdx; C1CdX C1Cdx,,
k=1

wobei ~ bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist.
c. Jede alternierende n-Form hat die Gestalt

w = adx; C1Cdx,, a Rl

22.6



221 — Etwas multilineare Algebra 139

= Adjungierte Abbildung

Eine lineare Abbildung A: V - W zwischen zwei Vektorraumen induziert
in natdrlicher Weise eine lineare Abbildung zwischen den zugeh6rigen Rd&umen
alternierender Formen, und zwar in umgekehrter Richtung.

Definition Die durch eine lineare Abbildung A: V - W induzierte adjungierte
Abbildung

AT ARW L ARV, o A
ist definiert durch
(AT (v, .., vi) CA(Avy,..,Avy). [

FUr k = 1 ist dies die adjungierte Abbildung A=W = v =2wischen den
Dualraumen. Aus der Definition ist ersichtlich, dass A™~hit dem Dachprodukt
vertauscht:

Al o) = (A'd) @A Y).
FuUr n-Formen gilt auBerdem Folgendes.
Lemma Ist V ein Vektorraum der Dimension n und A: V - V linear, so ist
ASIANY L ANV
die Multiplikation mit dem skalaren Faktor det A, also
Altd = (detA)w. [
[ Ist v, .., Va irgendeine Basis von V, so ist Atad bestimmt durch
(AB)(v1,..,vn) = W(AvVy,..,Av) = aw(Vy, .., Vn)

mit einer gewissen reellen Zahl a. Stellen wir A bezuglich dieser Basis durch
eine n x n-Matrix (Ak) dar, so geht der mittlere Ausdruck aufgrund der alter-
nierenden Multilinearitat von w Uber in ein Vielfaches von w(v1, ..,Vvn), wobei
der skalare Faktor genau durch die alternierende Summe dargestellt wird, die die
Determinante von (Agj) definiert. [m

Bemerkung Man kann die Determinante einer Abbildung A: V - V auch
durch die Gleichung A'«d = (detA) w koordinatenfrei definieren. Dann ist zu
zeigen, dass sie mit der entsprechenden alternierenden Summe in den Kompo-
nenten einer Matrixdarstellung von A Ubereinstimmt. [
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Abb 1 Uhrzeigersinn von »vorne< und >hintenc

-~ 4/ N

= Orientierung

FOr den Satz von Stokes bendtigen wir noch den Begri C_der Orientierung
eines Vektorraumes. FUr das eindimensionale Integral bereitet dieser Begri Ck&ine
Muhe. Aufgrund der Anordnung der reellen Zahlen ist ein Intervall [a,b] mit
a < b immer »von a nach b« orientiert. Die umgekehrte Richtung ist die dazu
entgegengesetzte Orientierung.

Wie ist aber eine Ebene orientiert? Der mathematisch positive Orientierungs-
sinn ist vereinbarungsgeman gegen den Uhrzeigersinn gerichtet. Doch dies ist
keine Definition der Orientierung, da sie flr sich genommen sinnlos ist. Was sich
aus der einen Betrachtungsrichtung gegen den Uhrzeigersinn bewegt, bewegt sich
aus der entgegengesetzten Betrachtungsrichtung mit dem Uhrzeigersinn app1 -
Vielmehr kann man nur dann von einem Uhrzeigersinn sprechen, wenn man sich
auf eine vorgegebene Orientierung beziehen kann. — Wir I6sen dieses kleine
Problemchen, indem wir nicht definieren, was die Orientierung eines Vektorraums
eigentlich ist, sondern indem wir erklaren, wann zwei Basen dieselbe Orientierung
reprasentieren.

Definition Zwei Basen (Vi,..,Vn) und (wg,..,wp) eines reellen Vektorraums
heilRen gleichorientiert, geschrieben

(V1,..,vn) (W, .., Wn),

wenn die Determinante der linearen Transformation ® mit ®v; = w; flr
1 I nlpositivist. [ 1

Aufgrund der Rechenregeln fur die Determinante definiert dies eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge aller Basen eines Vektorraumes. Und da die Determi-
nante eines Isomorphismus genau zwei Vorzeichen annehmen kann, definiert
diese Aquivalenzrelation genau zwei Aquivalenzklassen, die die beiden Orientie-
rungen des Vektorraums genannt werden.

Festgelegt wird eine Orientierung also zum Beispiel durch die Angabe einer
Basis (vi1,..,Vn). Da es in diesem Fall auf die Reihenfolge der Basisvektoren
ankommt, verwenden wir hier die Tupelschreibweise. Die zugehérige Aquivalenz-

22.8



221 — Etwas multilineare Algebra

klasse und damit Orientierung von V bezeichnen wir mit

[vi,..,vn].

Jede andere Basis (wi,..,wn) [JV1,..,vh] hei3t dann positiv orientiert, alle
anderen Basen heil3en negativ orientiert. Die negative Orientierung wird auch mit
—[V1,..,Vvn] bezeichnet.

Auf dem Standardraum R" mit der Standardbasis (es, .., en) ist die Ubliche
Orientierung naturlich [ey, ..,en]. Insbesondere ist dies die Ubliche Orientierung

der Ebene, wenn wir von einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn sprechen.

Anschaulich gesprochen wird dabei der Vektor e; auf dem kirzeren Weg in die
Richtung des Vektors e, gedreht.

Lemma Sei n =dimV und w CA"V nicht die Nullform. Dann sind zwei
Basen (vi,..,Vvn) und (wy,..,wp) von V gleich orientiert genau dann,
wenn w(Vi,..,Vp) und w(wsy, ..,wp) dasselbe Vorzeichen haben. [

o Ist @: V - V definiert durch ®ovi =w; fur 1 I nj]soisty
wW1, ..,Wp) = W(Pvy,..,PVy)
= o td(va, .., vn)
= det® w(Vvy, .., Vn).

Somit ist det® > 0 genau dann, wenn w(V1,..,Vn) und w(wsy, ..,w,) dasselbe
Vorzeichen haben.

Fur die Anschauung nutzlich ist folgende topologische Charakterisierung
einer Orientierung, die sich aus dem Deformationslemma 2711 ergibt.

Lemma Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Orientierung [Vv1,..,Vn].
Dann sind diejenigen Basen (ws, ..,wp) positiv orientiert, die sich als
Basis stetig in (vi,..,Vvn) Uberfuhren lassen. Das heilit, es gibt eine stetige
Familie von Isomorphismen

[T VAR VS 0 1]
so dass ®g =id und ®;vi=w; fur 1 Il [ 1

Gemal unserer Definition besitzt der triviale Vektorraum {0} nur eine
einzige Orientierung, da es Uberhaupt keine Basis von {0} gibt. Dies ist aber fur
unseren Gebrauch nicht sinnvoll. Daher tre [ed wir noch folgende

Vereinbarung Der triviale Vektorraum {0} besitzt die beiden Orientierungen
+1und —1. [

22.9
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142 22 — Der Fundamentalsatz im R"

22.2
Di Cerknzialformen

Eine 1-Form ist eine Abbildung a: V @ V S Hie jedem Punkt x im Definiti-
onsbereich eine Linearform a(x) in V =—2uordnet. Entsprechendes definieren wir
jetzt fur k-Formen.

Definition Eine Di Lerknzialform vom Grad k, kurz k-Form, ist eine Abbildung
w: VEAY, x Colx),
die jedem Punkt im Definitionsbereich eine alternierende k-Form zuordnet. [1
Im Standardfall R™ hat eine k-Form w somit eine Darstellung ;
1
w(x) = Wy () dxyy, L0k,
10nk. . <pg [l

mit Komponentenfunktionen oy, ..., (X) = w(x)(ey,, .., ey). Eine solche Form
heil3t stetig respektive von der Klasse C", wenn alle Komponentenfunktionen ste-
tig respektive von der Klasse C' sind. Die Regularitatseigenschaften von Formen
werden hier allerdings keine besondere Rolle spielen. Der Einfachheit nehmen
wir an, dass alle unendlich oft di Cerenzierbar sind. Mit Q*(U) bezeichnen wir
den Raum solcher k-Formen auf einem Gebiet U im R".

ia. Eine 0-Form f QP (V) ist eine C*-Funktion
f: U-sR.

b. Ist f CQP(U), so ist ihr Ubliches Di [erenzial eine 1-Form in Q(U):

1
df: U - vE1 df(x) = O T (X) dxy.
1 Cpndl
c. Eine n — 1-Form auf dem R" hat die Gestalt
1
n= fu(x)dxy CACdXe CICdXp,.
k=1

d. Eine n-Form auf dem R" ist gegeben durch eine einzige Funktion:

w =f(x)dx; CI1Cdx,. (I

22.10



222 — Differenzialformen

» Transformationsformel

Sei f: V @ W eine di Lerenzierbare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen,
wobei di Cerenzierbar fur unendlich oft di Cerenzierbar stehen soll. In jedem Punkt
ihres Definitionsbereichs definiert ihre Ableitung die Tangentialabbildung

fraVv - W, v [wi=Df(X)v.
Diese induziert eine adjungierte Abbildung 3
fEI AW L ARV, w A

der entsprechenden Raume von k-Formen. Verfahren wir so in jedem Punkt,
erhalten wir folgende

Transformationsformel Sei U [CV1ein Gebiet und f: U - W di Cerknzierbar.
Dann ist

f=1okw) - k), w okxf'd
definiert durch
u(Vy, .., Vk) = (W) (fFprvy, .., Fovy). —1

Man nennt f “ad den pull back von w oder die durch f zurtickgeholte Form.
Punktweise ist sie gegeben durch

(fF ")) (V1. .., Vi) = W QI F )V, ., FrEn)V).
Diese Operation vertauscht o Cedsichtlich mit Addition und Multiplikation, also

frf@o+n)=f"d+fn
f Lo [0) = f'd CFhH!

Bemerkung Allgemein verwendet man die Bezeichnungen f—ynd f ~fur
sogenannte kovariante und kontravariante Funktoren, die einer Abbildung f
zugeordnet sind und fur die gilt

dr=sid, (feg)r=Ffr=9r
respektive
id"=2id, (feg) 2 gt

Der push forward f— Df fir Tangentialvektoren und der pull back f™fur
Di Cerknzialformen sind typische Beispiele. [

22.11
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—a. Fur f: R" & R™ und eine 0-Form g auf dem R™ ist der pull back die
Komposition:

flg'=g-f.
b. Far f: R" & R™ gilt
f ok, =df,, 1 COOCm,
wobei f, die p-te Komponente von f bezeichnet. Denn
(f Falk) (V) = (dxu < F)(Frv)
=dxu(fry)
= (fFryp = df(v).
c. Insbesondere fur n =m =1 ist
f B = %) dx = df (x).
d. Far f: R" & R" gilt
f Hdx, C1CdX,) = (detDf)(dx, C1CdX,).

Denn in jedem Punkt ist f—= Df eine lineare Transformation des R" in sich. Da
w = dx; CdCdX, nicht vom Ort abhangt, gilt deshalb 4

flad = (Df)'d = (detDf) . 1

= AuRere Ableitung

Die &ulRere Ableitung ordnet einer k-Form eine k + 1-Form zu. Wir kennen
diesen Operator bisher in der Form des Di Lerknzials einer skalaren Funktion, das
einer O-Form eine 1-Form zuordnet. Nun definieren wir ihn far beliebige Formen,
wobei wir uns auf den Standardfall beschranken.

Definition Die aul’ere Ableitung oder das Di [Lerknzial einer k-Form

—
W= Wy dXy, A,

1 Omk. . <py 1

mit k [Tlist die k + 1-Form

—1
dw = dwy, .. CdXx,, COCdX,,.

10nk. . <py A

Das Di Lerknzial einer O-Form ist ihr Ubliches Di Cerknzial als Funktion. [

22.12
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Von jeder Komponentenfunktion wird also das Funktionsdi Cerknzial ge-
bildet und mit der zugehdorigen Basisform durch das Dachprodukt verkntpft.

Ausgeschrieben ergibt dies
—1 1
dw = (Orwy, . . dx)) CdX,, C1CdX,,.
1 Ook.. <py (A CATAR]

ia. Das Dilerknzial einer 1-Form o = f dx + gdy auf dem R? ist

da =fydy CdX+gydx Cdy = (gx — fy) dx [Cdy.

b. Das DiLerknzial einer 1-Form

1
a= oy dxy
1 O
auf dem R" ist
C— 11 1
da= onay dx, Cdx, = (Oxay —ayon) dx, Cdx,.
1 O [T 1 A=y [

c. Das DiLerknzial von
w = f;dx, CdXxs + f,dxs [CdX; + fsdxy Cdks
auf dem R3 ist
dw = (011 + 02f2 +03f3) dxy [CdXk, [CdXs
= (divf)dx; Cdx, Cdxs.
Rechenregeln Fdr k-Formen w, & und I-Formen n gilt

(i) d(w+&)=dw+dd,

(i) d(w ) =dw COH (—1)%w Cdh,
(i) d(dw) =0,
(iv) fr@dw)=d(f ). [ 1

mmn (i)  Das ist einfach.
(ii) Der allgemeine Fall 1asst sich aufgrund der Additivitat zurtckfihren

auf w =f& und n = gf, wobei & = dx,, C1Cd¥,, und i =dx,, C1CdX,,.

Dann ist

w [k (fg) & Q)
und mit d(fg) = gdf + f dg erhalten wir definitionsgeman
d(w Q) =d(fg) LA Q]
=g df [ Qi+ fdg LA Q1
= (df Cad) @A) + (—D"(f®) [(dg [H)
=dw [k (—1)Xw Cdn.

22.13
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(iii)  Definitionsgemal ist

L 10 1
dw = a}\wull_uk dX)\ mul I:Imuk
1 <..<pg 1 [ATN1
und
L1 1
d(d(k)) = aKa)\wpluk dXK m)\ mul I:Imuk.

H1<..<pk 1 KA [
In dieser Summe verschwinden alle Terme mit kK = A. Ansonsten kombinieren
sich jeweils zwei Terme zu Null, namlich
OkONWy, .. A%k [CdX, CdX,, CACdX,,
+ A0k Wy, .. dX CdX Cdx,, X,
= 0xOAWy, .. (dXx CdXy +dx, Cdke) Cdx,, C1Cdx,, =0.

Somit ist die gesamte Summe Null.
(iv)  Fur eine O-Form g handelt es sich um die Kettenregel, denn

f (dg)(v) = (dg - f)(frv)
= (Dg = f)(Df(v))
=D(g > f)(v) =d(f "gI(V).
Wir nehmen jetzt induktiv an, dass die Gleichung bereits fur k-Formen verifiziert
ist. Es genugt dann, eine k + 1-Form der Gestalt w [CdX;, zu betrachten. Mit der
Produktregel (ii) und d(dx;) = 0 ist dann
f{(d(w Cax) = f "(dw Cdx)
= f bato CFhdk,
=df'd CThdk,,

wobei die Induktionsannahme beim Ubergang zur letzten Zeile zur Anwendung
kam. Auf der anderen Seite ist wegen d(df,) = 0 auch

d(f "o [d¥,)) = d(f "3 Cidky)
=d(f "3 Cdfy)
=df t'd Cdf,.
Also ist f Ml [Cdx,) = df Hdo [Cdx,), und wir sind fertig. 1

Bemerkung Wir haben die duRBere Ableitung einer k-Form durch Bezug auf
Standardkoordinaten definiert. Dies erscheint etwas willkurlich, und es stellt sich
die Frage, ob es nicht auch ohne Koordinaten geht.
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222 — Differenzialformen

In der Tat ist eine aulRere Ableitung
d: kW) - Q*1(), k CQ)

durch die folgenden drei Eigenschaften vollstandig und eindeutig bestimmt:
(c-1) Dilerknzialeigenschaft: Fur f CQP(U) ist df das Di Cerknzial.
(c-2) Produktregel: Fur o CQK(U) ist

d(w Q) =dw [k (—1)Xw Cdh.

(c-3) Komplexeigenschaft: Esist ded =0.
Fur einen Beweis siehe Kapitel 8 in Janisch, Vektoranalysis. [1

» Geschlossene und exakte Formen

Definition Eine DiLerknzialform w heifldt geschlossen, wenn dw = 0. Sie heilt
exakt, wenn w = dn mit einer weiteren Di [erknzialform n. [ 1

1
Geschlossene 1-Formen a = o, dx, hatten wir bereits mithilfe der Inte-
grabilitatsbedingung 19.10

OAO, = 0,0, 1 CAJu CAl

definiert. Dies ist aber aquivalent mit
1

da= (@Onay —adyan) dx, Cdx, =0,
1[Agu N1
also der Geschlossenheit von a im Sinne der jetzigen Definition.

Wegen d-d = 0 g ist jede exakte DiLerknzialform auch geschlossen. Die
Frage ist, ob umgekehrt jede geschlossene Form auch exakt ist. Flr 1-Formen gab
das Lemma von Poincaré 1912 eine positive Antwort auf sternformigen Gebieten.
Tatsachlich gilt dieses Lemma fur Di Cerknzialformen beliebigen Grades.

Lemma von Poincaré Jede geschlossene Di [erenzialform auf einem sternfor-
migen Gebiet ist exakt. [ 1

i Der Beweis kann beim ersten Lesen Ubersprungen werden, da wir dieses
Ergebnis nur fur eine Notiz Uber Vektorpotentiale ,, bendtigen. — Wir ordnen
jeder k-Form w eine k — 1-Form lw so zu, dass lw =0 fir o =0 und

w = I(dw) +d(lw).

Ist w geschlossen, so ist 1w eine k—1-Form mit d(lw) = w, und wir sind fertig.

Sei

(—
W= Wy, dXy, CICAX,,

H1<.. <Mk

22.15
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eine beliebige k-Form. Wir kbnnen annehmen, dass ihr Definitionsbereich stern-
formig zum Nullpunkt ist. Wir definieren dann

r—w— 1
(w)(X) = (-1 Otk_lwul_uk(tx)dt

H1<..<Hk i=1

Xy Xy, ARy, C10dXy,,

wobei das Dach wie ublich bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist.
Nun folgt etwas Rechnerei. Da wir aufgrund der Glattheit der Komponenten
unter dem Integral di Cereénzieren dirfen, ist

— ]
d(lw) = kK t* oy, n @tx)dt dxy, COCdX,,
H1<..<Mk 0
r—rr [H 1
+ (-1t K010y, .. (tX) dt
0

H1<..<pg i=11=1

Xui dX] mul I:Imul I:Imuk

Andererseits ist

L 1

p1<..<pk =1

Wenden wir hierauf dieselbe Konstruktion an, so erhalten wir

— s 1
I(dw) = tX0100p, . (tX) dt X dx,, C10dX,,
Hi<<..<p I=1
— Y -

- (-1 tK9100p, .. (tX) dt
u1<..<uk|=li=l 0

Xui dX| mul I:mul I:Imuk.

Addieren wir d(lw) und I(dw), so annullieren sich die dreifachen Summen,
und wir erhalten
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d(lw) + 1 (dw)

— L]
= k  t“toy,. @) dt dx,, C0dX,,

H1<..<MHk

r—w L1

+ t*x1 01wy, . (D) dt - dxy, C10dXy,

H<..<py 1=1 0
:ih] . 1

H1<..<MHk

—
= Wy, .. AXy, 00Xy,
H1<. . <Mk

= w.

Damit ist der Beweis vollstandig.

22.3
Ketten

Wir spezifizieren nun die geometrischen Objekte, tUber die wir Di Cerknzi-
alformen integrieren. Die Begri [shildung mag etwas umstandlich erscheinen.
Tatséachlich handelt es sich nur um einen technischen Zwischenschritt zum
allgemeinen Satz von Stokes ;. — Sei | [JQ,1] und damit

I"=10,11", n C1
AuRerdem sei 1° [{0}.
Definition Sei n Q1 Der Standard-n-Wurfel ist die triviale Abbildung
1" 1" - R",1T(X) = x.
Ein allgemeiner n-Wirfel in einem Gebiet U [CRI" ist eine stetige Abbildung
c: 1" - U.

Eine n-Kette in U ist eine endliche Linearkombination Aici1 + .. +Arc, von
n-Wiurfeln cq, ..,c, mit ganzzahligen Koe [ziehten Aq,..,Ar. [ 1

Es ist also I" eine Menge und I" eine Abbildung.

a. Ein O0-Wurfel c: {0} - U istein Punktin U.
b. Ein 1-Wurfel c: [0,1] - U ist eine stetige Kurve in U.
c. Jeder n-Wirfel c ist eine n-Kette, wenn wir ¢ mit 1c identifizieren. 11l
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150 22 — Der Fundamentalsatz im R"

Abb 2 Standard- und allgemeine n-Wirfel fir n = 0,1, 2

10

Ketten treten in naturlicher Weise als Rander von Wurfeln auf. Betrachte
zunachst den Standardwdurfel. Sein Rand ist eine Kette aus n—1-Wurfeln, die seine
Seiten beschreiben und mit Blick auf den Fundamentalsatz mit den geeigneten
Vorzeichen versehen sind.

Definition Fur 1 CiTmlund o [0, 1} heilt

- Iny X qﬂ.y"vxi—laalxia"!xn—l)

die i, a-Seite von 1". Die n — 1-Kette

n . n—1
T

n i+an
o1 L1 (=),
i=1a=0
heil3t der Rand von I". Der Rand einer O-Kette ist 0. [ 1

Definition Der Rand eines beliebigen n-Warfels c: 1" - U ist

1 1
oc [1 (—1)"%ci q,
i=1 a=0

wobei ¢j o CCP Ifa die i, a-Seite von ¢ bezeichnet. Entsprechend ist
a(}\]_C]_ + .. +)\rCr) EXiaCl + .. +)\raCr

der Rand einer allgemeinen n-Kette. [ 1
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Abb 3 Seiten und Rand von 11 und 12

1t 1t
11 1
I1o 111 I1o +l3
12 —12
21 21
2 2 2 2
110 12 111 —lio )2 +l1,
2 2
120 +l30

Der Rand des Randes von 12 ist 0, da jeder Eckpunkt einmal als Endpunkt
einer Seite mit +1 und als Anfangspunkt der ndchsten Seite mit —1 gewichtet
wird, in der Summe also den Faktor O erhalt. Dies gilt fur jede Kette:

Satz Der Randoperator 0 hat die Komplexeigenschaft
0-0=0. [ 1
Fur jede n-Kette ¢ gilt also d(dc) = 0.

I Es genligt, einen einzelnen n-Wirfel zu betrachten. Was fur ihn gilt, gilt
dann auch fur jede n-Kette.
Betrachte zunachst die j, 3-Seite der i, a-Seite von 1",

WMdjp: "2 - RN,
wobei wir i [jJdannehmen kénnen. Fur x 1T 2 ist definitionsgeman
(175 00 = e (175 (0)

= Iir,]O((Xl' ey BJ ' --,Xn—Z)

= (Xla "yaia "lBj+ll "1Xn—2)|

wobei die Indizes an a und 3 angeben, an welchen Positionen die Eintrage stehen.

Man beachte, dass 3 wegen i [jlvon der j-ten an die j + 1-te Stelle verschoben
wird. Andererseits ist aber auch

(11418)ia 00 = 1y g (G 09)
= Ijn+1,B(Xl’ ey aly N} Xn—2)

= (le --1ai1 '-1Bj+11 --aXn—Z)-

22.19
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Also gilt
Ndjp = Ui 1 O

Dasselbe gilt dann auch fur einen beliebigen n-Wurfel c, also

(Ci,a)j.p = (Cj+1.8)ia i L3
In der Randdarstellung
0(dc) =0 —D"%ia = (DI (i )i p
i=1a=0 i.i=1a,B=0
existiert daher zu jedem Summanden genau ein weiterer Summand mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen. Die gesamte Summe verschwindet deshalb, so dass

d(0c) =0. [

22.4
Der Fundamentalsatz

Jetzt geht es noch darum, Di Lerknzialformen tGber Wirfel zu integrieren.
Genauer wird eine n-Form immer Uber einen n-Wurfel integriert, nicht Uber einen
Wirfel einer anderen Dimension.

Zunachst wieder einige Definitionen. Ist w eine n-Form auf 17, so ist

w =f(X)dx; CICdx,
mit einer di Cerenzierbaren Funktion f: I" - R. Wir definieren dann >klassisch«

] ] ]
w= fx)dx; CICd%, 1 fdA,
In In

|n
als das Lebesgueintegral der Koe [ziehtenfunktion f Uber I" beziglich des

Volumenmales dA,. Das Integral tUber einen allgemeinen Wirfel wird darauf
zuruckgefuhrt.

Definition Sei w eine stetige n-Form auf einem Gebiet U . Fur einen di Cerkn-
zierbaren n-Wurfel ¢ in U ist dann

[ 1
w 1 ctdd.
c n
FUr eine di Cerknzierbare n-Kette ¢ = A1c; + .. + Arc, ist entsprechend
[ 1
w [A] W+ ..+ A w.
c c1 1 cr

FUr n =0 sei auRerdem w [Cad(c(0)). [
C
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II—a. Fdr den Standardwdrfel 1" und w = f(x) dx; [ 1[dX, ist dies wieder

die vorher getro [ende Vereinbarung:
1 1

w= f(x)dxy COCdX,
In "

= UMHNF(x)dx, CCdx,)
| [

= f(x)dx; C1Cdx, =

fdAn.
I n

b. Im Fall n =1 handelt es sich um das bekannte Integral einer 1-Form
L1
a= a; (X) dx;
101
entlang einer Kurve c: | - U:
[ [ | (-
a= chta= ai(c(t))éi(t)dt = [deoc,édt.
I | 1

¢ i=1

c. Sei f: [a,b] - R stetig. Fur jeden stetig di Lerknzierbaren 1-Wurfel
c: 1 - [a,b] gilt dann
S - = Loy

fdx= cdfdx)= (foc)cHlt= f dt
c 1 0 c(0)

aufgrund der Substitutionsregel. 11

Wir haben jetzt alles beisammen, um den Satz von Stokes fur Ketten zu
formulieren und auch zu beweisen.

10 Fundamentalsatz (Satz von Stokes) Ist w eine di Lerknzierbare n — 1-Form

auf einem Gebiet U und c eine di Lerknzierbare n-Kette in U, so gilt
1 1

dw = w. —1

c ac

i Zuerst betrachten wir eine n — 1-Form auf dem Standardwiirfel 1". Eine
solche Form hat im R" die Basisdarstellung

w=  fuwy, wy, Cdx; C0d%, CoCdx,,

wobei das Dach bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist. Aufgrund der Linea-
ritéat der Integrale kbnnen wir uns weiter auf eine einzelne solche Form

w =fwy
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beschranken. Dessen Integral Uber I{]a verschwindet fur i # W, weil dx; ver-
schwindet, wenn die i-te Koordinate konstant ist. Es ist also
1

- fou =0, i Z [

i,a

FOr i = erhalten wir
(|

n fw“ = In_l(lﬂ'a)%w“) = In_lf(..,a“, )dAn—l

[TNe
Summieren wir Uber alle Seiten von I", so leisten also nur die beiden p-Seiten
einen Beitrag, so dass

L] = -
fo, = DT foy
o1n i=lo=0 a -
=DM fou+ (DM foy

o
= (—1)* T - [f(.., 14, ..) —F(.,0p, .. )] dAn—1.
Aufgrund des Fundamentalsatzes cljgl’ Integralrechnung in einer Variablen ist
(., 1. .)—f(.,04,..)= " ouf dAg,

wobei nur in der p-ten Koordinate integriert wird. Zusammen mit dem Satz von

Fubini erl%bt sich somit
1

fou =T aufdan = (—1* T gufdxy CICdXq.
aln In In

Auf der anderen Seite ist
d(fwy,) =df Cdx; CI0Cd%, CICdx,
=0,fdx, Cdx; C1Cd%, C1Cdx,
= (1" 1oy fdxy CICdXn.
Somit errlljalten wir

fowy = d(fowy).
aIn In
Der Satz von Stokes ist damit fur den Standardwdurfel bewiesen.

Far einen allgemeinen n-Wurfel ¢ ist mit dem eben Bewiesenen und der

Definition des Randes von I"

1 [ (.
dw = nc%m): nd(c%)
c I I O -
= clad = -0 ctdd.
oI i=10=0 W
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Fur das letzte Integral erhalten wir

| (|
ctdd = ar) etd
Ve e - - -
= (Colinu)%: Cllcx%): w
|n—1 |n—1 Ci,CX
Also ist
- r—tr -
dw = ('@ W= .
c i=10a=0 Gi.o o

Der Satz von Stokes ist damit auch fir einen allgemeinen n-Wirfel bewiesen.
FUr eine beliebige n-Kette ¢ = A1c; + .. + Arc, ist dann alles klar:

[ i —iY -
dw = Ai dw = Ai w = w.
c 10me 1o 9 ac

Damit ist der Satz von Stokes im R" vollstandig bewiesen. [

Der vorangehende Beweis ist wenig mehr als eine elementare Rechnung.
Dies liegt aber daran, dass alles Wesentliche sich bereits in den Definitionen
der zentralen Begri [efindet. Dies ist Uberhaupt ein Merkmal guter Definitionen:
Wichtige Satze lassen sich mit ihnen konzise formulieren und oft auch beweisen.
Nichtsdestotrotz hat der Satz von Stokes weit reichende Konsequenzen und
Anwendungen, von denen wir allerdings hier nur wenige andeuten werden.
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