Der Satz von Stokes

Wir Ubertragen nun den Fundamentalsatz von Ketten im R" auf n-dimen-
sionale orientierte Mannigfaltigkeiten M mit Rand, die in einem beliebigen eukli-
dischen Raum eingebettet sind. Der Fundamentalsatz erhélt dann die Form

[ [

dw = w
M oM

und wird als allgemeiner Satz von Stokes bezeichnet.

Fur 3- und 2-dimensionale berandete Mannigfaltigkeiten enthélt dieser den
Satz von Gauss - auch Divergenzsatz genannt — und den klassischen Satz von
Stokes als Spezialfalle, welche wir abschlieRend mithilfe der klassischen Linien-,
Flachen- und Volumenelemente formulieren. In diesem Zusammenhang treten
auch die Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes auf. Diese Bezeichnungen
erhalten hier ihre Berechtigung.

Abb 1

Satz von Stokes
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23 — Der Satz von Stokes

23.1
Mannigfaltigkeiten

Bisher betrachteten wir gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeiten. Demnach
ist eine nichtleere Teilmenge M des R"™™ eine f-definierte Mannigfaltigkeit der
Dimension n, wenn es eine stetig di Lerknzierbare Abbildung f: R™™ O R™ mit
reguldarem Wert O gibt, so dass

M = f~1(0).

Kurz, M ist die Niveaumenge eines reguldren Wertes einer glatten Funktion.
Wir verallgemeinern dieses Konzept nun dahingehend, dass wir dies von

einer Mannigfaltigkeit nur noch lokal um jedem Punkt fordern. Dabei stehe im

Folgenden di Lerknzierbar der Einfachheit halber fur unendlich oft di Cerknzierbar.

Definition Eine nichtleere Teilmenge M des R"™*™ heifl3t n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit oder kurz n-Mannigfaltigkeit, wenn zu jedem Punkt p Ml eine
Umgebung W [CRI'™ und eine di Lerknzierbare Abbildung f: W - R™ mit
regularem Wert O existiert, so dass

MAW=f10). [

Dieser Begri it tatsachlich allgemeiner als der der global gleichungsde-
finierten Mannigfaltigkeit. Dies ergibt sich daraus, dass — wie wir gleich sehen
werden — letztere immer orientierbare sind, erstere jedoch nicht.

So sieht man sofort, dass die Oberflache eines 2-Torus eine kompakte 2-
Mannigfaltigkeit darstellt.

Aufgrund des Niveauflachensatzes 1g.12 ist diese lokale Charakterisierung
aquivalent zur Existenz einer di Lerknzierbaren Abbildung ¢: R" & R™, so dass

M AW =T (¢)

der Graph von ¢ ist. FUr das praktische Arbeiten mit Mannigfaltigkeiten ist
allerdings folgende Charakterisierung niitzlicher.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™™ ist eine n-Mannigfaltigkeit genau
dann, wenn es zu jedem Punkt p [CM eine Umgebung W [CRIM™ und
einen Di [edmorphismus h: W - R"™™ gibt, so dass

h(M nW) CRI x0™.  []

Man sagt, der Di Cedmorphismus h trivialisert die Mannigfaltigkeit M um
den Punkt p.

mm [——INach Umordnung der Koordinaten kdnnen wir annehmen, dass
sich lokal auf M die letzten m Koordinaten als Funktionen der ersten n Koordi-
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23.1 — Mannigfaltigkeiten

Abb 2 Mannigfaltigkeiten mit trivialisierenden Abbildungen

w 7
Rl
S

e R2

naten schreiben lassen. Es gibt also eine di Cerenzierbare Abbildung
@: UV, UxV CRI'<xR™,

sodass M nW =T () mit W =U x V. Setzen wir
h: UxV o R"<R™,  (u,v) CEy) = (u,v—@)),

so ist h injektiv und die Jacobimatrix Dh in jedem Punkt regulér. Also ist h
ein Di Cedmorphismus von W auf eine o [erle Teilmenge in R" < R™ mit der
Eigenschaft, dass

] -
h(M aW)= h(u,v): (uv) [T{P)
CJ (!

(xy): x[Jy=0 [R'x0™

[1Sei W eine Umgebung von p und h: W - Q ein solcher Di Ledmor-
phismus. Setzen wir

f= (hn+1, ..,hn+m) W o Rm,

so ist f diLerknzierbar und f(M n W) = 0™. AuRerdem ist O™ ein regularer
Wert, da der Rang von Dh in allen Punkten maximal ist. [

Kehren wir die Abbildung h des letzten Satzes um und ignorieren die
Koordinaten aufRerhalb von M, so erhalten wir ein lokales Koordinatensystem
auf M. Die Existenz solcher Koordinaten ist ebenfalls charakteristisch fur eine
Mannigfaltigkeit.

28.01.2022 — 12:45 23.3
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23 — Der Satz von Stokes

Abb 3 Ein- und zweidimensionales Koordinatensystem

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™™ ist eine n-Mannigfaltigkeit genau
dann, wenn es zu jedem Punkt p [CM eine Umgebung W [CRIM™, ein
Gebiet U [CRI' und eine di Cerenzierbare Abbildung ¢: U - R™M mit
folgenden Eigenschaften gibt:

(k-1) ¢ ist injektiv mit rang D¢ =n,

(k-2) pU)=MnW,

(k-3) d71: p(U) - U ist stetig.
Eine solche Abbildung ¢ heil3t lokales Koordinatensystem oder Karte um
den Punkt p. [

mm [1Eine n-Mannigfaltigkeit M ist lokal um jeden Punkt p [CM der
Graph einer Abbildung ¢@: U - V wie im vorangehenden Beweis. Dann ist die
erweiterte Abbildung

b U-R™, )= (u,@u))

o [ensichtlich ein Koordinatensystem um p.

[_1Sei nun umgekehrt W eine Umgebung von p und ¢: U - R"™M eine
Abbildung mit den Eigenschaften (k-1)-(k-3). Wir kdnnen die Koordinaten in
R"™M so umordnen, dass die ersten n Spalten der Jacobimatrix von ¢ linear
unabhéngig sind. Damit wird die Abbildung

X =(P1,..,bn)

im Punkt a = ¢ *(p) regular. Auf einer nétigenfalls etwas kleineren Umge-
bung U erhalten wir so einen Di [edmorphismus X: U - U mit der Eigenschaft,
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23.1 — Mannigfaltigkeiten

Abb 4 Keine Mannigfaltigkeit

dass
d=¢d-xt:0-w

in den ersten n Koordinaten zur Identitat wird. Es gilt dann
PU)=-x1(0) =§@0) =T (o),

wenn ¢ aus den letzten m Koordinaten von @ besteht.

AuRerdem existiert eine Umgebung W von p, so dass F'(q) = M n W.
Denn andernfalls gabe es eine Folge (px) von Punkten auf M mit px - p und
¢ Y(px) [W. Dann aber ist ¢t im Punkt p nicht stetig, im Widerspruch zu
Annahme (k-3). Also ist M eine n-Mannigfaltigkeit. I

Bemerkung Bedingung (k-3) ist erforderlich, um Gebilde wie in Abbildung 4
als Mannigfaltigkeit auszuschliel3en. Jede Umgebung W von p enthalt auch
Punkte auf den gestrichelten Ende von M, die gegen p konvergieren. Entlang
dieser Folge konvergiert ¢~ jedoch nicht gegen ¢ ~1(p), ist also unstetig. [

Wir halten noch fest, dass der Wechsel zwischen zwei Koordinatensystemen
einen Di Ledmorphismus definiert, wenn sich ihre Kartengebiete tUberlappen.

Lemma Sei M eine n-Mannigfaltigkeit im R"*™. Sind
¢o: Ug - R™™, a=1,2,
zwei Uberlappende Koordinatensysteme von M, also die Mengen
Vo = dg'(1(U1) n d2(U2)),  a=1,2,
nicht leer, so sind die beiden Koordinatenwechsel
brleodr: V1o Ve, Pprtedz: Voo Vi,
n-dimensionale Di Ledmorphismen. [ ]

23.5
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23 — Der Satz von Stokes

Abb 5 Koordinatenwechsel

o T
Vg
¢21~x

Y

P2 Uz .

i Die Abbildungen sind auf jeden Fall bijektiv. Mit den Bezeichnungen
des Beweises des ersten Satzes ist

b5t oy =100 hp o Py = Ttn = hz o hy |y, xom,

wobei 11, die Projektion auf die ersten n Koordinaten bezeichnet. Also ist

detD(¢5t = 1) #0.

Somit ist ¢2‘1 > ¢, ein Di Ledmorphismus. — Aus Symmetriegrinden gilt Ent-
sprechendes auch fiir ¢t e ¢y, mmm

= Mannigfaltigkeiten mit Rand

Jeder Punkt einer n-Mannigfaltigkeit M ist umgeben von einem n-dimen-
sionalen Kartengebiet. In diesem Sinne ist jeder Punkt von M ein innerer Punkt
von M und kein Randpunkt. Fir den Satz von Stokes benétigen wir aber auch
Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Das euklidische Modell hierfur ist der abgeschlossene Halbraum

H" X (R : x, [(O}.

Abb 6 Eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand

Hl
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23.1 — Mannigfaltigkeiten 165

Abb 7 Zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand

H2

Jeder Punkt x in H"™ mit x, > O ist ein innerer Punkt von H", und der Rand
dieses Halbraums ist die Hyperebene

OH" = {x R : x, =0} =R" 1 x 0%

So ist H! das abgeschlossene Intervall [0,o0), und H? die obere abgeschlossene
Halbebene.

Definition Eine nichtleere Teilmenge M des R"™™™ heif3t n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit Rand oder kurz berandete n-Mannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem Punkt p Ml eine Umgebung W [CRI'*™ und einen Di Ledmorphismus
h: W - R™™ gibt, so dass entweder

h(M nW) LRI x Q™ (0
oder
h(M nW) CH" < 0™, h(p) CaH" < 0™, )}

Der Rand dM von M besteht aus allen Punkten in M mit Eigenschaft (). [

Man beachte, dass beide Bedingungen nicht gleichzeitig erfullt sein kdnnen.
Denn gébe es um ein und denselben Punkt p Di Ledmorphismen h, und hs mit
den jeweiligen Eigenschaften, so wére hg < h.‘l ein Di Ledmorphismus, der eine
o [ede Umgebung von h,(p) auf eine nicht-o Cede Umgebung von hs(p) abbildet,
was nicht moglich ist.

a. Jede Mannigfaltigkeit ist auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand, ihr Rand
ist in diesem Fall leer.
b. Jede abgeschlossene n-dimensionale Kugel im R" ist eine kompakte
berandete n-Mannigfaltigkeit, ihr Rand ist eine n — 1-dimensionale Sphére.
c. Ein Volltorus ist eine kompakte berandete 3-Mannigfaltigkeit, sein Rand
ist ein >hohler< 2-dimensionaler Torus. 11
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Achtung Der Mannigfaltigkeiten-Rand ist nicht zu verwechseln mit dem
topologischen Rand 723 . Ist zum Beispiel D eine abgeschlossene Kreisscheibe
im R3, so ist ihr Mannigfaltigkeiten-Rand eine Kreiskurve, aber ihr topologischer
Rand istganz D. [1

23.2
Vektorfelder, Formen und Orientierung

Ausgehend von der Beschreibung einer Mannigfaltigkeit durch lokale Koor-
dinaten definieren wir nun Konstrukte wie Tangentialrdume, Di Lerknzialformen
und Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten.

= Tangentialbundel und Vektorfelder
Sei M eine n-Mannigfaltigkeit im R"™ und
¢: R" [ W R
ein lokales Koordinatensystem um einen Punkt p [CMl. Der Tangentialraum im
Punkt a = ¢~1(p) ist der Raum R" selbst, den wir uns mit seinem Nullpunkt
an den Punkt a angeheftet vorstellen. Die Tangentialabbildung ¢ —f Dkp bildet

diesen in einen Unterraum des R™™ ab, den wir uns mit seinem Nullpunkt am
Punkt p angeheftet vorstellen. Diese Abbildung

braTaR" - T,R™™, v [Dd(a)v

ist injektiv, da D¢ maximalen Rang hat.

Das Bild ¢ (TaR") ist also ein n-dimensionaler Unterraum von ToR"™ ™.
Dieser Raum héangt nicht von der Wahl der Koordinaten ab. Ist §: U - W ein
weiteres Koordinatensystem um p, so ist

X= tedp: RTOR"

Abb 8 Tangentialraume

TaR
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232 — Vektorfelder, Formen und Orientierung

ein lokaler Di Ledmorphismus um a 3. Damit ist
b=P-x, P P roxra

Da X —glen Raum TyR" isomorph auf den Raum TzR" mit & = x(a) abbildet,
folgt

¢ (TaR") = § (FTaR").
Somit hangt dieser Raum nicht vom Koordinatensystem ab, und folgende Defini-
tion ist gerechtfertigt.

Definition Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Ist ¢ : U - W ein Koordinatensystem
um p = ¢d(a) M, so heildt

ToM CI(TaR")
der Tangentialraum von M an der Stelle p. Die Vereinigung

| —
™ [ TpM

p M1

aller dieser Tangentialr&ume heif8t das Tangentialbtndel von M. [

Fur gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeiten stimmt diese Definition mit der
friheren 1517 Uberein.

Definition Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung
F: MoTM
mit der Eigenschaft, dass F(p) CTAM fir alle p CM. [

Ein Vektorfeld F: M - TM ordnet also jedem Punkt p [CM einen Vektor
im dariberliegenden Tangentialraum TpM zu. Ist

m: TM - M, T,M L[]

die kanonische Projektion des Tangentialbtindels auf den FuBpunkt eines jeden
Tangentialraumes, so gilt also

T[°F=id|\/|.

Abbildungen dieser Art werden als Schnitte in einem Bundel iber M bezeichnet.

Ein Vektorfeld F auf M ist nicht notwendigerweise auf einer Umgebung

von M erklart. Somit ist a priori nicht klar, wann F di Cerknzierbar heif3en soll.

Dazu greifen wir auf lokale Koordinatensysteme zuriick. — In jedem lokalen
Koordinatensystem ¢ : U - W existiert ein eindeutiges Vektorfeld G auf U mit
Fe-d=Ddo¢-G.

23.9
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Fur dieses Vektorfeld schreibt man auch

dF D Fodp: U TU

und nennt es das auf U zuriickgeholte Vektorfeld. Wir definieren dann ein Vektor-
feld auf M als di [erknzierbar, wenn es zu jedem Punkt ein Koordinatensystem
gibt, in dem das zurickgeholte Vektorfeld im Gblichen Sinne di Cerknzierbar ist.
Da der Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen di [erkénzierbar
ist, hangt diese Definition nicht von deren Wahl ab.

s Di[Cerknzialformen

Fassen wir den Tangentialraum TpM als Unterraum von T,R"™*™ auf, so ist
der Raum A‘SM der alternierenden k-Formen im Punkt p nichts anderes als die
Einschréankung dieser k-Formen auf Tp,M. Das Bundel aller dieser Raume ist

—1
AM 1 ARM.
p M1

Eine Di [erknzialform vom Grad k oder kurz k-Form auf einer Mannigfaltig-

keit M ist dann eine Abbildung

w: M o AM

mit der Eigenschaft, dass 11 - w = idy . Diese kdnnen wir darstellen als

—1
w= Wy, dXy, CICdk,,

1 ik . <p [AFm
wobei die Komponentenfunktionen wy,, .., wy, im Allgemeinen nur auf M er-
klért sind. Di Lerknzierbarkeit und aufRere Ableitung mussen wir daher wieder
durch Rickgri Cauf lokale Koordinaten erklaren.

So heildt w di Cerknzierbar, wenn es zu jedem Punkt ein Koordinatensystem
gibt, in dem die zurtickgeholte Form im Ublichen Sinne di Cerknzierbar ist. Da
der Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen di [Cerenzierbar ist,
héngt diese Definition nicht von deren Wahl ab. Etwas mehr Sorgfalt erfordert
die Definition der auRReren Ableitung.

Satz und Definition Zu jeder di Cerenzierbaren k-Form w auf einer Mannig-
faltigkeit M existiert genau eine k + 1-Form dw auf M, so dass

¢ (dw) = d(d ")

in jedem Koordinatensystem ¢ auf M. Diese Form heil3t die aullere
Ableitung von w. [

23.10



232 — Vektorfelder, Formen und Orientierung

mmmn Wir definieren dow durch seine Wirkung auf k + 1 Tangentialvektoren
Wi, .., Wiirr LTEM.
In einem Koordinatensystem ¢ um p = ¢(a) gehen diese Uber in die Vektoren
vy=o¢'w, CTIR", 1 CHICKK1,
Existierte das aufRere Di Lerknzial dw in der Ublichen Weise, so ware nun 22 g

dw(wy, .., Wi+1) = dw(P vy, .., P k1)
= (¢ "dbo)(v1, .., Vir1) = d( "ad) (v, .., Vis1).

Der letzte Ausdruck existiert aber in jedem Fall, wenn wir w als di Lerkénzierbar
voraussetzen. Wir definieren also die k + 1-form dw durch

dow(Wi, .., Wik1) CAld ") (p Wy, .., b Wyery).

In der Ublichen Weise zeigt man, dass dies nicht von der Wahl des Koordinaten-
systems abhangt. [0

= Orientierung

Fur die Integrationstheorie und den Satz von Stokes mussen wir Mannigfal-
tigkeiten noch mit einer Orientierung versehen. Dazu tre [ed wir folgende

Vereinbarung Der euklidische Raum R" sei mit der Orientierung der Standard-
basis [e1, ..,en] sowie dem Standardskalarprodukt v, w [CWersehen. [ 1]

Einem einzelnen Punkt p einer Mannigfaltigkeit M ordnen wir eine Orien-
tierung zu, indem wir den Tangentialraum T,M mit einer Orientierung

L@ D, .., vnl(P)

versehen, also eine angeordnete Basis (v1,..,Vn) von TpoM auswéhlen. Natirlich
ist es nicht sinnvoll, dabei vollig willkurlich vorzugehen. Vielmehr sollte die Wahl
dieser Orientierungen in einer konsistenten Weise erfolgen.

Innerhalb eines Koordinatensystems ¢ ist dies kein Problem. Hier nennen
wir eine Wahl von Orljflntierungen k%\sistent, WeID__[|1 auf dem ge ten Karten-
gebiet entweder (3 P req,..,.drey oder (2 — Ppres, .., Prey gilt-also alle
Orientierungen entweder mit der Standardorientierung des R" Ubereinstimmen
oder entgegengesetzt sind.

Eine solche konsistente Wahl kénnen wir immer erreichen, indem wir [Cauf
dem Kartengebiet auf eine dieser beiden Weisen einfach festlegen. Haben wir aber
eine solche Wahl getro [Ced, so pflanzt sie sich Uber Uberlappende Koordinatensy-
steme hinweg auf ganz M fort. Und dies kann zu Konflikten fuhren.
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Abb 9

Zwei Kartengebiete
mit Orientierung

I"Das Mobiusband entsteht, indem man die Enden eines Papierstreifen nach
einer halben Drehung zusammenklebt. Beide Seiten des Papierbandes bilden
dann eine einzige Flache. Diese ist nicht orientierbar. Denn wahlen wir in einem
beliebigen Punkt p eine Orientierung, so fuhrt deren stetige Fortsetzung nach
einem Umlauf um das Band zur entgegengesetzten Orientierung in p. Eine Uberall
konsistente Wahl von Orientierungen ist daher nicht moglich. 11

Definition Eine Mannigfaltigkeit M heil3t orientierbar, wenn jedem Punkt eine
Orientierung so zugeordnet werden kann, dass sie in jedem lokalen Koordi-
natensystem konsistent ist. Eine Mannigfaltigkeit mit einer solchen Wahl heif3t
orientierte Mannigfaltigkeit. [1

IL_Eine gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeit M = f~1(0) ist orientierbar. Denn
die Gradienten der Komponentenfunktionen,

ng = il 1 CKICm,

bilden eine stetige Familie von Normalenvektoren an M und fixieren damit eine
konsistente Orientierung [n1,..,Nm] des Normalenbiindels T ™™ . Dies indu-
ziert eine konsistente Orientierung [v1, .., Vvh] des Tangentialblindels, indem wir
fordern, dass

[Vi,..;Vn, N1, .., nm] = [€1, .., €n+m] . 1

Abb 10

Das Mébiusband ‘

23.12
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Abb 11

Tangentialraum und
auBere Normale an
einem Randpunkt

= Mannigfaltigkeiten mit Rand

Unsere Definitionen von Tangentialraum, Vektorfeldern und Di Lerenzialfor-
men Ubertragen sich ohne groRe Miihe auf Mannigfaltigkeiten mit Rand. Bei der
Orientierung ergibt sich dabei ein zusatzlicher Aspekt.

Sei M eine n-Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist 0M eine Mannigfaltigkeit
der Dimension n — 1, denn in jedem Koordinatensystem um einen Randpunkt p
von M ist er das Bild eines Teils von dH". Fur die Tangentialraume gilt daher

Tp(dM) CTIM.

Genauer ist Tp(dM) ein linearer Unterraum von T,M der Kodimension 1. Somit
ist Tp'@M) n TpM ein eindimensionaler Unterraum, und es existieren genau zwei
normierte Tangentialvektoren, die senkrecht auf der Randmannigfaltigkeit stehen.
Von diesen zeigt genau einer nach auf3en. In einem Koordinatensystem ¢ um den
Randpunkt p ist dies gleichbedeutend damit, dass die letzte Komponente des
zuriickgeholten Normalenvektors ¢ "n{p) negativ ist. Diese Charakterisierung
ist koordinatenunabhangig, denn jedes Koordinatensystem um einen Randpunkt
bildet sowohl oH" als auch H" in sich ab.

Abb 12

Induzierte O
Orientierung des Randes

23.13
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Abb 13

Induzierte Orientierung
des Randes einer Flache
und des Volltorus ~ /

Satz und Definition Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, so existiert in
jedem Randpunkt p von M ein eindeutiger auswarts gerichteter Norma-
leneinheitsvektor n(p), kurz aulRere Normale genannt. [ 1

Mithilfe der &uferen Normalen kénnen wir auf einer orientierten Mannigfal-
tigkeit mit Rand eine eindeutige induzierte Orientierung des Randes erklaren.

Satz und Definition Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist auch der Rand oM eine orientierte Mannigfaltigkeit, und die induzierte
Orientierung @ [Ciin Punkt p [CdW ist gegeben durch

(0 D) = [v1,..,Vn-1]

mit denjenigen Basen (vi,..,Vn—1) von TpdM, fUr die

[nvi, .., Va1l (P) = O@@). [

umm Damit diese Festlegung sinnvoll ist, missen wir zeigen, dass verschie-
dene Basen von Tp,0M mit dieser Eigenschaft gleichorientiert sind. Seien also
(V1,..,Vn-1) und (ws, ..,wnh—1) zwei Basen von T,0M mit

[n,vi1,..,Va-1]1 = [N, Wy, .., Wn-1].

Ein Basiswechsel zwischen diesen beiden Basen ist eine lineare Transformation

T mit detT >0 und Tn =n. Also hat T die Blockmatrixdarstellung

1 [
1 1

0 A

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix A. Also ist auch det A > 0 und somit
[vi, .., Vn-1] = [W1, .., Wn-1] . ([T

Bemerkung Die Bedingung an den Vektor n ist so gewahlt, dass der Rand
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit in der Ebene positiv, und die Oberflache
einer Kugel, von auRen gesehen, wie die euklidische Ebene orientiert ist app13. [

23.14
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23.3
Der Satz von Stokes

Nun geht es um das Integral einer n-Form w Uber eine n-Mannigfaltigkeit M.
Dabei betrachten wir zuerst den Fall, dass der Trager von w ganz in einem n-
Wiirfel ¢ enthalten ist, der sich durch Einschrankung eines Koordinatensystem ¢
auf den Standardwduirfel ergibt, also durch

c=&|n

gegeben ist. Dies ist keine wesentliche Einschrankung, da sich jedes Koordi-
natensystem durch Verschieben und Strecken der Koordinaten in ein Koordi-
natensystem ¢: U - W mit U [I1 Uberfihren lasst. Ist M orientierbar, so
heil3t ¢ orientierungserhaltend, wenn es ¢ ist. Nur solche Wurfel wollen wir im

Folgenden betrachten und definieren hierftr
1 1 1 1

wldw= cd= ¢t
[ n |n

M I

Diese Definition ist gerechtfertigt, denn das Integral hangt nicht vom Koordina-
tensystem ab.

Lemma Sei w eine n-Form auf der orientierten n-Mannigfaltigkeit M. Sind
c1 und c» zwei orientierungserhaltende n-Wurfel in M und

suppw Cca(1") nca(1M),

so gilt
1 1
w = w. 1
C1 C2

I Sei Vo = cgl(supp w) fur a =1,2. Dann ist

X [cJloci: Vi - Vs

ein Di Ledmorphismus 3 mit ¢, = cz <X, und es gilt
1 1 1 1
w= c¢d= cd= xId
n 1 Vi

Cc1 | V.

Hierbei ist 02% = f dx,; [ 1[CdX, mit einer Funktion f auf V, und ¢
x " dxy CCdX,) = (f o X)(det Dx)dx; C1CdXn.
Da der Koordinatenwechsel x die Orientierung erhélt, gilt

detDx = |detDx]| > 0.

23.15
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Abb 14  Trager von w in zwei Kartengebieten

. P

— -1
X=C =1

: o)

supp w

Mit x(V1) = V2 und der Transformationsformel 1 13 folgt daher weiter
1

1
xtedd = xHfdxg CCdxn)
Vi Iﬁ

= (feX)[detDx| dAn
- (-

= fdA, = C, ™= . [m
Vo n C2

= Der allgemeine Fall

Im Allgemeinen wird der Tréager einer Form nicht in einem einzigen Koor-
dinatensystem enthalten sein — sonst ware der ganze Aufwand mit den Man-
nigfaltigkeiten nicht nétig. Diesen Fall behandeln wir mithilfe einer Zerlegung
der Eins. Dabei betrachten wir nur solche Zerlegungen T, wo der Trager jeder
Zerlegungsfunktion T [CTlganz im Bild eines n-Wirfels enthalten ist. Dies lasst
sich immer erreichen, indem man die Zerlegung der Eins einer Uberdeckung von
M durch Kartengebiete unterordnet.

T [Tlein n-Warfel ¢: I" - M existiert mit

supp Tt CcqI™).

Flr eine n-Form w auf M sei dann
= (i
w [ TW,
M T [T1 M

falls diese Reihe konvergiert. Dieses Integral ist unabhéngig von 7. [ 1

23.16
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23.3 — Der Satz von Stokes

o Sei S eine zweite Zerlegung der Eins auf M mit der geforderten Trager-
Eigenschaft. Da der Trager jeder Zerlegungsfunktion kompakt und jede Zerlegung
lokal endlich ist, sind fur jedes T [Tlund jedes o [Slauch die Mengen

St={oc 31 ot [0}, Js ={t I To O}

endlich 21 7. Daher gilt

—1 —1 —1 1
T=T o = TO, O=0 T= oT,
o [31 o [34 T [T1 T [d

wobei jede Summe endlich ist. Folglich gilt auch

Tw= Tow

trm M TEJZUESQEIM =
= oTw = ow. [

orstrrg M csaM

Genau dieselben Definitionen gelten auch fir Mannigfaltigkeiten mit Rand.
Dabei ergeben sich keine neuen Schwierigkeiten. Wir sind daher jetzt in der Lage,
den Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten zu formulieren und zu beweisen.

Allgemeiner Satz von Stokes Sei M eine kompakte, orientierte, n-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Fur eine n — 1-Form w auf M gilt

dann
|| 1

dw = w,
M oM

wobei 0M mit der von M induzierten Orientierung versehen ist. [ 1

umm Der Beweis erfolgt in drei Schritten — zwei Spezialfélle innerhalb eines
Koordinatensystems und der allgemeine Fall mit einer Zerlegung der Eins.

1.Fall Esgilt suppw LCcqI™) mit einem orientierungserhaltenden n-Wurfel
c in M [CdW. Aufgrund der Rechenregeln fur die auf3ere Ableitung 228 und des

Fundamentalsatzes im R" ilt dann
] ] 210 9 - -

ctd= .
n

ac

dw= dw= cdw)= dc'd)=
In In

M c
Da w aulf__<lllem Rand von ¢ verschwindet, ist also

al

Wegen supp w M [CdM gilt andererseits ebenfalls
1

w =0.
oM
Also sind beide Integrale gleich, ndmlich Null, und die Behauptung ist in diesem

Fall bewiesen.

23.17
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Abb 15  Trager von w am Rand

[

2.Fall Esgilt suppw [cqI™) miteinem orientierungserhaltenden n-Wirfel
c in M, wobei ¢ genau eine Seite mit 0M gemeinsam hat. In einem in einer
Umgebung von I" definierten Koordinatensystem von dM sei dies die (n, 0)-
Seite. Wir nehmen also an, dass cno [CdM, wahrend alle Ubrigen Seiten keine
inneren Punkt mit d0M gemeinsam haben.

Da c die Orientierung von M erhélt, ist

Cwl= [01C, ..,0nC].
Die (n,0)-Seite von c ist

EIIPI”D:(:%

n Xn=0"
Somit ist o€ = dkc fur 1 [CKI [Cnl— 1. AuRerdem weist die duRere Normale
von M im Bereich dieses Wirfels in die Richtung von —dnc, da die Punkte mit
0 [x] [Tdinnerhalb von M liegen. Also gilt fur die Orientierung des Randes
oM = [Nn,0:1C, ..,0n-1C]
= —[0nC,01C, .., 0n-1C]
= —(—1)""1[d:c,..,0nc]

=(-1)" 0w
Also ist aufgrund des Fundamentalsatzes im R" 2,10
1 1 1

dw= dw=>C1D" oo

M c ac

Nun ist aber ¢ die einzige Seite von c, auf der w nicht verschwindet. Ferner ist
¢ ein n — 1-Wurfel in O0M, der den Trager von w innerhalb von 0M enthalt. Also

gilt weiter
(I 1 1

w=>CD" w=(C1n" w.
ac Cn,0 oM

Die letzten beiden Identitaten ergaben damit die Behauptung auch in diesem Fall.
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23.3 — Der Satz von Stokes

3. Fall Betrachte nun den allgemeinen Fall. Wahle dazu eine Zerlegung der
Eins T auf M so, dass fur jedes T [“Ilauf Tw der erste oder zweite Fall zutri [(E1
Da M kompakt ist, kann diese Zerlegung sogar endlich gewahlt werden 21 7. Flr
die konstante Funktion 1 gilt dann

1 1
0=d(1l)=d T= dr,
T [T T 1

wobei die Summe endlich ist. Also gilt auch

1
dr Ca=0.
T I

Damit erhalten wir
1

dw = Tdw
M M

ng
(dt Ca+Tdw)
M

T Eﬂg
d(tw)
T EEIgM

= Tw
oM
=

= .
oM

That’s it. [

Bemerkung Der Satz von Stokes ist falsch fur nicht kompakte Mannigfal-
tigkeit mit Rand. Denn in diesem Fall ist auch M [CdM eine Mannigfaltigkeit mit

Rand, nur ist der Rand hier die leere Menge. Es ist also in jedem Fall
1
w =0.
oM

Es gibt aber n — 1-Formen w auf M mit
[

dw #=0.
M

Auf nicht kompakten Mannigfaltigkeit gilt der Satz vielmehr mit der zuséatzlichen
Annahme, dass supp w kompakt ist. Der Beweis bleibt derselbe. [1
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178 23 — Der Satz von Stokes

s Die Satze von Gauss und Stokes

Fir zwei- und dreidimensionale Mannigfaltigkeiten im R3 ergibt der Satz
von Stokes die klassischen Integralsatze der Vektoranalysis. Daflr definieren wir
das vektorielle Linienelement

dEl]:(Iixl, dXz, dX3) 1
und das vektorielle Flachenelement
dme m3,dX3 Ij}l,dxl mz)l:l

Das Volumenelement ist nach wie vor dV = dx; [CdX, [CdXs.
AulRerdem erinnern wir an die Definition des Nablaoperators. Sind die Funk-
tion f: R® O R und das Vektorfeld F: R® O R® di [erknzierbar, so heilen
Cf ILgiad f C(aif,0d-f,asf)5"
C=H CdivF [CdjF; +02F, + 03F3,
[CrdtF [(@F3 — 03F,03F1 — 01F3,01F2 — 02F1)

der Gradient von f sowie die Divergenz und Rotation von F.
Lemma Fur di [erknzierbares f: R® 0 R und F: R 0 R® gilt

df =gradf «d§ 1
d(F = d§) 3 rotF « dA]
d(F « dAYE divF dv.
AuBerdem gilt immer
[X1[f = rotgradf =0,
[=QCxF)=divrotF =0. [
I Die erste Identitét ist o Cedsichtlich. Die zweite ergibt sich mit
d(F1dx; +F2dxz + F3dx3)
= 0oF1dxo [CdX; +03F1dxs [CdX;
+ 0,F> dx; [CdX, + 03F, dxz [CdX»
+ 0,F3dx; [CdXs + 0,F3dxy [CdXks
= (02F3 — 03F2) dx> [dX3 + (93F1 — 01F3) dxs [CdX;
+ (ale - azFl) dx; [Cdx,.

Und die dritte folgt mit

23.20
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d(F1 dxp [dXs + Fodxs CdX; + Fzdx; Cdx)
= 01F; dxy [CdX, [CdXs + zyklische Vertauschungen
= (01F1 + 02F2 + 03F3) dx; [CdX, [CdXs.
Mit diesen Identitaten und d-d = 0 folgt schlie3lich
0 = d?f =d(gradf = d§) 3 rotgrad f « dA
0 = d?(F = d§)* d(rotF « dAY!=divrotF e dv. mmm

Damit erhalten wir die folgenden Satze der Vektoranalysis. Der Satz von
Gauss wird auch Divergenzsatz genannt.

Satz von Gauss Sei M3 eine kompakte orientierte 3-Mannigfaltigkeit mit
Rand. Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M3 di [erknzierbar, so
gilt

[ (- 1
FedAZ d(F-dAYE divFdv. [

am3 M3 M3

Satz von Stokes  Sei M2 eine kompakte orientierte 2-Mannigfaltigkeit mit
Rand. Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M? di [erknzierbar, so

gilt
1 1
Feds= d(F - df)+ rotFedAl [
am?2 M2 M2
Der Fundamentalsatz fur Wegintegrale gehért ebenfalls dazu.

Satz von Fund Sei M eine kompakte orientierte 1-Mannigfaltigkeit mit Rand.
Ist die Funktion f in einer Umgebung von M?! di [erknzierbar, so gilt
1

f= df = gradfed§ 1 [ 1
om? M1 Ve

23.4
Das Volumenelement

Um die Integralsatze in klassischer Form zu notieren, bendtigen wir noch

das skalare Linien-, Flachen- und Volumenelement. Zunachst der Standardraum.

Lemma Im euklidischen n-Raum gibt es genau eine alternierende n-Form o,
das Volumenelement, so dass

w(vi,..,vp) =1

far jede positiv orientierte Orthonormalbasis vi,..,vn. [

23.21
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180 23 — Der Satz von Stokes

[ Ist vy, .., Vi irgendeine positiv orientierte Orthonormalbasis, so gibt es
genau eine n-Form w mit w(vy,..,vp) =1, denn A"R" ist eindimensional. Ist
wi, .., Wn eine weitere positiv orientierte Orthonormalbasis, so ist der Basiswech-
sel T mit Tv, = w, fur 1 [l Chaleine orientierungserhaltende, orthogonale
Transformation. Also ist detT = 1, und deshalb 25 4

w(Wi,..,Wp) = (T, .., Trvg)
= T I%(Vl! ..,Vn)
= (detT) w(vy,..,vn) = 1.

Also gibt es nur eine solche Form ¢o. [

Ist M eine orientierte n-Mannigfaltigkeit, so ist jeder Tangentialraum ein
orientierter n-dimensionaler Untervektorraum des Umgebungsraumes. Somit
existiert in jedem Punkt p ein eindeutiges Volumenelement w(p). Es ist nicht
schwer zu zeigen, dass dies eine di Lerknzierbare n-Form auf M definiert.

Definition Die auf diese Weise auf einer orientierten Mannigfaltigkeit M defi-
nierte n-Form heifl3t das Volumenelement auf M und wird mit dV bezeichnet.
Die reelle Zahl
1

IM] C1 dV
M
hei3t das Volumenvon M. [ 1

Bemerkung Die Bezeichnung dV bedeutet nicht, dass es sich um das Di [e-1
renzial einer Funktion handelt. Es ist nur eine historisch bedingte Schreibweise. [1

m—Auf einer n-Mannigfaltigkeit M im R", also einem Gebiet im R", ist
dV =dx; C1Cdx,

und
1 (|

IM|= dv= 1
M M

das klassische Volumen von M, wenn dieses Integral endlich ist. 11

Im eindimensionalen Fall bezeichnet man dieses Volumenelement auch als
Linienelement ds, im zweidimensionalen Fall als Flachenelement dA, und reser-
viert dV fir das dreidimensionale Volumenelement. Diese haben eine einfache
geometrische Interpretation,.

8 Lemma Sind u,v,w positiv orientierte Tangentialvektoren an eine orientierte
1-, 2- respektive 3-Mannigfaltigkeit, so ist

23.22
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(i) ds(u) die Lange des Vektors u,
(i) dA(u,Vv) der Flacheninhalt des Parallelogramms mit Seiten u, v,
(iii) dV(u,v,w) das Volumen des Spates mit Seiten u,v,w. [ 1

o Wir zeigen (ii). Wir kdnnen in ToM eine Orthonormalbasis eg,e> so
wahlen, dass u =2Ae; mit A>0 und v = pe; +ve;. Dannist u>0,da u und v
positiv orientiert sind, und

dA(u,v) = dA(Ae1, pez) = ApdA(er, €2) = AU

Dies ist gerade der Flacheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten u und v . I

= Das Linien- und das Flachenelement

Wir beschreiben das Linien- und das Flachenelement noch etwas genauer.

Satz Sei M eine orientierte 1-Mannigfaltigkeit im R". Mit dem Tangentenein-
heitsvektor T an M gilt dann

ds =Tydxy + .. +ThdXp,
sowie auf TM
Ty ds =dxy, 1virm ]
mmm Ist v CT3M positiv orientiert, so ist T = v/ [T 1ind g

ds(v) = WI = M,vZF Tivy +.. + Tpvp
= (T1dxg + .. + Trdxp)(V).
Dies ergibt die erste ldentitat. Die zweite ldentitdt muss nur fur den Vektor

T verifiziert werden, da er in jedem Punkt den Tangentialraum aufspannt. Mit
ds(T) = 1 ergibt sich dies aus

Tods(T) =Ty = dxy(T).

Nun zum Flachenelement. Sei M eine orientierte 2-Mannigfaltigkeit im RS,
Auch wenn diese nicht als Rand einer 3-Mannigfaltigkeit auftritt, kbnnen wir ihr
eine eindeutige >aufRere< Normale wie folgt zuordnen.

Seien v,w [CTJM positiv orientiert. Dann steht der Vektor v xw senkrecht
auf ToM, und n sei derjenige Einheitsvektor in dieser Richtung mit

[n,v,w] = [e1, ez, e3].

In diesem Fall bilden n,v,w ein rechtshandiges Dreibein: die Vektoren n,v,w
weisen, in dieser Reihenfolge, in dieselben Richtungen wie die ausgestreckten
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Abb 16

Zum Flachenelement

—_—
el u=2Ae;

Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand. Es ist nicht schwer zu verifi-
zieren, dass diese »aulRere< Normale wohldefiniert ist und di Cerknzierbar vom
Punkt p abhangt 5.2 .

Bemerkung Es gilt auch die Umkehrung. Kénnen wir auf einer Hyperflache
M im R23 eine di Lerknzierbare Normalenfunktion n: M - S2 erklaren, so ist M
orientierbar 5.3. Die Nichtorientierbarkeit des Mdbiusbandes ist daher gleichbe-
deutend mit der Unméglichkeit, dort eine stetige Normalenfunktion zu definieren
— denn beide Seiten des Bandes gehéren zur selben Flache. [

Satz Sei M eine orientierte 2-Mannigfaltigkeit im R3. Mit der nach auRen
gerichteten Einheitsnormalen n an M gilt

dA = n;dx,; CdXs +nodxsz [CdX; +nzdx; Cdks.
Ferner gelten auf TM die Identitaten

ni1 dA =dx; CdXs, nxdA =dxz CdX;, nzdA=dx; Cdk,. [ 1
mm Sind v,w [CT3M positiv orientiert, so ist g

dA(v,w) = VIx w ]

denn die Lange des Kreuzproduktvektors entspricht dem Inhalt des von v,w
aufgespannten Parallelogramms. Aufgrund der Definition von n gilt auBerdem

vxw=nvxwl1

Also ist
1 Vi Wi
dA(v,w) =[n,v xwlZF > V2 Wp
3 Va W3

= (nypdx; [CdX3 + nydxz [CdX; + ngdx; CdXo)(v,w).
Dies ist die erste Identitat. AuBerdem folgt fiir einen Vektor u CR?

[, v < w = M, nOIx w [Z [, nC[dA(v, w).
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Wahlen wir fur u die Basisvektoren ey, es, e3, so erhalten wir
(dx, CdXx3)(v,w) =nidA(v,w)

sowie die entsprechenden zyklischen Vertauschungen hiervon, also die zweiten
Gleichungen. ]

Bemerkung Die zweiten Gleichungen in diesem Satz gelten nur auf TM,
also bei Anwendung auf Tangentialvektoren an M. Im Gesamtraum R3 gelten
sie im Allgemeinen nicht. Entsprechendes gilt auch fir das Linienelement. [

23.5
Die klassischen Satze

Wir stellen die Satze von Gauss und Stokes jetzt mit den skalaren Linien-
und Flachenelementen dar. Die Verbindung zu den vektoriellen Elementen stellt
das folgende Lemma her.

Lemma Sei F: R® 0 R3 ein di [erknzierbares Vektorfeld. Dann gilt
Fed§= [E,Tds
auf einer Kurve mit positiv orientiertem Tangenteneinheitsvektor T, und
FedA=Z [F,nOA
auf einer Flache mit positiv orientierter Normalen n. [ 1
i Auf dem Tangentialraum einer Kurve istg T, ds = dx, und deshalb
Fedf§= F1T1ds + F2Tods + F3Tazds = [E, T [ds.
Auf dem Tangentialraum einer Fléche ist 1o dx, [CdXs = n; dA etc und damit
FedA=Fin;dA +Fon, dA + Fgnz dA = [El,n[dA. [
Damit erhalten die Integralsédtze die folgende Formulierung.

Satz von Gauss Sei M3 eine kompakte orientierte 3-Mannigfaltigkeit mit
Rand. Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M2 di [erknzierbar, so
gilt

[ [

[El,ndA = C=HdV,
3 3

oM M

wobei n die auRere Normale an M3 bezeichnet. [ |
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mmm Denn [El,nCdA = F « dA-dnd
d(F«dAYEdivFdV = [=BdV. mmm

Satz von Stokes  Sei M2 eine kompakte orientierte 2-Mannigfaltigkeit mit
Rand. Ist das Vektorfeld F in einer Umgebung von M? di [erknzierbar, so
gilt

[ [

[E,TOds = ,ndA,
oM2 M2

wobei n die &uRere Normale an M2 und T den Tangenteneinheitsvektor
an dM? bezeichnet, die durch die Orientierung von M? bestimmt sind. [

mm Denn [E, T Cds = F e d$_1nd

d(F - df) ¥+ [xFdAZ [(IxF,ndA. @mm

= Die Formeln von Green

Ist das Vektorfeld F der Gradient einer Funktion f, so ist im Satz von Gaul
das Volumenintegral tUber divgrad f zu bilden, was wegen

[= T =B?+03+03 [N
nichts anderes ist als die Anwendung des Laplaceoperators A auf f, also
Af = 02F + 92f + 92f.
Korollar Ist die Funktion f in einer Umgebung von M3 di [erknzierbar, so gilt

1 1

AfdV = [IF. h[CdA. L1
3 3

M oM

Das Skalarprodukt im Oberflachenintegral ist die Richtungsableitung von f
in Richtung der duBeren Normalen an M2. Diese heit die Normalenableitung
von f und wird auch notiert als

ﬁ I | i Y
on

Daher schreibt man die letzte Formel auch
1 (I of
dA

AfdV = — .
M3 am3 0N

Wenden wir den Satz von Gauss auf ein Vektorfeld F = g [d_dn, so wird mit
der gewdhnlichen Produktregel

divF = [C=qg [(F) [gd [F3 gAf.
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Das Ergebnis ist dann die Greensche Formel
1 (.

([ge A gAf)dV = g (I, DA,
m3 om3

Vertauschen wir g und f und bilden die Di Lerknz, so fallt der Term [ge [T 1
heraus, und wir erhalten folgendes Ergebnis.

13 Greensche Formel Sei M® eine kompakte orientierte 3-Mannigfaltigkeit mit
Rand. Sind f und g in einer Umgebung von M2 di [erknzierbar, so gilt
1 1 I:é 1]
fi

(fAg —gAf)dV = gﬂ dA. —1
M3

9 _
am3  0On on
= Koordinatendarstellung

Wir stellen das Flachenelement noch in lokalen Koordinaten dar. Wir erhalten
damit die Flachenintegrale in klassischer Form.

Satz In einem orientierungstreuen Koordinatensystem ¢ : (u,v) C{u,Vv)
einer orientierten 2-Mannigfaltigkeit M? im R3 ist
n= bu < by
[dl, > ¢y [

und
-
$tdA = [y < py [du CAY = EG—F2 du [dv

mit E = [Py, duLIG = [y, Py LIF = [Py, py L1 [ ]
i Es ist ¢ FeA = f(u, v) du CdV mitg
f(u,v) = b "dA(er, e2) = dA(du, dv) = [Py < Py L]
Die letzte Darstellung folgt hieraus mit D/Ix w FE MPTwEH M,w 2 o

Korollar Der Flacheninhalt einer Flache M mit Koordinaten ¢: D - M ist
1
M| = o Ly > ¢y CdA.
Das Integral einer skalaren Funktion f: R® 0 R Uber M gegeben durch
1 (.
fdA= f-p[Py>xp,dN. [ 1
M D
I_Aunktionsgraph  Der Graph einer di [erenzierbaren Funktion f: R? O R
ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R® und wird beschrieben durch
ein einziges Koordinatensystem

$: RPOR, (uv) C@v,f(u,v)~"
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Also ist
I I | i | 1 1
—u
po=FIE o= ouxo= ELE
fu fv 1
und damit
[y < ¢y B 1+ 2 + £2,

Der Flacheninhalt des Graphen ' von f Uber einem Gebiet D ist demnach
1 [ |
IFl= dA= 1+ 2+ 12 dA.
r D
Entsprechendes gilt flr das Integral einer skalaren Funktion Gber . 1111

IIRotationsflache  Sei f: [a,b] - [0,o) di Cerknzierbar. Durch Rotation des
Graphen von f um die x-Achse entsteht eine Rotationsflache R, die durch

¢: [a,b]x[0,2rt] -~ R®, (t,8) C(EIf(t)cos®,f(t)sin®)—

parametrisiert wird. Es ist

L1 1 L1 L1 0 1
bt = %‘t)cose % ¢ = %(t)sine %

fi¢t)sine f(t)cos®O
und damit
E=CE1+ (Y, G=[ePEf2 F =, ¢pel=0.

Wegen f [QOlist also
-

ddA=Ff 1+ (fO2 dt Cd®.

Der Flacheninhalt der Rotationsflache ist demnach
] o
IRI= dA=2m f() 1+ (fi¢))2dt.
R a

Typischerweise sind solche Integrale nicht mehr elementar auswertbar. 11
Zum Vergleich notieren wir noch das entsprechende Ergebnis fur Kurven.
Satz In einem Koordinatensystem ¢ einer orientierten 1-Mannigfaltigkeit M
ist
_ ¢ _
T= & "db = [i(t) Cdt.

[
Die Lange der Mannigfaltigkeit M mit Koordinaten ¢ : | - M ist demnach
[ 1

M| = ds= [i(t)Ldr,
M |
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und das Integral einer skalaren Funktion f entlang M ist
[ [
Yds= fFfo¢p prdt. [ 1
M 1

Bemerkungen a. Die Lange einer stetigen Kurve y: | - R"™™M hatten wir
als das Supremum der Langen aller einbeschriebenen Polygonziige definiert, falls
dieses Supremum endlich ist. Ist die Kurve stetig di Lerenzierbar, so ist diese
Lange durch das Integral Giber ds gegeben.

b. Fur Flachen gilt dies nicht mehr! Man kann den Inhalt einer Flache nicht
mehr dadurch definieren, das man diese durch hinreichend kleine Polygone
approximiert und das Supremum Uber deren Flachensumme bildet. Dieses Su-
premum kann unendlich sein, auch wenn das Integral Uber das Flachenelement
endlich ist 5.13. [

= Physikalischer Hintergrund

Die Begri [e Divergenz und Rotation sowie die klassischen Satze der Vektor-
analysis haben ihren Ursprung in der Strémungslehre.

Das Vektorfeld F: R® O R® beschreibe die stationdre Strémung einer Fliis-
sigkeit. Das heif3t, die Stromungslinien andern sich nicht im Laufe der Zeit. Die
Aufgabe ist, die Stromungsbilanz bezuglich eines fiktiven Volumens K innerhalb
der Strémung zu bestimmen.

In einem beliebigen Koordinatensystem der Oberflache von K ist das infini-
tesimale Stromungsvolumen gegeben durch das Volumen desjenigen Spates, das
durch den Strémungsvektor F und den zwei Tangentialvektoren v und w des
Koordinatensystems aufgespannt wird. Dieses Volumen ist gegeben durch

Fe(vxw)=FedAQ,w).

Der Beitrag einer nach aufien gerichteten Stromung wird hierbei positiv gewertet,
einer nach innen gerichteten Stromung negativ. Die gesamte Bilanz ist das Integral
dieser GroRRe Uber den Rand 0K des Volumens. Gemall dem Satz von Gauss gilt

hierfa
lerfur O

FedA= divFdv.
oK K

Dies gilt fur jedes fiktive Volumen K innerhalb der Stromung.
Betrachten wir nun Kugeln B,(x) um einen festen Punkt x mit immer

kleineren Radien, so erhalten wir
1 (|
divF)(X) =lim ——— divF dVv
(A@VEO =B 18 GOl 6000 =

FedA
[Br (GOl a8, ()

=lim
r-0
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23 — Der Satz von Stokes

Somit beschreibt divF in jedem Punkt die infinitesimale Stromungsbilanz oder
Quelldichte des Vektorfeldes F. Verschwindet die Divergenz uUberall, so heil3t die
Strémung inkompressibel.

Notiz  Ein auf einem sternférmigen Gebiet inkompressibles Vektorfeld F besitzt
ein Vektorpotential V. Das heil3t, es gilt

F =rotV. L1

mmn Mit divF = 0 ist d(F =dAYE 0. Aufgrund des Lemmas von Poincaré 25 9
ist also F = dA-dxakt, also

FedA=d(Veds)ErotVdAl
mit einem gewissen Vektorfeld V. Also ist F = rotV . (I

Betrachte nun eine fiktive Membran M mit Rand oM innerhalb der Stromung.

Das Integral
[ [
Fedf= (B, T [ds
oM oM

kénnen wir als Bilanz des Winkels des Stromungsvektors F mit der Tangenten-
richtung T Uber den gesamten Rand oM interpretieren. Es stellt somit ein Mal3
der Zirkulation des Vektorfeldes entlang 0M dar. Mit dem Satz von Stokes gilt

nun
1 1

Fed§= rotFedA]
oM M

Somit kdnnen wir rotF interpretieren als das MaR fiur die infinitesimale Ver-
wirbelung eines Vektorfeldes. Verschwindet die Rotation Uberall, so heil3t die
Stromung wirbelfrei.

Notiz  Ein auf einem sternférmigen Gebiet wirbelfreies Vektorfeld F ist ein
Gradientenfeld. Das heifl3t, es existiert eine Funktion f, so dass

F=03d [

mmm Mit rotF = 0 ist auch rotF « dA= 0 und damit d(F = d§) 3 0. Also ist
mit dem einfachen Lemma von Poincaré 1912

Fedf=3df = [feld§]

mit einer skalaren Funktion f. Also ist F = [0
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23.6
Zwei Anwendungen

Als erste Anwendung zeigen wir die Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen im R3.

Satz Sei f: R® O R dilerknzierbar und harmonisch, also Af = 0. Dann gilt
1
1

f = — f dA
(P) =138, )1 6.0

far jede Kugel B((p), die im Definitionsbereich von f enthalten ist. [
i Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei p = 0. Definiere ¢ durch

G (x) [E(tx)

fur alle t COJund x CRP, fir die tx im Definitionsbereich von f liegt. Betrachte
1

= dA

B O] o0,
Dann ist J(0) = ¢ = f(0). Es genugt daher zu zeigen, dass J konstant ist. Nun
ist

J(t)

0=
) = — ¢ dA
a8, (0) dt —

= d(ix)*xdA=r [I(ix) = ndA,

B, (0) B, (0)
denn im Punkt x [CdB,(0) ist die duRere Normale n = x/r. Mit dem Satz von

Gauss folgt
(I

J) =rt Af(tx)dV =0,
B (0)

r

da ja Af = 0 nach Voraussetzung. [
Zum Abschluss beweisen wir noch den folgenden

Satz des Archimedes Die Auftriebskraft eines in einer homogenen FlUssig-
keit befindlichen Kérpers ist gleich dem Gewicht des von diesem Kdrper
verdréngten Volumens. [ 1

i Die FlUssigkeit fulle das Gebiet M = {z O} aus und habe die homoge-
ne Dichte 1. Der an einem Punkt in der Tiefe z ausgeubte Druck entspricht der
Hoéhe der Flussigkeitssaule Uber dem Punkt und ist nach unten gerichtet. Wegen
z <0 ister also

P = ze,.
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Sei nun M eine berandete 3-Mannigfaltigkeit in M. Der auf einen Randpunkt p
von M wirkende Druck ist die in Normalenrichtung wirkende Komponente des
Druckvektors

Pn = [B,nLAd.

Diese ist mit dem Flachenelement dA zu multiplizieren und Uber den gesamten
Rand von M zu integrieren. Die Auftriebskraft ist demnach

1
F= [Pl,ndA.
oM
Darauf kénnen wir den Divergenzsatz anwenden. Wegen divP = 1 erhalten wir
1 1 1
F= (PL,ndA = divP dV = dv = |M].
oM M M

Da wir die Dichte der Flissigkeit auf 1 normalisiert hatten, entspricht der letzte
Wert dem Gewicht der von M verdrangten FlUssigkeit. (1

Abb 17 Zum Satz des Archimedes
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