LP-Raume

Die Entwicklung des Lebesgueintegrals fuhrte zum Raum £" () aller lebesgue-
integrierbaren Funktionen auf dem R". Wir gehen nun einen Schritt weiter und

betrachten die RAume derjenigen p-messbaren Funktionen, fir die
[

EEL;l:IRn I£1P dp

endlich ist. Fir 1 [pl< oo erhalt man so normierte Vektorraume LP(u), wenn
man noch Funktionen identifiziert, die p-fast tberall gleich sind.

Diese LP-Raume sind vollstandig, also Banachraume, und spielen deshalb
in der héheren Analysis dieselbe zentrale Rolle, die die reellen Zahlen in der
klassischen Analysis spielen. In diesem Raumen haben auch Faltungen und
Glattungen ihren natirlichen Platz.
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24.1
Definition der Raume

Sei M"(u) wieder der Raum aller bezlglich eines MaRes p messbaren
Funktionen auf dem R". Wir definieren darin Unterraume von Funktionen, die
durch eine Integrierbarkeitsbedingung charakterisiert sind.

Far f CM"(n) und p > 0 sei

[

FI 11 |f|Pdu ,
Rn
wobei auch der Wert o zugelassen ist. Ferner sei
C1 1
LP(u) CCPR", p) CA CM"(n) : Ol o .

Insbesondere ist L1(u) der bereits bekannte Raum aller p-integrierbaren Funk-
tionen auf R". !

Lemma FUr jedes p > 0 ist LP() ein reeller Vektorraum. [ 1

mmm Mit? f CILP ist o [edsichtlich auch ¢f [CIP fir jedes ¢ [CR. Sind
f,g [P, soist f +g messbar, und es gilt
p p p - p pD
If +g|” CAFI+1g)P C@sup(fl, [gh)P 27 [f]° +[g]® .

Nach Voraussetzung sind |f|° und |g|P integrierbar, also auch |f|P + |g|°. Also
ist auch |f +g|P integrierbar 29,7 und damit f +g [CLP. mmm

Als Erstes wollen wir die Dreiecksungleichung fur [Tglverifizieren. Diese
gilt allerdings nur fur p CI1Fur 0 < p <1 gilt dagegen

[T g I LI OT3]

und die Dreiecksungleichung gilt nicht, wenn das Mal} u auf zwei disjunkten
Mengen nicht verschwindet 5.5.

= Die Ungleichungen von Young, Holder und Minkowski
Zunachst bendtigen wir drei fundamentale Ungleichungen.
Definition  Zwei reelle Zahlen p,q > 0 heil3en konjugierte Exponenten oder kurz
konjugiert, wenn
1 1

S+==1 [
P q

! Diesen hatten wir bisher mit £"(u) bezeichnet. Doch jetzt ist der Exponent p wichtiger.
2 Das MaR p ist im Folgenden immer fest. Daher notieren wir es nicht jedes Mal.
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24.1 — Definition der Raume

Abb 1

Zur Youngschen s

) Pt =471
Ungleichung

Notwendigerweise ist dann 1 < p,q < co. AuRerdem gelten flr konjugierte
Exponenten die oft bendtigten Identitaten
p+g=pq L[CGP-1)(@-1)=1
L1 p@-1)=q
L1 a(pP—-1)=p.
Die einzigen selbstkonjugierten Exponenten sind p = 2 und q = 2. — Im Kontext

konvexer Funktionen hatten wir bereits folgende Ungleichung bewiesen 1521 .

Youngsche Ungleichung Fir nichtnegative reelle Zahlen a,b und konjugierte
Exponenten p,q gilt

p q
ab I__iak + b—.
p q
Gleichheit gilt genau dann, wenn aP =b9. [ 1

[ Hier noch ein geometrischer Beweis. — Es ist bekanntlich
) O]

aP bd

== tPldt, — = s9lds.

p 0 q 0
Wegen (p —1)(q —1) = 1 ist s971 die Umkehrfunktion von tP~1, und die beiden
letzten Integrale repréasentieren die schattierten Flachenstiicke in Abbildung 1.
Diese enthalten somit immer das Rechteck mit den Seiten a und b. Also gilt

P pd
ab é + —.
p q
Gleichheit gilt genau fur b = aP~1, also b9 = 9P~ = gP | mmy

Holdersche Ungleichung Ist f CITP(W) und g CLP(W) mit konjugierten
Exponenten p und q, so ist fg CIF(u), und es gilt

01.02.2022 — 21:33 24.3
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Ausgeschrieben lautet diese Ungleichung
1 (b L4, T
Ifgldu 1 [f|Pdu lg1% du

Dies gilt ibrigens auch, wenn eines der Integrale unbeschréankt ist.

mmmn Wir konnen [f1,1> 0 und [gly 1> 0 annehmen. Denn andernfalls
verschwindet mindestens eine der Funktionen fast Uberall 026, damit auch fg,
und beide Seiten der Ungleichung sind Null.

Wegen [l k oo und [glg k< oo sind f und g fast tberall endlich 2026, SO
dass aufgrund der Youngschen Ungleichung 1521

Ifl gl Iﬁlfler}Iglq_
I gl ] “p 0151 g QI

Nach Voraussetzung ist die rechte Seite integrierbar. Also ist auch |fg]| integrier-
bar 5007 und damit fg (). Integration ergibt

1 1
rgr Ifolan
1 1
(a2t IfPdu+ > g olfdp=2+1 =1
p 5] q [gr p q

Dies ist dquivalent zur behaupteten Ungleichung. [

Im Fall selbstadjungierter Exponenten wird die Holdersche Ungleichung zur
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 59 in Integralform, also

[fg LIC T, gl
Mithilfe der Holderschen Ungleichung erhalten wir die
Minkowskische Ungleichung Fur f,g CLP(u) mit p CIgilt

W g 1T B [gT] 1

i Far p = 1 erhalten wir sofort 3
1 1 (I

OkghLkE |f+g| Cf|+ |g| = 0T [gT]
Seialso p>1.Esist
If +glP = f +g[P™" |f +g| CIH|f +g|P " +|g| If +g|P".
Mit dem zu p konjugierten Exponenten q ist (p —1)q = p und somit
If +g|®P9 = |f +g|P

3 Wir lassen jetzt des 6fteren dp wie auch schon R" fallen, um die Notation zu vereinfachen.
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integrierbar, da ja f +g [CLP ;. Wir kdnnen deshalb die Héldersche Ungleichung
auf beide Summanden anwenden und erhalten

- I Ly, OO
If +gl° 1 [f° If +g|®~D
I Gy OO
+  glP If +g| P~
[ v R o o I P N w
= fP  + g If +9g°

Mit anderen Worten, es gilt

[+ g (I C(E L+ [gL,) W g5

Ist nun [fH gl 0, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls dividieren wir durch
dHg Egﬁq und erhalten wegen p — p/q = 1 die Behauptung. i

= Der Raum LP fir 1 [Cpl< oo

Die Minkowskische Ungleichung ist die Dreiecksungleichung fur 1,1 Trotz-

dem erhalten wir damit noch keine Norm auf LP(j1), denn es gilt nur 2026
[

FI, =0 I:RIn|f|pdu=O f°=,0 [f3¥, 0.

Somit mangelt es CTdauf LP(u) an der Definitheit.
Diesen Defekt behebt man in kanonischer Weise, indem man LP durch den
entsprechenden Nullraum

1 1
NG 3 M () : f=,0

dividiert. Dies ist ein linearer Unterraum von M"(u) mit folgenden Eigenschaften,
deren einfachen Beweis wir Ubergeben.

Lemma FUr eine Funktion f CM"™ () sind aquivalent:
() f CNKp).

(i) I, 0 furein p >0.

(il 0T, O fur alle p > 0.

(iv) {If| = 0} ist eine p-Nullmenge. [

Definition Fur p >0 heil3t
LP(u) CLAR", p) CLP(U)/N(H)
der Lebesgueraum LP auf R" bezuglich p. [ 1

24.5
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Im Unterschied zu LP sind die Elemente von LP also keine Funktionen, son-
dern Aquivalenzklassen von Funktionen. Die einer Funktion f [P zugeordnete
Aquivalenzklasse ist die Nebenklasse

1 O g (|
[fl= f+o:@ [NKu) = g CLPW):g=,f
aller Funktionen, die p-fast Uberall mit f Ubereinstimmen. Daher macht es kei-
nen Sinn, von dem Wert von [f] an einem bestimmten Punkt zu sprechen, wenn
dieser Punkt MalR Null hat. Auf Mengen vom Maf3 Null sind solche Funktionen
unbestimmt — man kann sie dort umdefinieren, ohne an der Aquivalenzklas-
se etwas zu andern. Dies lauft der naiven Vorstellung von einer Funktion g
zugegebenermalen zuwider und bedarf einer gewissen Gewdhnung.
Dagegen ist [-Iglwohldefiniert, denn aus f =, g folgt [fIP =, 1g]° und

damit 1, [gl,]Es giltalso
] [ = U1

Dasselbe gilt fur die Vektorraumoperationen:
[AMfl1=ALf],  [f1+[g]=[f +dl],

denn das Ergebnis ist unabhéangig von der Wahl der Représentanten. Somit ist
LP(n) ebenfalls ein reeller Vektorraum.

Satz  Der Vektorraum LP(u) zusammen mit der Funktion C-Tgdist fur p 11
ein normierter Vektorraum. [

mmmn Wir mussen die Normeigenschaften nachweisen. Die Definitheit gilt per
Konstruktion:

(Al F0 [ IFI,=0 [ fI=,0 [_[f]=[0].

Die positive Homogenitat ist o Cedsichtlich:
(g CA (Wl CeA
AIf1GFE  IAMfIPde =Al IfIPdp = Al OFIG]

Die Dreiecksungleichung ergibt sich aus der Minkowskischen Ungleichung 4. [0

Bemerkung Es ist natiirlich lastig, immer von den Aquivalenzklassen [f]
zu sprechen. Wir werden deshalb auch weiterhin etwas unbekimmert von >Funk-
tionen< f sprechen und nur bei Gelegenheit darauf hinweisen, dass diese nur
p-fast Uberall wohldefiniert sind. [
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s Der Raum L*

Strebt ein konjugierter Exponent gegen 1, so strebt der andere gegen oco.
Deshalb werden 1 und oo ebenfalls als konjugierte Exponenten betrachtet. Die
Frage stellt sich daher, ob es auch einen entsprechenden Raum L*(u) gibt.

Dieser Raum wird Uber das Supremum einer Funktion definiert. Die klas-
sische Supremumsnorm ist jedoch nicht geeignet, da die Werte von messbaren
Funktionen auf Mengen vom Mal Null nicht wohldefiniert sind. Statt dessen
betrachten wir fur f CM" () das wesentliche Supremum

1 1]
OT. ] Cedssup |f| COof o CRI: |f] Cd .

Ist die rechts stehende Menge leer, so ist vereinbarungsgemafl I 1= oo, und f
ist im wesentlichen unbeschrankt. Ist dagegen [FI_lendlich, so ist

(| [ M (|
X: |[f(X)| > 0o = X |f(x] > O]+ 1/n

n 11

eine u-Nullmenge, da jede der rechts stehenden Mengen aufgrund der Definition
von [FT_leine p-Nullmenge bildet. Es gilt somit

If] C AT
Ist dieser Wert nicht endlich, so gibt es keine Nullmenge, auRerhalb der |f|
beschrankt ist. Die letzte Ungleichung bleibt gultig, auch wenn sie trivial ist.
Es ist nicht schwer zu erkennen, dass
- 1 n 1
L) CA CM"(u) : I d<oco
wieder ein reeller Vektorraum ist. Auch gilt die entsprechende

Holdersche Ungleichung fur LY und L Far f CIH(W) und g CLIP(Q) ist
fg CIH(u), und es gilt

[Fg T IgT. [

o Ist g LAglJd< oo, so ist |[fg| L[| [oL..l Also ist fg integrier-
bar 2027, und es gilt
1 [

FgLF |fgldu CIGL.] |fldp = [QIJFL]

Dem wesentlichen Supremum auf L (1) mangelt es ebenfalls an der Definit-
heit. Aber auch hier ist

1 1 C1 (I
f () : OO J=0 = f CM"(u): f=,0 =N

derselbe Nullraum wie bei der Betrachtung der LP-Raume s.

24.7
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Definition und Satz Der Raum
L= () CLP(R", p) CLP(U)/N (W)

heilRt der Lebesgueraum L* auf R" bezlglich p. Mit der wesentlichen Supre-
mumsnorm [T Jwird dies ein normierter Vektorraum. [

i Wir betrachten nur die Dreiecksungleichung. Aus |f| CI¥T.1und
lgl L1gl.lfolgt

If +g| O+ [g] CAET I+ [gL).
Dann ist aber auch 0h g [ CIAT 1+ [T 1 [

= Beispiele

Endliche Masseverteilung  Sei p eine diskrete Masseverteilung auf n 11
Punkten pq,..,pn mMit

H{{pi}) =1, 1 0irnl

Jede Menge, die keinen dieser Punkte enthalt, ist eine p-Nullmenge. Es gilt somit
f=,0 [fpj)=0, 1LCilnl

Dementsprechend gilt
f=,90 L[—Hp) =9 1LCiTnl

Jede Aquivalenzklasse [f] ist somit durch die n Werte x; = f(p;j) eindeutig
bestimmt, und deren LP-Norm ist

L LA
HI, = [xi|P , 1 [Cpl< oo,
1011
respektive
O = 1r‘nax Xil -

Somit kdnnen wir in diesem Fall LP(u) mit dem R" identifizieren. Dartberhinaus
ergibt sich, dass I 1fir alle p [CTleine Norm auf dem R" definiert — dies
hatten wir bisher nur fur p {1, 2, o} gezeigt. Diese Normen sind Ubrigens alle
aquivalent 731 . — Wir notieren noch die Holdersche Ungleichung fur diesen Fall.

Notiz Fur x,y [CRI und konjugierte Exponenten 1 [plq [od gilt

Xy (DX Ty T ]

wobei [-]- [dlas Standardskalarprodukt bezeichnet. [
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Abzahlbar Masseverteilung  Sei P eine diskrete Masseverteilung auf ab-
z&ahlbar unendlich vielen Punkten pq, p2,.. mit Punktmassen 1 wie zuvor. Dann
ist die Aquivalenzklasse von f [CI_P(u) eindeutig bestimmt durch die Folge der
Funktionswerte x = (Xk)k r= (f (Pk))k cz Ihre LP-Norm ist

L4+ LA
XTI [xk]P , 1 [pI< oo,

k11
respektive
XTI 1= sup |Xk] -
kIl

Wir erhalten R&ume von reellen Zahlenfolgen, die als Lebesgueschen Folgenraume
[Plbezeichnet werden:

] 1
PIC X = (xik o CRY 1 XIpk oo 1 CplCd

Die Normen sind hier allerdings nicht mehr aquivalent. Vielmehr gilt [P1CTIIfur

1 [pl<q [Cd.
Entsprechend werden die Rdume E'é_‘lkomplexer Zahlenfolgen definiert.

Die Raume LP(E,u)  Sei E eine p-messbaren Teilmenge des R". Die tri-
viale Fortsetzung einer Funktion f: E - R zu einer Funktion fg: R" - R sei

1
Cel auf E,

fe CTXe
auf EC.
Damit definieren wir
1 [
LP(E,p) CA: E - R : fg CIAR", ) .

Die diesbezuglichen Normen bezeichnen wir mit
[ CeA
Ol (= Elflpdu , 1 [pkK oo,

respektive

ik [T

Diese Raume kénnen wir mit Untervektorraume von LP(R", ) identifizieren,
oder auch mit einem Raum LP(R", ug), wenn man pe geeignet definiert.

24.9
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24.2
Vollstandigkeit

Die Lebesguerdaume LP(u) werden mit [T lzu normierten Raumen. Somit
ist auch der Begri [Cder Konvergenz erklart. Eine Folge (fx) konvergiert in LP
gegen eine Funktion f [I® genau dann, wenn

0l —f 1~ 0.
Jede solche Folge bildet auch eine Cauchyfolge bezuglich [-T1 Damit stellt sich
die Frage, ob umgekehrt jede solche Cauchyfolge einen Grenzwert in LP hat. Mit

anderen Worten: Sind die LP-Raume vollstandig?
Zuerst ein auch fur sich interessantes Zwischenergebnis.

Lemma Ist (fx) eine Cauchyfolge in LP mit 1 [pl< oo, so konvergiert eine
Teilfolge punktweise fast Gberall gegen eine Funktion f in LP. [ 1

mmn Ist (fi) eine Cauchyfolge in LP, so existiert zu jedem n [Ilein Np, so
dass

1
M-k oo kI N

Wahlen wir die N, noch monoton steigend mit n, so bildet (gn) () eine
Teilfolge von (fx) mit

1
[Ghv1 —Gnlpl< o5, n [T
Die Funktionen

 I—
hn =91 + [O9m+1 — 9ml, n [T]
1 [mkn

bilden eine monoton steigende Folge messbarer Funktionen mit 4
L1
[hh [ C 1G53 L, + [Gh+1 — Om [T [ # 1 < oo,

1[mkn

die punktweise gegen eine Funktion h konvergieren. Aufgrund des Lemmas von
Fatou 025 ist h CI® und damit h <, co. Wegen

hn - h<, o

konvergiert auch
1

On =01+ (Om+1 —9m)
1 [mkn

punktweise fast Uberall gegen eine Funktion f. Wegen |f| [ B [CL® ist dabei
auch f [CLR.

24.10



8

242 — Vollstandigkeit

Satz von Riesz-Fischer Der Raum LP(n) mit 1 [CplC«d ist vollstandig und
somit ein Banachraum. Zu jeder Cauchyfolge (fx) in LP(n) existiert also
eine eindeutig bestimmte Funktion f CL®(u) so, dass

AufRerdem konvergiert eine Teilfolge punktweise fast Uberall gegen f. [

i Sei 1 [Cpl< oo und (fk) eine Cauchyfolge in LP(u). Aufgrund des vor-
angehenden Lemmas 7 existiert eine Teilfolge (gn), die punktweise fast tberall
gegen eine Funktion f [CL® konvergiert. Aufgrund des Lemmas von Fatou ¢ 25

gilt hierfur
1 1

lgn —f|P dp Cliininf ~ |gn —gm|” dp.
RN m: m[nlRn
Also gilt auch
(g4 — f [ICIM inf (G —gm [,1- 0, n - .
Mit der Cauchyfolgen-Eigenschaft gilt dann auch
O — f [T — gn [ H [gh — f1- O, k - oo

bei geeigneter Wahl von n in Abhangigkeit von k.
Betrachte jetzt eine Cauchyfolge (fx) in L*(n). Dann existiert eine gemein-
same Nullmenge N, so dass

fO)l CHLLL  [fCO —HG)| C—fil.],  x [N

Somit konvergiert die Folge (fc) auf N¢ gleichmaRig gegen eine Funktion f, die
wir durch Null zu einer ebenfalls messbaren Funktionen auf dem ganzen Raum
fortsetzen. Wegen der punktweisen Ungleichung

I — f] =, lim [fx — fi| CSup 0d— fi ]
I-oo 1103
gilt dann auch

Md—fLJCsup d—fild- 0, k- co.
110K

Damit ist alles gezeigt. [l

Eine Cauchyfolge in LP konvergiert also immer gegen einen eindeutigen
Grenzwert f in LP. AuRerdem konvergiert eine Teilfolge punktweise gegen f 7.
Es ist jedoch mdglich, dass die Gesamtfolge in keinem einzigen Punkt konvergiert,
wie das nachste Beispiel zeigt.

24.11
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[IBeispiel Betrachte die Intervalle
-1 m—
P l1mCn] n=12,..,

die wir als (lx) so durchnummerieren, dass ihre Ldnge gegen Null konvergiert.
Far fx = X, gilt dann

L= [P - 0

und somit fx - 0 in LP. Jedoch konvergiert die Folge (fx) in keinem Punkt von
[0,1], da sie in jedem Punkt die Werte O und 1 unendlich oft annimmt. 11

Wir betrachten noch die umgekehrte Frage, wann punktweise Konvergenz
die Konvergenz in LP nach sich zieht. Dies ist nicht immer der Fall.

T Beispiel Es gilt
fn= r]l/pX(O,lln) -0

punktweise auf R, jedoch
1= 1 [0lGleichméaRige Konvergenz allein ist ebenfalls nicht hinrei-
chend. So qilt

gn =n"YPx@n COJ]
aber wiederum g, =1 11 0
Nun das Positive.

Satz  Sei (fk) eine Folge in LP(u) mit 1 [Cpl< oo, die punktweise fast Gberall
gegen eine Funktion f konvergiert. Existiert eine Funktion g LR (1) mit

Ifxl L., k 1]
soist f in LP, und die Folge (fk) konvergiertin LP(u) gegen f. [ 1

I Aus den Annahmen folgt |f] [,_d und damit f [IP. Weiterhin gilt
punktweise

[fi — F1° Cf| + IF])P . 2PgP.
Da gP integrabel ist, folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz g.2s
(| 1

lim |fk—flP=  lim|fx—f|° =0.
R"P R"

Also gilt auch fd—f ;1 0.
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24.3
Einbettungen

Wir betrachten nun die Frage, welche LP-Raume in anderen enthalten sind.
Zunachst eine Definition.

Definition Seien (E, Ig) und (F, 1) normierte RAume mit E [F1 Dann
heildt E stetig eingebettet in F, geschrieben E O F, falls die Inklusionsabbil-
dung inc: E - F stetig ist. Die Einbettung heif3t dicht, geschrieben

Emd F,
falls inc(E) dichtin F ist. [

Wir bemerken, dass E & F genau dann, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt,
so dass [-I1[cl-TIg] Denn die lineare Abbildung inc ist stetig genau dann,
wenn sie beschrankt ist 141, wenn also

fn X1
[Ac = sup M: sup —— < oo,
o=xE1  XTgl 0#x [E1]

Far die Folgenraume sind diese Verhéaltnisse einfach.

Satz  Fur 1 Cgk p < oo gilt

(1 N i s R e | W e §
Dabei ist (P13 [ nicht dicht. [

mmm Sei x 111 Da fur x = 0 nichts zu zeigen ist, sei x # 0. Aus Homo-
genitatsgrinden kénnen wir [XIgl= 1 annehmen. Dann ist |xx| CIIfur alle

Folgenglieder von x, also auch [XT.] 1= XIqlFur p [(d, o) folgt dann
1 1
Ixkl®” T x| =1
k[T KT
und damit ebenfalls [XT 1Tk [XT4l Insbesondere ist x 1]

Die Einbettung 13 [Mist dicht. Denn ist x CIHund € > 0, so ist

| I |
Ixk|P < P
k>n

fir ein n I Dann ist X = (X1,..,%Xn,0,0,..) [CTund X+ x[ k€.
Dagegen kann die konstante Folge u = (1,1, ..) [ ITldurch keine [P¥olge
approximiert werden, denn

- x ] 1 x [CIT)

da jede Folge in [Pgegen Null konvergiert. Also ist [P1d 1nicht dicht. 1

24.13
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Fir das LebesguemalR A auf dem R" gilt dagegen
LP(R",A) CTI(R",A), 1 [pk¥q [,

wie man sich mithilfe geeigneter Funktionen tberlegt 5.5 . Analog zum vorange-
henden gilt aber folgender

Satz  Fur 1 Cgk p < oo gilt
LG n L2 - LP(w). 1
Anders liegen die Verhaltnis auf Teilmengen mit endlichem Maf3.

Satz Sei E [CRI' messbar mit p(E) < oco. Fir 1 [qllplled gilt dann

)
H(E)Ya TH(E)YP
wobei vereinbarungsgemal p(E)P =1 fur p=co. [ 1

LP(E, ) [ LIE, p),

i Sei f CI® und g < p. Ist p < oo, so ist
[£]9 L, r=p/q>1.

Mit dem zu r konjugierten Exponenten s und Hdélder folgt

— [y LA (OO A
IF19 3 |f" 1° =uE)Y O .
E E E
Somit ist f L9 mit
I I{E) Y59 (1]

Mit 1/sq = 1/q — 1/p folgt die behauptete Ungleichung. Fiir p = oo gilt analog
1 1
If|? CHIE 1 CE(E) FIEI< co.
E E
Also ist wieder f [T9 mit

F I 1C(E) Y9 (F1L,)

was die Behauptung ergibt.
Um die Dichtheit der Einbettung zu zeigen, betrachte man zu f LY die
oben bei n und unten bei —n abgeschnittenen Funktionen

fn Codax(min(f, n), —n).
Dann ist f, [CL® fur alle n und p Cqglsowie
[f—fn] CHY, f—fh-,0.
Aufgrund der dominierten Konvergenz »p2g gilt also 1 f, [l O. Somit ist

LP(E) 0 LO(E).

24.14
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Abb 2

Die abgeschnittene
Funktion f,

Wir erwahnen noch, dass C*-Funktionen dicht in den LP-Raumen liegen. Sei
dazu CZ°(R") der Raum aller C*-Funktionen auf R" mit kompaktem Tréger.

Satz Fur 1 [Cpl< oo gilt
CER™ M LPR™). [
m Zu jedem f IR und € > 0 existiert 17 eine Treppenfunktion s mit
OFsi;ke.
Jede Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination aus charakteristischen
Funktionen von disjunkten Intervallen. Es gentigt daher, fir jedes Intervall 1 und

jedes € > 0 eine stetige respektive glatte Funktion ¢ mit kompaktem Trager zu
finden, so dass

X — ke

Das ist aber leicht zu bewerkstelligen — entweder >von Hand< wie in Abbildung 5
oder mithilfe einer Faltung 2g. I

Bemerkung Dieser Satz erlaubt folgende Interpretation. Auf C.(R") defi-
niert [-Tgleine Norm, denn flr stetige Funktionen mit kompaktem Trager gilt

fIL,=0 [_fl=0, 1 [plCe.

Damit ist C.(R") aber nicht vollstandig. Aufgrund des letzten Satzes ist aber
C.(R™) fur 1 [pl< o dicht in LP(R™). Wir kdnnen daher LP(R") als Vervoll-
standigung von C.(R") bezuglich der Norm [CTglaul[asken. [
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