Analysis im R"

Wir betrachten nun Abbildungen R" & R™ mit m [2] die man auch als
vektorwertige Funktionen bezeichnet. Zunachst formulieren wir den lokalen
Umkehrsatz fur Abbildungen des R" in sich selbst. Wir beweisen ihn - recht
ausfuhrlich — zuerst innerhalb der Kategorie der lipschitzstetigen Abbildungen.
Hohere Regularitat betrachten wir erst danach und bereitet keine neuen Probleme.

Eine unmittelbare Folge des Umkehrsatzes ist der fundamentale Satz Uber
implizite Funktionen. Er bildet die Grundlage fur die Definition gleichungsdefi-
nierter Mannigfaltigkeiten, und daran ankntpfend die Diskussion von Extrema
mit Nebenbedingungen und der Methode der Lagrangemultiplikatoren.

18.1
Umkehrabbildungen
Wir betrachten vektorwertige Abbildungen
¢: R"OR™, x [F oX).

Zuerst wollen wir die Frage studieren, unter welchen Bedingungen eine solche
Abbildung umkehrbar, also die Gleichung u = ¢(x) nach x eindeutig auflésbar
ist. Mit anderen Worten: Wann kénnen wir das System von m Gleichungen in n
Variablen,

u; = ¢p1(X1, .., Xn),

uz = ¢2(X1, .., Xn),

Um = Om (X1, .., Xn),

eindeutig nach xi, .., Xn auflésen?
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18 — Analysis im R"

Abb 1

Lokal, aber nicht global
injektive Abbildung

Den eindimensionalen Fall kennen wir bereits7,. Ist | ein Intervall und
f: 1 - R stetig, so ist f umkehrbar dann und nur dann, wenn f streng monoton
ist. In diesem Fall ist J = f(1) ein Intervall, die Umkehrfunktion f~1 auf f(l)
wohldefiniert und ebenfalls stetig und streng monoton 713.

In héheren Dimensionen steht uns das Monotoniekriterium jedoch nicht
zur Verfugung, und die Sache ist komplizierter. So kann man zum Beispiel die
Abbildung ¢ in Abbildung 1 so definieren, dass sie lokal injektiv ist. Das heif3t,
jeder Punkt besitzt eine kleine Umgebung, die bijektiv abgebildet wird. Sie ist
aber nicht global injektiv, denn die beiden hervorgehobenen Punkte links werden
auf denselben Punkt rechts abgebildet. Also ist ¢ insgesamt nicht umkehrbar.

In einem ersten Schritt vereinfachen wir daher die Aufgabe, indem wir
sie lokalisieren — was ohnehin bei vielen analytischen Problemen eine sinnvolle
Herangehensweise ist. Wir fixieren also einen Punkt xXo und dessen Bild

Uo = ¢ (Xo)

und fragen, ob es o [ede Umgebungen U von xp und V von ug gibt, in denen
die Gleichung u = ¢ (x) eindeutig nach x auflésbar ist.

Beschrénken wir uns auf kleine Umgebungen, so kdnnen wir in einem zwei-
ten Schritt das Problem linearisieren, indem wir die typischerweise nichtlineare
Abbildung ¢ lokal durch ihre Linearisierung im Punkt xo approximieren. Dies
ist ohnehin ein wichtiger Spezialfall des allgemeinen Problems und fuihrt zu der
Gleichung

u = up + D (Xo) (X — Xo0).

Die lineare Algebra lehrt nun, dass diese Gleichung uneingeschrankt — also ohne
weitere Annahmen fir alle u - lI6sbar ist genau dann, wenn D (Xp) invertierbar
ist, also

detD¢dp(xp) #0

gilt. Insbesondere mussen u und x von derselben Dimension sein.

Fur die lokale Umkehrbarkeit einer di Cerknzierbaren Abbildung ¢ um einen
Punkt xg ist es somit sicher sinnvoll zu verlangen, dass D¢ (Xp) regulér ist. Das
fundamentale Ergebnis ist, dass diese Eigenschaft auch hinreichend ist.
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18.1 — Umkehrabbildungen

Abb 2 ®
Abbildung und U \Y,
Umkehrabbildung ° %o °
Uo
g

Umkehrsatz Essei ¢: R" & R" stetig di Lerenzierbar und
detDo(xp) # 0.

Dann existieren Umgebungen U von Xp und V von up = $d(Xg) sowie
eine stetig di Lerknzierbare Abbildung y: V - U, so dass

Wop =idy, deow=idy. [ 1

Im Detail bedeutet dies, dass ¢ die o [ede Menge U bijektiv auf die o [Cenle
Menge V abbildet und deren lokale Umkehrabbildung y = (¢ | U)™? ebenfalls
stetig di Cerknzierbar ist.

= Etwas Terminologie

Der Satz uber die Existenz lokaler Umkehrabbildungen gehort zu den wich-
tigsten Hilfsmitteln der Analysis. Wir wollen seine wesentlichen Aspekte deshalb
auch begri Cichlherausstellen.

Definition Eine C1-Abbildung ¢: R" @ R" heilt regular im Punkt xo, und der
Punkt selbst regularer Punkt der Abbildung ¢, wenn

detDo(xp) # 0.

Die Abbildung ¢ heil3t regular, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbe-
reichs regular ist. [

Ein nicht-regularer Punkt heil3t singularer Punkt, dort ist det D¢ (Xp) = 0.

Definition Sei Q [RI' o[ed und nicht leer. Eine stetig di Lerknzierbare Abbil-
dung ¢: Q - R" heil3t Di [edmorphismus, wenn gilt:
(i) Q™= Pp(Q) ist olen,
(i) d: Q - QUist bijektiv,
(iiiy d71: QM. Q ist ebenfalls stetig di [erknzierbar.
Genauer heilt dann ¢ ein Di [eamorphismus von Q auf QY [
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Bemerkung Entsprechend sind Homoéomorphismus und Lipeomorphismus
definiert, hierfur ist nur stetig di Cerenzierbar durch stetig respektive lipschitzste-
tig zu ersetzen. [1

II"a. Eine a CnelAbbildung
A:R"SR", Xx-u=Ax+b

ist ein Di Cedmorphismus des R" genau dann, wenn det A # 0.

b. Ist I ein o[endes Intervall und f: I - R regular, so verschwindet die
Ableitung fPnirgends. Also ist gemaR dem Satz tiber Umkehrfunktionen g 15 f
ein Di Ledmorphismus von | auf 1= £(1).

c. Sind ¢: Q -~ QMund y: QY- QTDi [edmorphismen, so sind

ét: Q. Q, Pep: Q - QM
ebenfalls Di Cedmorphismen.

d. Eine reguldre Kurve y: | ~ R? kann kein Di Cedmorphismus sein. 1l

Notiz  Ein Di[edmorphismus ¢ ist in jedem Punkt seines Definitionsbereichs
regular. [

i Da ¢ und ¢~ beide di Cerknzierbar sind, kdnnen wir auf die Identitat
¢ 1-¢ =id die Kettenregel 147 anwenden und erhalten

(D™ =)D =1d
auf ganz Q. Dies geht aber nur, wenn D¢ in jedem Punkt regulér ist. [0

Wie bereits am Beispiel von Abbildung 1 bemerkt, gilt die Umkehrung die-
ser Feststellung im Globalen im Allgemeinen nicht. Aus der Regularitéat, einer
lokalen Eigenschaft, kann man nicht auf die globale Eigenschaft der Umkehr-
barkeit schlieB3lich. Dies ist nur lokal mdéglich, und das ist die Quintessenz des
Umkehrsatzes.

Kurzfassung des Umkehrsatzes Lokal um einen reguléren Punkt ist eine
stetig di Lerknzierbare Abbildung di Ledmorph. [

Das bedeutet naturlich, dass die Einschrankung auf eine hinreichend kleine
Umgebung dieses Punktes einen Di Cedmorphismus dieser Umgebung auf sein
Bild ergibt. Wichtige Beispiele sind Polar- und Kugelkoordinaten, die wir am Ende
dieses Abschnitts betrachten.
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18.1 — Umkehrabbildungen

= Ruckfuhrung auf einen Spezialfall

Der Beweis des Umkehrsatzes wird uUbersichtlicher, wenn wir folgenden
Spezialfall betrachten. Auf ihn fuhren wir den allgemeinen Fall zurtck.

Spezialfall Essei ¢: R" E R" stetig di Lerknzierbar und
$(©0)=0, D¢(0)=Id.

Dann ist ¢ lokal um O di Cedmorph. [

mm Beweis des Umkehrsatz mithilfe des Spezialfalls Sei ¢ : R" & R" eine
C1-Abbildung mit reguléarer Ableitung A = D (Xg). Verschieben wir den Null-
punkt nach xo mittels der Translation T: x X3 Xo und wenden nach ¢ die
a [medTransformation A: u CATY(u — ug) mit ug = P(Xp) an, so erhalten wir
die normalisierte Abbildung

F=AedoT: F(x)=A"H(D(X+X0) — Uo).
Diese erfullt die Voraussetzungen des Spezialfalls, denn & ist stetig di Cerenzier-
bar, $(0) =0, und
D& (0) = A™1D(x0) = Id.
Also besitzt @ eine stetig di [erknzierbare lokale Inverse (. Es gilt also
qjo¢ = qjo)\oq)o't = idon
$o$ :)\oq)o'l'oqj = idVox
mit gewissen Umgebungen Ug und Vo von 0. Verknupfen wir die erste Gleichung

von links mit T und von rechts mit T=! und verfahren analog in der zweiten
Gleichung mit A, so erhalten wir

(Te@PeNedp=idy, U=1(o)
bo(tePor)=idy, V=A"(Vo).

Somit ist ¢ ein Di Ledmorphismus von U auf V mit der stetig di Lerknzierbaren
Umkehrabbildung Yy = te e A. I

= Der Umkehrsatz fur lipschitzstetige Abbildungen

Andererseits konnen wir den Spezialfall 4 etwas allgemeiner fassen. Es stellt
sich heraus, dass der Umkehrsatz bereits innerhalb der Kategorie der lipschitz-
stetigen Abbildungen gilt, ohne dass der Beweis dadurch komplizierter wirde.
Far f: R" & R" und eine Menge Q im Definitionsbereich von f sei dazu

If(u) — ()
[flo CLsup —~————

uZv Jlu—v]|
u,v Q1
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wobei |-] eine beliebige Norm auf R" sei. Dies ist die bestmdogliche Lipschitzkon-
stante von f auf Q bezuglich |-]|. Fur konvexes Q und stetig di Lerénzierbares
f ergibt sich diese Konstante aus dem Schrankensatz:

Lemma Ist f: Q - R" stetig di Lerknzierbar und Q konvex, so gilt
[flo = [DIf Lo,
wobei [I_die von |-| induzierte Operatornorm bezeichnet. [ 1

mmm Mit u, v CQ ist auch [u,v] [CQ aufgrund der Konvexitat von Q.
Aufgrund des Schrankensatzes 1416 gilt dann

|f(u) — (V)] Ijn&%x]ED]f(z)E]]u—vl [1IDIf [glju — v].

Also gilt [f]q [gl — Umgekehrt gilt fur z und h#0

IDf (2)h] = lim %(f(z +th) — f(2)) %
1

lin = [l |thl = [flq Inl.

Da dies fur alle h = 0 gilt, folgt hieraus [Dif (z) CI 1], . Und da dies fur jedes
z gilt, folgt auch [DIf [g] C[f]g. I

Fur eine Abbildung ¢ wie im Spezialfall 4 gilt aufgrund der Stetigkeit der
ersten Ableitung

[d) - id]Br(O) = EDkl) —1d E'(O) — 0, r - 0.
Wird die rechte Seite kleiner als 1, so ist eine solche Abbildung immer injektiv:

Proposition A Ist ¢: R" O R" lipschitzstetig und [ —id]g < 1, so ist ¢
auf Q injektiv. [ 1

I Angenommen, es ist d(x) = ¢ (y) fur x,y QL Dann ist
X=y[=1(PX)—x) = (p(y) —y)| LI —id]g Ix—yI.
Wegen [¢ —id]o < 1 folgt hieraus |[x—y| =0, also x =y . Il

Das Problem besteht somit nicht im Nachweis der Injektivitat von ¢, son-
dern im Nachweis der Stetigkeit der Umkehrabbildung ¢ ™1 auf einer o [efen
Menge. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Abbildung ¢ selbst o [ed ist:

Definition Eine Abbildung ¢ : R™ @ R" heifl’t o [ed, wenn sie jede o Lede Menge
auf eine o Cede Menge abbildet. [ 1
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Dies zeigen wir im Folgenden, indem wir die Umkehrabbildung innerhalb
der Klasse lipschitzstetiger Abbildungen konstruieren.

Proposition B Sei ¢: B (0) - R" lipschitzstetig mit
¢ =0, [d—idls,) CA4,
Dann existiert eine lipschitzstetige Abbildung Y : B(/2(0) - B,(0) mit
Y(0) =0, [W—id]g,,,0) 142,

so dass ¢ P =idg, 0. [ 1

= Formulierung als Fixpunktproblem

FUr den Beweis formulieren wir die Aussage als Fixpunktproblem. Dazu
schreiben wir ¢ = id + ¢ und die gesuchte Umkehrabbildung als ¢ = id + .
Zu lésen ist dann die Gleichung

id=¢oyp=(>d+P)o(@d+P)=id+P+P-(d+d),
was aquivalent ist zu
P =—-(d+P).

Zu gegebenem @ suchen wir also ein (0, das in einer hinreichend kleinen Umge-
bung von 0 definiert ist und diese Gleichung erfullt.
Die Abbildung ( erscheint hier als Fixpunkt des Operators

T: u[Th=--(id +u),
also als Lésung der Fixpunktgleichung
Tu=u.

Wir haben das Invertierungsproblem >Gesucht ist die Inverse der Abbildung ¢«
somit in das Fixpunktproblem >Gesucht ist ein Fixpunkt des Operators T < um-
formuliert. Dies ist ein oft angewandter Kunstgri [_da fir Fixpunktprobleme
vielfaltige und weitreichende Satze zur Verfligung stehen. Einer der vielseitig-
sten ist der Banachsche Fixpunktsatz, den wir bereits beim Beweis des Existenz-
und Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Di Lerknzialgleichungen kennengelernt
haben. Wir wiederholen ihn hier der Vollstandigkeit halber.
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6 Banachscher Fixpunktsatz Sei E ein Banachraum mit Norm [T, $ei X eine
abgeschlossene Teilmenge von E, und T: X - X eine Kontraktion. Das
heif3t, es existiert eine Konstante 6 [(Q, 1), so dass

[Tu —TvOrelml- v u,v i

Dann besitzt T in X genau einen Fixpunkt &. AuBerdem konverigert flr
jedes xo [Xl1die Folge x, = T"xg gegen diesen Fixpunkt & mit
en
3 —& D]Eli x4 — xo 1 n [l [
Die Herausforderung bei der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes
besteht naturlich darin, im jeweiligen Fall einen geeigneten Banachraum E und

eine geeignete Teilmenge X zu finden. Der folgende Beweis gibt daflir ein Beispiel.
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