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204
Monoton approximierbare Funktionen

Bis jetzt gingen wir genau so vor wie bei der Definition des Cauchyintegrals,
abgesehen vom Bezug auf ein allgemeines MalR3. Der entscheidende Unterschied
ergibt sich nun durch die Art, wie das p-Integral von den Treppenfunktionen auf
eine groflere Klasse von Funktionen ausgedehnt wird.

Dazu betrachten wir zuerst Funktionen, die sich punktweise durch monoton
steigende Folgen von nichtnegativen Treppenfunktionen approximieren lassen.
Diese Funktionen sind also per definitionem nichtnegativ und durfen auch den
Wert oo annehmen.

Definition Eine Funktion u: R" - R heif3t p-monoton approximierbar, wenn es
eine p-monoton steigende Folge (sk) in T% gibt, so dass

u=, lim sg.

k- oo

Der Raum dieser Funktionen wird mit U" () bezeichnet. [
—a. Fdr jedes Intervall | gilt x; CUIM(W) a-14.
b. Die Dirichletfunktion & = Xo ist A-monoton approximierbar 4.7.
c. Jede nichtnegative stetige Funktion auf R ist in U'(A) a.14.
d. Auch die Funktion f = oo ist p-monoton approximierbar.

e. Die charakteristische Funktion einer Cantormenge ist nicht A-monoton
approximierbar g.p0. 11

Multiplizieren wir eine solche Funktion mit O, so kénnen Ausdrucke der
Form 0-co auftreten. Im Rahmen der Integrationstheorie ist es sinnvoll, solchen
Ausdricken den Wert O zuzuweisen, was wir von nun an tun werden.

Lemma Sind u und v in U"(W), so sind es auch cu fir ¢ [COlsowie
u+v, uv, max(u,v), min(u,v). —1

i Sind zum Beispiel (sk) und (tx) monoton steigende Folgen in T, so
ist es auch (sktk), da nur Produkte nichtnegativer reeller Zahlen auftreten. Aus
sk .0 und tx [\ folgt dann auch skt [, dv. Entsprechend alles Ubrige.

Das Integral fur Funktionen in U" () wird in naheliegender Weise erklart.

Definition Ist u CUI'(u) der punktweise Grenzwert einer p-monoton steigenden
Folge (sk) in J7, so heil3t

l(u) I ()

20.16
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das Lebesgueintegral von f bezuglich g oder kurz p-Integral von u. Dieses
kann auch den Wert co annehmen. [ 1

o Dieses Integral hangt nicht von der Wahl der Folge ab. Sei (tk) eine
weitere steigende Folge in T mit tx [,d. Dann gilt notwendigerweise

limsg =, limty.

Wenden wir Lemma C 15 mit [,und L[ _anstelle von =, an, so erhalten wir
liml,(sk) Clin 1, (t), lim 1, (s) Clin I, (tk).

Also sind beide Grenzwerte gleich. [

I"a. Fur eine Treppenfunktion s [IT stimmt dieses Integral mit dem zuvor
definierten Uberein, denn die konstante Folge (s) ist eine geeignete approximie-
rende Folge.

b. Fudr die Dirichletfunktion & gilt 15(d) = 0.

c. Eine stetige Funktion f: [a,b] - [0, o) ist der gleichm&Rige Limes einer
steigenden Folge von Treppenfunktionen in J9 5.13. Setzen wir also f auRerhalb
von [a,b] durch Null zu einer Funktion auf ganz R fort, so stimmen Cauchy-
und Lebesgueintegral tGberein:

]
f = In(F).

a

d. Eine stetige Funktion f: R - [0, o) besitzt immer ein A-Integral. Dies
kann auch den Wert co annehmen und stimmt mit dem uneigentlichen Cauchyin-
tegral von f Uberein .11, 11

Lemma FOr u,v CUIM' (W) und ¢ COlgilt
lp(cu+v) =cly(u) + 1,(v).
Ist u LM, so gilt ferner I,(u) CLI(v). [

mmm Sind (sk) und (tx) monoton steigende Folgen von nichtnegativen Trep-
penfunktionen mit sy [t und tx L, so ist (csk + tk) eine solche Folge mit
csk + tx Ldu+ v, und es gilt

lu(cu+v) =limly(csk + t)

= lim (Ig(csk) + 1u(t))
=limcly(sk) + lim I (t) = cly(u) + 1 (v).

Entsprechend wird die Monotonie gezeigt 5.15. [

20.17
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Man beachte, dass I,(cu) = cly(u) auch far ¢ = 0 und unbeschranktes
Integral gilt, da wir 0-oc = 0 vereinbart haben.

= Monotone Konvergenz

Wir zeigen nun, dass U" () abgeschlossen ist unter monotoner Grenzwert-
bildung. Das heil3t, der punktweise Grenzwert einer monoton steigenden Folge in
U" () gehort wieder zu U™ (W), und dieser Prozess vergroRert den Raum nicht.
Aullerdem vertauschen Integral und Grenzibergang.

Satz von der monotonen Konvergenz Sei (uk) eine p-monoton steigende
Folge in U" (). Dann ist auch u =, limug in U"(n), und es gilt

() =limlg(ue). [
Il Zu jedem ug existiert eine steigende Folge (sk1)irmin T mit
sk1 [Sdz CSds I 0sd) Ldg.

Dabei kdnnen wir annehmen, dass die punktweise Konvergenz fur alle k aul3er-
halb einer gemeinsamen Nullmenge N stattfindet 5. Dann sind die Funktionen

|| [
tm Cmlax sk : 1 CKI M m [CTI]

als Maximum uber jeweils endlich viele nichtnegative Treppenfunktionen eben-
falls nichtnegative Treppenfunktionen j1g. Diese bilden ebenfalls eine monoton
steigende Folge, wobei

tm LUm L4, m [Tl
Es gilt auch
tm L0

Denn gilt dies in einem Punkt p nicht, so ist t,(p) Cliin ty,(p) < u(p) fur alle m.
Dasselbe gilt dann auch fur alle sk (p). Folglich gehdrt p zu der Nullmenge N,
auf der die Treppenfunktionen nicht gegen u konvergieren.

Somit ist u CUI'(). Aus der Definition des Integrals folgt auRerdem

lim I, (tm) = Tp(u).
Wegen ty, LUy LU ist andererseits 17
lu(tm) CId(um) CLJCU).

Also gilt auch lim I, (um) = 1, (u). [
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[_Elr nicht-monotone Folgen gilt dieser Satz nicht, selbst wenn die Konvergenz
gleichmaRig ist. Fur die Treppenfunktionen oy, = m_lx[o,m] beispielsweise gilt

om [O1  Iy(om)=1 [0

doch die Konvergenz gegen die Nullfunktion ist nicht monoton. 1T

20.5
Messbare und summierbare Funktionen

Wir betrachten nun den Raum aller Funktionen, die sich als Di [erknz von
monoton approximierbaren Funktionen darstellen lassen. Um undefinierte Aus-
dricke zu vermeiden, beschranken wir uns dabei auf Funktionen, die p-fast
Uberall endlich sind.

Definition und Satz  Eine Funktion f: R™ - R heit p-messbar, wenn sie eine
wohldefinierte Darstellung

f=u—v, u,v I,

besitzt, wo u und v p-fast Uberall endlich sind. Der Raum aller p-messbaren
Funktionen wird mit M"(u) bezeichnet und bildet eine Algebra. [ 1

umn Seien f =, u—v und g =, U — ¥V wohldefinierte Darstellungen aus
p-fast Uberall endlichen U™ (p)-Funktionen. Da Summen und Produkte aus diesen
wieder pu-monoton approximierbar 1 und p-fast tberall endlich sind, sind

f+g=,(u+l)—(v+V),
f—g=,(u+¥)—(v+0),
fg =, (ud+vV) — (uvV +vi)

wohldefinierte Darstellungen von f =g und fg. Also sind diese ebenfalls p-
messbar. Dasselbe gilt fur skalare Vielfache, denn cf = cu —cv fur ¢ [Qlund
cf = (—c)v — (—c)u sonst sind wohldefinierte Darstellungen. Also ist M"(u)
eine Algebra. D

Fur eine beliebige reellwertige Funktion f heil3en
f. Cmlax(f, 0), f_ Cmax(—f,0)

der Positivteil respektive Negativteil dieser Funktion. Auch der Negativteil einer
Funktion ist nichtnegativ, und o [edsichtlich gilt

f=f —f, |fl=f +f.

20.19
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Abb 8 Positivteil und Negativteil einer Funktion

21 Satz Sind f und g p-messbar, so sind es auch
f.,, f, |f], max(f,g), min(f,qg). 1

o Sei f = u — v eine wohldefinierte Darstellung. Da max(u,v) ebenfalls
p-fast Gberall endlich ist und zu U™ (1) gehort 16, sind auch 2;

fr = max(u,v) —v, f_=max(u,v) —u

wohldefinierte Darstellungen und diese Funktionen somit p-messbar. Dasselbe
gilt dann auch fur |f| = f, +f_ sowie max(f,g) und min(f,g). I

= Summierbare Funktionen

Das Integral einer messbaren Funktion f = u — v ist als Dilerknz der
Integrale von u und v genau dann wohldefiniert, wenn wenigstens eines von
ihnen endlich ist. Das Integral selbst kann unbeschrankt sein.

Definition Eine Funktion f [CM"™(u) besitzt eine summierbare Darstellung,
wenn es eine wohldefinierte Darstellung

f=,u—v, u,v CIr @,

gibt, wo mindestens eine Funktion ein endliches p-Integral besitzt. In diesem
Fall hei3t f p-summierbar, und

I (F) CIA(U) — 1u(v)

das Integral von f bezuglich p oder kurz das p-Integral von f. Der Raum
der p-summierbaren Funktionen wird mit M () bezeichnet. [

1 Das Integral ist unabhangig von der summierbaren Darstellung. Denn
ist f =, U — V eine zweite solche Darstellung, so ist u +V =, v + T und damit 17

() + 1) = 1 (u+ V) = 1 (v +0) = Ip(v) + 1, (0).
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Ist nun zum Beispiel I,(u) = oo, so ist notwendigerweise I,(v) < co. Dann muss
aber auch 1,,(@1) = oo und 1,(V) < o gelten, und damit

l(u) = Tp(v) = 1,(@) = 1,(V)

auf der erweiterten Zahlengeraden. Dasselbe gilt in den anderen Féllen. Also
ergeben beide Darstellungen dasselbe Integral 1, (f). Fur f () n M" (W)
stimmt dieses Integral mit der vorangehenden Definition Uberein, so dass es
gerechtfertigt ist, dieselbe Notation zu verwenden. [0

a. Jede monoton approximierbare Funktion ist p-summierbar.
b. Die Exponenzialfunktion exp ist A-summierbar.
c. Die Sinusfunktion sin ist nicht A-summierbar. 11

= Nichtnegative Funktionen

Sei M7 (p) der Raum aller nichtnegativen Funktionen in M"(u). O Censicht-
lich enthalt dieser Raum alle monoton approximierbaren Funktionen. Aber nicht
jede nichtnegative messbare Funktion ist monoton approxierbar 520, so dass

UM () M ().

Es ist daher nicht selbstverstandlich, dass solche Funktionen auch summierbar
sind. Dies erfordert einen Beweis.

Satz Ist f p-messbar und nichtnegativ, so ist f p-summierbar, und zu jedem
€ > 0 existiert eine summierbare Darstellung f =u—v mit I,(v) <e. [

i Besitzt f eine wohldefinierte Darstellung, so auch eine Darstellung 5-17
1
f =u (Uk - Vk)
kL]
mit U™ (u)-Funktionen uy, vk so, dass vi [ und 1, (uk) < oo fir alle k CI1Far

jedes k [Tlexistiert dazu eine Treppenfunktion tx mit

€
0 [T [y, |“(Vk—tk)<?.
Dann gehoren Gk = ukx — tx [Cund ¥, = vk — tx [Qlebenfalls zu U" (), ebenso
—1 —1
= Gk, v = \7k
k [ k [T

aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz 1g. Es gilt dann
1 1
L= L= hhw-t)< =
k [T k [T krrf

und f =0—V. @

€
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Korollar Ist f p-summierbar, so auch f,, f_ und |f|, und es gilt

() = 1L(F) — 1u(F), 1 (IF]) = 1 (F) + 1, (F).

Sind f und g p-summierbar und gilt f L, g, so gilt auch I,(f) CLN(g). [ 1

20.22



