90 20 — Das Lebesgueintegral

23 Korollar lIst f p-summierbar, so auch f,, f- und |f]|, und es gilt
() = 1u(f) — 1u(F), W(FD = 1w + ().

Sind f und g p-summierbar und gilt f [,g, so gilt auch 1,(f) [Ti(g). [

= Die Satze von Levi und Fatou

Der Satz von der monotonen Konvergenz 1g gilt auch in M?(p), allerdings
muss eine Voraussetzung erfullt sein.

24 Satz von Beppo Levi Sei (fx) eine p-monoton steigende Folge in M7} (). Gilt
sup ly(fk) < oo oder f =, limf, <, oo,
so ist f p-summierbar, und es gilt
L(F) =limly(f). [

mmn Wir kdnnen annehmen, dass fo = 0. Aufgrund des vorangehenden
Satzes , existiert fur jedes k [CIleine summierbare Darstellung

fic — fim1 = U — v, l(vi) <275
Somit ist
| S | S—
fu= ((i—fi-)=  (u—wv)=9gk—hk
=1 I=1
mit
| S| | S|
gk = Uy, hk = .
1=1 1=1

Diese Funktionen bilden monoton steigende Folgen in U"(u). Aufgrund des
Satzes von der monotonen Konvergenz ;g gilt also

ok L9 CU(u),  he A CUP ().

Fur alle k ist dabei

| S— 41
(i) = lu(v) £ 5 =1.
I=1 I=1

Also ist 1g I, (h) = liml,(hg) [CTund damit 13 h <, . Wegen f <, o gilt dann
auch gg = fx + hy L, <, o. Also hat

f =, limf = lim (gk — hy) = limgy — limh, =, g —h
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20.5 — Messbare und summierbare Funktionen 91

eine wohldefinierte und summierbare Darstellung, und es gilt

1 (F) = 1,(9) — 1,(h) = lim 1, (gk) — lim 1, (hy)
=lim (I,(gx) — lu(hi)
= lim 1,(gk — hi)
= lim 1, ().

Damit ist alles gezeigt. [
Fur nicht-monotone Folgen gilt dieser Satz nicht ;9. Statt dessen gilt das

25 Lemma von Fatou Sei (fx) eine p-fast Gberall konvergente Folge in M7 ().
Gilt

sup l(fx) <oo oder f =, limfg <, oo,

so ist f p-summierbar, und es gilt
I (F) Cdininf I, (fi). 1

Hierbei ist der limes inferior einer reellen Zahlenfolge (an) definiert als
Ilmnlnfan Elﬂninr:]nlj_uan = I|I§n bn, b, = rmfilam.

Da die Folge (bn) monoton steigt, existiert der Grenzwert immer in der erweiter-
ten Zahlengeraden. Konvergiert (an), so ist liminfa, = lima,. Andernfalls ist
er das Infimum der Menge aller Haufungswerte der Folge (an) a-5.43-

[ Betrachte die Funktionen
@y, Cinf(fy, .., f), k CI1

Diese sind samtlich messbar »1, nichtnegativ, und bilden fir jedes k eine mono-
ton fallende Folge bezuglich |. Die Folge (fx — ®«k,1)i kaiSt monoton steigend in
M () und nach oben durch fx beschrankt. Wir kénnen daher darauf den Satz
von Beppo Levi 24 anwenden und schliel3en, dass

Pk = Ilim Pk, = inf(fk,fk+1: )
fur jedes k summierbar ist, mit
| Cinf 1, ().
p((Pk) IEICIH( 1)
Die Folge (@k) steigt monoton, mit
limeg = liminff, =, limfi, =, f.
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Wir kdnnen den Satz von Beppo Levi daher nochmals anwenden und schlief3en,
dass f ebenfalls summierbar ist, mit

I (F) = lim 1, (@) EIT{(In irtlgu(ﬂ) = liminf 1, (f).
Damit ist das Lemmma bewiesen. [l

II_Das Beispiel 19 der Treppenfunktionen oy, = m‘lx[o,m] zeigt auch, dass im
Lemma von Fatou die strikte Ungleichung eintreten kann und die Nichtnegativitat
der Funktionenfolge notwendig ist. Denn

om 01 Iy(om)=1=>0,

und fur t, = —ony gilt
™ O] lh(tm)=-1<0. [0

Satz  Sei f p-messbar und nichtnegativ. Dann gilt
f=0 L[CO(f)=0 [

i Die Funktion f ist jedenfalls summierbar 2. Ist f =, 0, so ist o [ed-
sichtlich 1,,(f) = 0. Um die Umkehrung zu beweisen, betrachte f, = kf fur k Q]
Diese Folge ist monoton steigend in M} (p) mit

sup I, (f) = supkl,(f) = 0.
kol kIO

Der Satz von Beppo Levi ist damit anwendbar, und der punktweise Limes der fy
eine summierbare Funktion. Dies ist aber nur moglich, wenn f =, 0. [T

20.6
Integrierbare Funktionen

Das Integral summierbarer Funktionen kann unbeschréankt sein. Mit Blick
auf die Konstruktion vollstandig normierter Raume wie die LP-Raume ist es
aber notwendig, Rd&ume von summierbaren Funktionen mit endlichen Integral zu
betrachten.

Definition und Satz  Eine Funktion f [CMZ(u) heilt p-integrierbar, wenn ihr
p-Integral endlich ist. Der Raum aller p-integrierbaren Funktionen wird mit
L"(n) bezeichnet. Auf ihm definiert das Lebesgueintegral

It £'(u) - R, f LCIf)

ein lineares Funktional. [
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20.6 — Integrierbare Funktionen 93

o Wir zeigen die Additivitat. Funktionen f,g CLI'(u) besitzen summier-
bare Darstellungen f = u—v und g = ' — V mit integrierbaren Funktionen in
U" (). Dann sind auch u + T und v + ¥ integrierbare U"(u)-Funktionen 17 und
damit

fog=U+9-(+0)
eine Darstellung mit integrierbaren Funktionen. Weiter folgt
W(f—9) = Lu+9V)—Il(v+0)
= lp(u) = 1 (V) = 1 (@) + 1,(V)
= 1u(f) — 1(9).
Alles andere wird entsprechend gezeigt. [l

Ein Unterschied zum Riemannintegral besteht darin, dass eine Funktion
dann und nur dann p-integrierbar ist, wenn es auch |f] ist.

Satz Ist f p-integrierbar, so sind es auch f,, f_ und |f|. [

mmm Wegen o3 1y (F) = 1u(f:) — 1u(f2) ist £ p-integrierbar genau dann, wenn
Iu(f+) und I, (f2) endlich sind. Dann ist genau dann der Fall, wenn auch

L (F) + 1u(F) = 1u(fe + 1) = 1, (IF])
endlich ist. mmm

Der wichtigste Satz der Lebesguetheorie betri [f-die Vertauschbarkeit von
Integration und punktweisen Limes unter sehr allgemeinen Bedingungen. Er wird
auch als Satz von der dominierten Konvergenz bezeichnet.

27 Satz von Lebesgue  Sei (fk) eine p-fast Uberall konvergente Folge in M2 ().
Gibt es eine Funktion g CLI'(W), so dass

If«l L. g, k CI)
so ist f =, limfy integrierbar, und es gilt
Iu(f) = ‘lim I (fi). 1

i Die Funktionen g + fi sind samtlich messbar, nichtnegativ, und konver-
gieren p-fast Giberall gegen g + f. AuRerdem gilt fur alle k

g +fi Lgh [fk] L, Ag <, co.
Mit dem Lemma von Fatou ist somit g + f integrierbar, und es gilt

lu(g +f) =1,(g +limfy)
CTidn inf 1, (g + f) = 1,(9) + liminf 1, (f).
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Da g integrierbar ist, ist auch f integrierbar, und es gilt
I (f) CIimninf 1, (fy).
Argumentiert man entsprechend fur g — fx [CQ0] so folgt
ln(g —f) =1.(g — limfy)
CTimn inf 1,(g — fk) = 1,(9) — limsup 1, (fk),
und man erhalt
limsup Iy (fk) CII(F).
Somit konvergiert die Folge 1,,(fk) mit Grenzwert I, (f). D

II_Das Beispiel 19 der Treppenfunktionen oy, = m_lx[o,m] zeigt auch, dass
eine integrierbare Majorante unverzichtbar ist. Die kleinste Majorante ist hier

-1
g= m “X(m-1,m]-
m 1]

Ihr A-Integral ist die harmonische Reihe. Also ist g nicht A-integrierbar. Und
tatsachlich gilt der Satz von Lebesgue fur die Folge (om) nicht. 11

Majorantenkriterium Ist f messbar, g integrierbar und |f| [ g, so ist auch
f integrierbar, und es gilt

WAfD Chi(g). ]
i Betrachte die abgeschnittenen Funktionen
Mef Xk kgr max(min(f, k), —k), k 11

Diese sind messbar und beschrankt mit beschranktem Tréger, also integrierbar.
Wegen |Mf| G,g fur alle k und MNMyf - f punktweise ist also f aufgrund des
Satzes von Lebesgue integrierbar, und es ist

(D = lim (M F ) CLA9)
aufgrund der Monotonie des Integrals. [

Im Satz von Lebesgue genigt es daher anzunehmen, dass die fx messbar
sind. lhre Integrabilitat folgt dann aus der Existenz einer integrierbaren Majoran-
te.
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