120

21 — Integration im R"

Abb 6

Die kompakte Menge
Kk = M M4

Mk+1

Mi—1

C1
4. Schritt: M ist beliebig Die Menge Q [, U ist o [ed und enthélt M.
Eine Zerlegung der Eins auf Q gemal dem vorangehenden Schritt ist dann auch
eine Zerlegung der Eins auf M. [

FUr den Beweis des ersten Schritts benétigen wir noch folgendes

Lemma Zu jeder endlichen o Ceden Uberdeckung Ux, ..,U, einer kompakten
Menge M existieren kompakte Mengen K; [, deren Inneres ebenfalls M
Uberdecken. [ 1

o Wir konstruieren diese Mengen induktiv wie folgt. Angenommen, wir
haben bereits kompakte Mengen Ky, ..,Kj-1, so dass

K; COCKE, [U (U 10U CM.

Fur i = 1 entspricht dies der Ausgangssituation, wo wir noch keine kompakte
Menge konstruiert haben. Betrachte dann

Ci [(R; COCKY, [Ud COCTR).

Diese Menge ist abgeschlossen und in M enthalten, also kompakt. Es gilt auch
Ci [1J3. Dann existiert auch eine kompakte Menge K; derart, dass

Ci LKJ K] 0.
Damit erhalten wir

K; COCKT Uk 0O M,
und wir sind fertig. I

Bemerkungen a. Fur eine kompakte Menge M existieren also auch endli-
che Zerlegungen der Eins.

b. Ist Q Rl olenund O = {Q}, so kann eine diesbezlgliche Zerlegung
der Eins trotzdem nicht aus endlich vielen Funktionen bestehen 4.7.
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21.3 — Die Transformationsformel

21.3
Die Transformationsformel

Ein wesentliches Hilfsmittel der eindimensionalen Integrationstheorie ist

die Substitutionsregel. Ist ¢ stetig di Cerknzierbar auf dem Intervall | = [a,b]
und f stetig auf dem Bildintervall ¢ (1), so gilt bekanntlich 1018
) Lyl

f(dt=f(pG)P'(s)ds.
d(a) a

Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Hauptsatz der Di [erénzial- und Integral-
rechnung. Hierbei ist es nicht einmal erforderlich, dass ¢ die Orientierung des
Intervalls | erhalt oder | bijektiv auf ¢ (1) abbildet.

In dieser Allgemeinheit werden wir die Substitutionsregel nicht fur das
hoéherdimensionale Integral formulieren. Wir setzen zumindest voraus, dass ¢
bijektiv ist. Auf einem Intervall ist ¢ dann notwendigerweise monoton. Die
beiden mdglichen Félle der Substitutionsregel — entweder positive oder negative

Ableitung - lassen sich dann zusammenfassen zu
1 1

f)dt= (@) Ip'(s)lds.
) !

Hierbei wird das linke Integral immer vom linken zum rechten Endpunkt des
Intervalls ¢ (1) gebildet, unabhéngig davon, wie | auf ¢ (1) abgebildet wird.

In dieser Form verallgemeinern wir die Substitutionsregel auf héhere Dimen-
sionen. Man beachte, dass sie sich nur auf das Volumenmal3 A bezieht.

Transformationsformel Sei Q [CRI' oled und ¢ ein Di ledmorphismus von

Q auf die o [ede Menge $(Q). Ist f auf $(Q) integrierbar, so gilt
[ (-
fdA= (fo¢)|detD¢p]|dA.
d(Q) Q

Insbesondere existiert das rechts stehende Integral. [

Ist (f - ) |detD@| integrierbar, so folgt durch Anwendung der Formel
mit ¢! umgekehrt auch die Integrierbarkeit von f. Beide Annahmen sind also
aquivalent.

Wir beweisen die Transformationsformel fir den Fall, dass die Determinante
von ¢ Uberall positiv ist. Der andere Fall l1asst sich mithilfe der Reflexion einer
Koordinate auf diesen zurlckfihren 4.10. Der erste Schritt besteht in der Reduk-
tion auf ein lokales Problem mithilfe einer Zerlegung der Eins und einer Adaption
der Transformation ¢ gemaR dem folgenden Lemma, das wir im Anschluss
beweisen werden.
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21 — Integration im R"

Lokalisierungslemma Sei Q [CRI' oledund ¢: Q - R" ein lokaler Di leg
morphismus mit positiver Jacobideterminante. Dann existiert zu jedem
Punkt in Q eine Umgebung U [Q und eine stetig di Cerenzierbare
Abbildung @: R" - R" derart, dass

YU = o, PlI° =id,
fur ein hinreichend groRes Intervall I, sowie Y(U) n Y(U®) = LT 1

Das Bild jeder dieser o Leden Mengen U unter dem Di Ledmorphismus ¢ ist
eine o [ede Menge in ¢(Q), und ihre Gesamtheit bildet eine o [ede Uberdeckung

von ¢(Q). Sei T eine ihr untergeordnete Zerlegung der Eins 7. Dann gilt

1
f= of.
[oll AN

Gilt nun fur jedes o die lokalisierte Transformationsformel
[ 1

(cf)dA= (of)-d detD dA.
Q) Q

so folgt durch Summieren Gber o [Tldaraus die allgemeine Transformations-
formel g.

Die lokalisierte Formel schreiben wir noch weiter um. Aufgrund der Wahl
von T ist der Trager eines jeden o [Tlin einer o Ceden Menge ¢(U) enthalten,

auf die das Lokalisierungslemma zutri [(E_Bomit ist einerseits
1 1 1

ofdA= ofdA= ofdA.
$(Q) $) R"

Andererseits gilt mit der Abbildung Wy des Lokalisierungslemmas
(. 1
(of)o¢p detDpdA= (of)-p detDPpdA
Q U 1
= (of)oy detDYdA,
u

da (of) e~ ¢ auf U® verschwindet und g auf U mit ¢ Ubereinstimmt. Da Y (U°®)

von Y(U) disjunkt ist, gilt weiter
[ 1

(cf)ed detDPdA= (o f)ey det Dy dA.
U RN

Die allgemeine Transformationsformel reduziert sich damit auf folgendem
Satz, wobei wir wieder ¢ statt Y schreiben.

Lokale Transformationsformel Sei ¢: R" - R" stetig di Lerknzierbar mit

¢ = id aulerhalb eines Intervalls 1. Dann gilt
[ (-

fdA=  (fo¢)detDddA
R" RN
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21.3 — Die Transformationsformel

Abb 7

Zum Beweis der lokalen
Transformationsformel

¢ beliebig

n
Ir

fur jede Funktion f [CII'(A) mit kompaktem Trager. [ 1

mmm Wir kénnen f CCF und ¢ [CCF annehmen. Durch einen Approximati-
onsprozess folgt dann die Behauptung fir den allgemeinen Fall.
Definiere g: R" - R durch

Ld
gx) = f(t,x2,..,Xn) dt.

Wegen der Kompaktheit des Tragers von f ist diese Funktion in jedem Punkt
wohldefiniert, und es gilt d;g = f. Somit ist g ebenfalls stetig di Lerknzierbar.
Also ist

1
LgPd) = (0ig-P) Lol
i=1
wobei [=1(04, ..,0n) JAufgrund der Multilinearitat und Antisymmetrie der

Determinante ist weiter

det( L(gF ), L3, .., [pd)
= det((019 > d) [Py, [pd.., Lpd)
= (019° ) detD.

Wéhlen wir nun das Intervall I" = I' mit I, = [-r,r] so groB, dass f =0 und
¢ = id auf dem Komplement von 1", so gilt mit f = 09,9 also
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120 21 — Integration im R"

-] -]
(fodp)detDpdA = (f > p)detDep dA
R" |—L“|

= (019> d)detD dA
A

= |, det(C@r §), [Pd, .., L) dA.

Wir entwickeln nun die letzte Determinante nach der ersten Spalte und bezeich-
nen die zugehorigen Unterdeterminanten einschiel3lich ihres Vorzeichenfaktors
mit M;. Mit Fubini und partieller Integration wird das letzte Integral zu

Y —
0i(g > P)M; dA
i=1
(|
= 3i(gedIMidArdAn
v % [ - —
= -1 (9°P)M; dAn-1 — r1 I(g°¢)0iMid)\1d)\n_1
i= r -r r r
i=1 % -
= @M AN~ (@ d)(0aMy + .+ 0nMn) dA.
i=1 'r -r n

Fir eine C2-Abbildung ¢ : R" O R" gilt aber 411
01M1 + .. +0,M, =0,

das letzte Integral verschwindet also. Da ¢ = id auRRerhalb von I, verschwinden
auch die Unterdeterminanten My, .., M, auf dem Rand von I". wahrend

(9°¢)M1% =g% =g(r, ).

Zusammen genommen erhalten wir also mit Fubini und der Definition von g
1 1]

(fo¢p)detDpdA = g(r, -)dAn-1
R o (. I

= fdA 1 dA-1 = fdA = f dA.
o, In RN

Ir

Genau das wollten wir beweisen. [N

= Beweis des Lokalisierungslemmas

Es fehlt noch der Beweis des Lokalisierungslemmmas. Dazu bendtigen wir
folgendes Ergebnis aus der linearen Algebra.

12 Deformationslemma Jede reelle Matrix A mit positiver Determinante kann so
in die ldentitdtsmatrix defomiert werden, dass alle Determinanten entlang
dieser Deformation zwischen detA und 1 liegen. [
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21.3 — Die Transformationsformel

[l Betrachte die erste Spalte von A. Falls a;1 [[0] so gibt es immer eine
zweite Spalte in A, so dass die ersten Komponenten dieser beiden Spalten nicht
gleichzeitig Null sind. Durch eine starre Drehung in der von beiden Spalten
aufgespannten Ebene kdnnen wir erreichen, dass a;; > 0, wahrend sich die
Determinante der Matrix nicht &ndert.

Ist nun ai; > 0, so kdnnen wir durch eine kontinuierliche Version des Gaul’-
schen Eliminationsprozesses erreichen, dass sdmtliche Ubrigen Komponenten der
ersten Spalte und Zeile verschwinden. Auch hierbei andert sich die Determinante
der Matrix nicht.

Verfahren wir nun induktiv, so deformieren wir A in eine Diagonalmatrix mit
positiven Komponenten, ohne die Determinante zu beeinflussen. Deformation
der Diagonalkomponenten zu 1 fuhrt dann zum Ziel.

Jeder einzelne Deformationsschritt kann durch eine stetige Kurve von Ma-
trizen beschrieben werden. Durch entsprechende Parametrisierung wird die
gesamte Familie auch glatt.

u Beweis des Lokalisierungslemmas  Betrachte einen lokalen Di Cedmor-
phismus ¢ um 0 mit ¢(0) = 0. Setzen wir A = D (0), so ist

b=N+p, P =o(xD)]
Wegen der Umkehrbarkeit von A gilt aul3erdem
m XTI IAKCITm (XTI

fur alle x CRT mit einer hinreichend kleinen Konstanten m > 0.

Zuerst eliminieren wir die Nichtlinearitdt ¢ aufierhalb einer kleinen Umge-
bung von 0. Wéahle dazu eine beliebige Abschneidefunktion o, also eine glatte
Funktion o : R" - [0,1] mit o|B; =1 und o|B; =0, und setze

X=NA+0:P, ce=0cog L
Fur O < a < € und ¢ hinreichend klein gilt dann
xIg]) Cm ta+ @] [Zin"tq,
wéhrend

XTI} gy TP — (@5 gy /2.

Fur o < m?e/4 ist also [xIp] < [XIgd, so dass die Mengen X(Bg) und x(BS)
disjunkt sind. Da au3erdem X|Be = ¢ injektiv ist, gilt sogar

X(Ba) N X(Bg) = L1

Damit ist der erste Schritt abgeschlossen.
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Abb 8 Zum Beweis des Lokalisierungslemmas
w=d¢ W=A y=id
L 2
a € 2¢ r 2r

Im zweiten Schritt deformieren wir A auflerhalb einer groRen Kugel zur
Identitat. Sei dazu A(t) mit O CITleine Deformation 12 von A mit A(0) = Id
und A(1) = A. Fur

Lr = A-°oy, Ly (X) = A(or (X)X,
gilt dann

Lr|Br = A(0) = A, Le[BS, = A1) =id.
Setzen wir also

Y=L+ 0P,
so ist

W|B: = XIBe =d,  WI|Br =X,  YIB5 =id.

Da auBerdem A(t) fur O I Tregulér ist, ist Y(Bf) fur hinreichend grof3e r
disjunkt von Bq. Somit gilt auch noch

WEBa) N W(BS) = L1

Somit erfullt Y alle Behauptungen des Lokalisierungslemmas mit U = By. [0
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