13

21.4 — Der Satz von Sard 123

21.4
Der Satz von Sard

In der Transformationsformel kdénnen wir tatsachlich auf die Bedingung
verzichten, dass die Jacobideterminante nirgends verschwindet. Es genlgt, dass
die Abbildung stetig di Cerknzierbar und bijektiv ist. Dies grundet sich auf dem
nachsten Satz, der auch in anderen Zusammenhéangen nutzlich ist.

Satz von Sard Sei Q [CRY olen, ¢: Q - R" stetig di Cerenzierbar und
] ]
S= detDp=0 L[l

Dann ist ¢(S) eine A-Nullmenge. Mit anderen Worten, die Menge der Kriti-
schen Werte einer stetig di Cerknzierbaren Abbildung ist eine Nullmenge. [

a. Ist ¢ ein Di [edmorphismus, so ist S = [und damit auch ¢(S) = [ 1
eine Nullmenge.

b. Ist ¢ eine singulére lineare Abbildung, so ist S = Q. Aber ¢(S) ist
enthalten in einer Hyperebene und deshalb eine A-Nullmenge.

c. Ist ¢ eine konstante Abbildung, so ist ebenfalls S = Q. Aber ¢ (S) ist
eine 1-Punkt-Menge und damit eine A-Nullmenge.

Wahrend die kritischen Werte einer C1-Abbildung eine Nullmenge bilden,
kann ihr gesamter Definitonsbereich aus kritischen Punkten bestehen.

I Beweis des Satzes von Sard  Es gentgt, die Aussage fur ein kompaktes
n-Intervall 1 in Q zu beweisen. Die allgemeine Behauptung folgt dann durch
Uberdecken einer beliebigen o [eden Menge durch abz&hlbar viele solche In-
tervalle und der Bemerkung, dass die abzahlbare Vereinigung von Nullmengen
wieder eine Nullmenge ist. Auf einem solchen kompakten Intervall | ist [Di}p []
beschrankt und gleichmafig stetig 7.32 . Es gibt also ein M > 0 derart, dass

P (v) — d(u)] Chax [Dip(z) Ly —u| LM|v —ul,
z [alv]
und zu jedem € > 0 gibt es ein d > 0 derart, dass

[Dip(v) —Dp(u)=e,  |v—ul <9,

jeweils fur alle u,v 11

Wir unterteilen nun jede Seite von | in m gleich lange Intervalle und wah-
len dabei m so groR, dass die Seitenlangen der m" entstehenden Teilintervalle
kleiner als & sind. Angenommen, in einem dieser kleinen Intervalle J liegt ein kri-
tischer Punkt u. Dann ist detD¢ (u) = 0, also D¢ (u) eine lineare Abbildung in
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Abb 9

glv—u

Zum Satz von Sard

eine Hyperebene H. Aufgrund des Lemmas von Hadamard 1415 gilt andererseits

$¢(v) =P(u) +DP(U)(v —u) +E(u,v)(v —u)
mit
(Y
E(uv)= (Do +t(v—u))—Dop(u))dt,
0

wobei [E{u,v)[Z ¢ fur Ju—vVv]| < &. Das bedeutet, dass sich ¢(v) auf J von
der Hyperebene H um weniger als

|[E(u,v)(v —u)| C=}v —u]

entfernt. Gleichzeitig liegen alle Bilder in einer Kugel um u mit Radius kleiner
als M |v —u]. Somit liegt das gesamte Bild ¢(J) in einem Zylinder mit Hohe
2¢ |v — u| und Basisradius M |v — u]. Fur das Volumen gilt also

A Q) Ccd|v—u|" CcarQ).

Summieren wir Uber alle solchen kleinen Intervalle J, die einen kritischen Punkt
enthalten, so folgt

A(D(S)) Ccan().
Da € > 0 beliebig war, muss ¢(S) eine Nullmenge sein. 1
Daraus ergibt sich folgende

Allgemeine Transformationsformel Sei Q [RI' o[ed und ¢ eine bijektive,
stetig di Cerknzierbare Abbildung von Q auf die o Cedle Menge ¢$(Q). Ist f
auf d(Q) integrierbar, so gilt

1 1
fdA= (fod)|detDp|dA. [
$(Q) Q
mo Auf der abgeschlossenen Menge Qg = {detD¢ = 0} verschwindet
das rechts stehende Integral, da dort der Integrand verschwindet. Das links

21.20



15

215 — Anwendungen der Transformationsformel

stehende Integral Uber ¢ (Qg) verschwindet ebenfalls aufgrund des Satzes von
Sard 13. Auf dem o [Ceden Komplement Q [CQ} ist ¢ ein Di CLedmorphismus, und
Anwendung der Transformationsformel g ergibt die Behauptung. D

Bemerkung Tatsachlich langst sich auch die Bedingung der Bijektivitat
abschwachen. Es genigt, dass der Abbildungsgrad von ¢: Q - $(Q) gerade 1
ist. [

21.5
Anwendungen der Transformationsformel

s Der Zwischenwertsatz im R"

An der lokalen Transformationsformel ;; fallt auf, dass die Abbildung ¢
weder als injektiv noch als surjektiv vorausgesetzt wird. Die Surjektivitat lasst
sich jedoch leicht zeigen. Dazu betrachten wir der Einfachheit halber die abge-
schlossene Einheitskugel B=B" [t [RI': [XT 1T 1}.

Lemma Sei ¢: R" - R" stetig di Lerknzierbar mit ¢$|R" [Bl=id. Dann ist
& surjektiv. [ 1

i Angenommen, es gibt einen Punkt p ohne Urbild. Dann ist [pI =2 1, da
andernfalls p ein Urbild hat. Da ¢ (B) abgeschlossen ist und p nicht enthalt,
exisiert auch eine o Cede Umgebung U um p, die nicht im Bild von ¢ liegt. Wahle

eine stetige Funktion f mit Trager in U und
[

fdA=0.
Rn

Aufgrund der lokalen Transformationsformel 11 ist aber
] ]

fdAa= (fedp)detDp dA =0,
Rn RN
da nach Konstruktion f = ¢ = 0. Somit erhalten wir einen Widerspruch. [
Aus diesem Lemma folgt der

Zwischenwertsatz im R™  Sei ¢: B - R" stetig mit ¢|0B = id. Dann nimmt
¢ jeden Wert in B an. Es gilt also

$@B) [Bl [ 1

1w Setze ¢ aufBerhalb von B stetig durch id fort und approximiere diese
Abbildung durch stetig di Cerknzierbare Abbildungen ¢ mit Q|R" [CBl1= id.
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Abb 10

Konstruktion der
Abbildung ¢ $(p)

f(p)

Aufgrund des letzten Lemmas sind diese Abbildungen surjektiv, tiberdecken also
auch B. Diese Eigenschaft bleibt im Grenzibergang Y - ¢ erhalten. I

= Der Brouwersche Fixpunktsatz

Neben dem Banachschen Fixpunktsatz ist dies einer der fundamentalen
Fixpunktsatze der Analysis.

Brouwerscher Fixpunksatz Jede stetige Selbstabbildung der abgeschlossenen
Einheitskugel B hat mindestens einen Fixpunkt. [ ]

Uber die Bildmenge ¢(B) wird nichts angenommen, auRer dass sie in B
liegt. Zum Beispiel kann ¢ eine konstante Abbildung sein mit Bildpunkt in B.
Diese hat o [ensichtlich einen Fixpunkt.

i Angenommen, es gibt eine solche Abbildung ohne Fixpunkt. Dann
kénnen wir eine Abbildung

$¢: B-B p LPpp)

definieren, die jedem Punkt p [CBlden Schnittpunkt des Halbstrahls von f(p)
durch p mit der Einheitssphare zuordnet - siehe Abbildung 10. Da f keinen Fix-
punkt hat, ist dieser Strahl und damit der Bildpunkt fur jedes p [Blwohldefiniert
und definiert eine stetige Abbildung. O [endsichtlich gilt

¢(B) CaB,  ¢|aB=id.

Das ist aber aufgrund des Zwischenwertsatzes 15 nicht méglich.
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m Polarkoordinaten

Diese sind definiert durch 151

I | 1
r X _ rcoso

0] y ~ rsin 0]
Sie bilden D = (0, ) x (0,21) di Ledmorph auf die Ebene abzuglich der Halb-
geraden [0,o) ab. Da diese bezuglich des Flachenmalles eine Nullmenge bildet,

fallt dies fiir das Integral Giber R? nicht ins Gewicht. Dasselbe gilt fiir den Rand
von D. Wegen detDx = r gilt fiir jede auf R? integrierbare Funktion f deshalb
1 1

X

2f(x,y)dxdy = f(rcosd,rsinp)rdrdo
R

ok T
= f(rcosd,rsind)rdrdo.
0o o

Hierbei halten wir uns an die Vereinbarung, dass Mehrfachintegrale >von innen
nach aufien< zu lesen sind.

["Rolarkoordinaten bieten sich natdrlich vor allem bei rotationssymmetrischen
Funktionen an. Zum Beispiel wird

- ok O

Andererseits ist aufgrund des Satzes von Fubini

1 ., , J 1 , 1
i e YD dxdy = e e Y dy dx
R —o0 —oo
2 2 I:I 2 IZI
= e dx e Y dy = e dx

Wir erhalten somit
J

2 _—
e X dx= Tr.

—00

Dieses Ergebnis ist mit eindimensionaler Argumentation nur recht aufwéandig zu
erreichen. 111
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[ Wolumen der Einheitskugel » Mit Polarkoordinaten ergibt sich

y /e Lh L
— = 1—u2—-v2da= r 1—r2drdo
2 D 0 Eﬁl
1
=2m r 1l-r2dr
0
_2n
-3

Das Volumen einer Kugel vom Radius r ist dementsprechend 4mr3/3. 11

= Zylinderkoordinaten

Diese sind definiert durch
CICd a1 —1

. FEEEFN.
C

r4 q

g

und bilden D = (0,) % (0,211) x R di [edmorph auf den R® abzuglich der
Halbebene [0,0) x {0} x R ab. Diese bildet bezuiglich des Volumenmalies eine
Nullmenge und fallt fur das Integral {iber R® nicht ins Gewicht. Dasselbe gilt fur
den RandI:vlon D. Wegen detDx =r gilt fur deshalb

3f(x,y,z)dxdydz
SR v R

= f(rcosd,rsind,q)rdrdddc.
-~ 0 0

= Kugelkoordinaten

Diese sind definiert durch 151

C I 111 ) L1
X os¢sinB
x: el EEAE Finosine
6 z r coso

mit 0 <r <oo, 0< ¢ <21 und 0 <O < 11. Mit der Jacobideterminante
detDX =r?sin®

gilt fur jede auf R3 integrierbare Funktion f deshalb
1

f(X,y,z)dxdydz
R3

o W

= f(rcosdsin®,..,rcos8)r2sin6drdg de.
(O] 0
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Abb 11

Zum Potential einer
Kugel

rsin® r

z z—rcosO rcos©

[ Wolumen der Einheitskugel  Auf D = (0,1) x (0,2m) % (0,11) parametrisie-
ren Kugelkoordinaten die Einheitskugel B bis auf eine Nullmenge. Fir deren
Volumen V erhalten wir demnach mit Fubini, wie zuvor,

L] Lol Dof L4l
V= 1dAr= r’sin6drdg de
B 0 0
o ° ant
=2n  r?dr sin6de6=—.
0 0 3

I Gravitationspotential einer Kugel Ein kompakter, dreidimensionaler Kor-
per K mit stetiger Dichtefunktion m: K - R erzeugt, bis auf einen Normierungs-
faktor, in einem Punkt p das Gravitationspotential
Cim@

k [g=pL]

Wir betrachten den Fall einer Kugel K = {[qI_ TR} mit einer rotationssymetri-
schen Dichtefunktion m = m(r). Aus Symmetriegriinden gentgt es hier, einen
Punkt p = (0,0, z) zu betrachten. Bezlglich Kugelkoordinaten in K ist dann

u(p) =

[+ p2E z2 — 2zr cos 6 +r?,

wie man Abbildung 11 entnimmt. Somit gilt

Lok L @‘/ m(r)r2sin®

V drdod
0 0 0 z2—2zrcos@®+r? ¢
[l CTH _ (-
sin®
Vi ! de m(r)r2dr.
0 o 22—2zrcosO +r?2

u(p) =

= 2Tt

Mithilfe der Substitution —cos© =t wird das innere Integral zu

L4 . dt 1 1 >
ey —— = — 724+ 2zrt+r2 =—.
-1 z2+42zrt+r2 zr -5 z
Also gilt
Lgl

u(p) = 2n m(r)r2dr.
Z 0
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Eine Rechnung wie im vorangehenden Beispiel zeigt aber, dass

Lgl
2t m(r)r?dr =M
0

gerade die Gesamtmasse der Kugel K darstellt. Also gilt

M

Das Potential der Kugel verhalt sich also gerade so, als wére die gesamte Masse
im Mittelpunkt konzentriert. 11
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