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22.2
Di Cerknzialformen

Eine 1-Form ist eine Abbildung a: V @ V S Hie jedem Punkt x im Definiti-
onsbereich eine Linearform a(x) in V =2uordnet. Entsprechendes definieren wir
jetzt fur k-Formen.

Definition Eine Di [erknzialform vom Grad k, kurz k-Form, ist eine Abbildung

w: VIOAY, x Calx),
die jedem Punkt im Definitionsbereich eine alternierende k-Form zuordnet. [ 1
Im Standardfall R" hat eine k-Form w somit eine Darstellung »
1
w(X) = Wy, () dxy, L0y,
100Gk, . <pk [l

mit Komponentenfunktionen wy, .., (X) = w(X)(ey,, .., ey). Eine solche Form
heiRt stetig respektive von der Klasse C", wenn alle Komponentenfunktionen ste-
tig respektive von der Klasse C' sind. Die Regularitatseigenschaften von Formen
werden hier allerdings keine besondere Rolle spielen. Der Einfachheit nehmen
wir an, dass alle unendlich oft di [erknzierbar sind. Mit Q*(U) bezeichnen wir
den Raum solcher k-Formen auf einem Gebiet U im R".

_a. Eine 0-Form f CQP(U) ist eine C*®-Funktion
f: U->R.
b. Ist f [CQP(U), so ist ihr Gibliches Di [erknzial

1
df: U - VEldfx) = Auf (x) dxy
1 In]
eine 1-Form in Q1(U).
c. Eine n—1-Form auf dem R" hat die Gestalt

U |
n= fu(X)dx; CACdXe C1CdX,,. o

k=1

= Transformationsregel

Sei f: V @ W eine di Lerknzierbare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen,
wobei di Lerknzierbar fur unendlich oft di Cerknzierbar stehen soll. In jedem Punkt
ihres Definitionsbereichs definiert ihre Ableitung die Tangentialabbildung

fraVv - W, v wl=Df(X)v.

22.10



222 — Differenzialformen

Diese induziert eine adjungierte Abbildung 3
fEIANW S ARV, 0 Tl

der entsprechenden Raume von k-Formen. Verfahren wir so in jedem Punkt,
erhalten wir folgende

Transformationsregel Sei U [CVlein Gebietund f: U - W dierknzierbar.
Dann ist

f=1okw) - Qk), o oEfrd
definiert durch
oV, .., Vk) = (W f)(frw, .., Fovwy).
1

Man nennt f “d den pull back von w oder die durch f zuriickgeholte Form.
Punktweise ist sie gegeben durch

(F D)) V1, - Vi) = OE N F )V, -, FreNvy).
Diese Operation vertauscht o [efsichtlich mit Addition und Multiplikation, also
frfho+ad)=f"d+f'a8, b )=f"dd CFho!

Bemerkung Allgemein verwendet man die Bezeichnungen f—gnd f —fur
sogenannte kovariante und kontravariante Funktoren, die einer Abbildung f
zugeordnet sind und fur die gilt

dcsid, (feg) = freg
respektive

id"2id, (fog)~=2g-='f"
Der push forward f—s Df fur Tangentialvektoren und der pull back f™~fur
Di Cerknzialformen sind typische Beispiele. [

II"a. FUr eine O-Form g ist der pull back die Komposition:
flg'=g-f.
b. Fur f: R" & R™ gilt
f bak, = dfy, 1 Cplrm,

wobei f, die p-te Komponente von f bezeichnet. Denn wegen der Unabhéngigkeit
von dx, vom Punkt ist

(f '%ku)(v) = (dxy o)) = dxu(fFr.
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144 22 — Der Fundamentalsatz im R"

Der letzte Ausdruck ist gerade die p-te Komponente des Vektors fwy also
dxy(fry) = (Fpy) = D (v) = df(v).
c. Fur f: R"E R" gilt
f N(dx, COCdX,) = (det Df)(dxy C1CdXn).

Denn in jedem Punkt ist f—= Df eine lineare Transformation des R" in sich. Da
w = dx; C1CdX, nicht vom Ort abhéangt, gilt deshalb 4

fr'ad = (Df)"d = (detDf) w. 11

= AuRere Ableitung

Die &ufRere oder Cartansche Ableitung ordnet einer k-Form eine k+1-Form zu.
Wir kennen diesen Operator bisher in der Form des Di Lerenzials einer skalaren
Funktion, das einer O-Form eine 1-Form zuordnet. Nun definieren wir ihn fur
beliebige Formen, wobei wir uns auf den Standardfall beschranken.

Definition Die aul3ere Ableitung oder das Di [erknzial einer k-Form

1
w = Wy, . dxy, 0k,
1 0mk. . <p [

mit k [Tist die k + 1-Form

1
dw = dowy, .. CdX,, CICdX,,.
10nk.. <pk ]

Das Di [Cerknzial einer O-Form ist ihr Ubliches Di Cerknzial als Funktion. [ 1

Von jeder Komponentenfunktion wird also das Funktionsdi Cerenzial ge-
bildet und mit der zugehorigen Basisform durch das Dachprodukt verknupft.
Ausgeschrieben ergibt dies

—1 —1
dw = oWy, .. Xy CdX,, C10CdX,.
10k, . <px [l (AN

7 r_a. Das Di[erknzial einer 1-Form o = f dx + gdy auf dem R? ist

da =f, dy CdX+gxdx Cdy = (gx — fy)dx Cdy.

1
b. Das Dilerenzial einer 1-Form a = jrp P dx, auf dem R™ ist
I | I— 1
da = ohay dx, Cdx, = (Onay — o) dx, CdX,.
1 CIAl AT 1AZp Al
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c. Das DilLerknzial von w = f; dx, [CdXs + f, dxs [CdX; + fz dx, CdXs auf
dem R3 ist

dw = (alfl + azfz + 63f3) dX]_ mz mg
= (divf)dx; [Cdx, [CdXs.

Rechenregeln Fir k-Formen w, @ und I-Formen n gilt
(i) dlw+®) =dw +d®,

(i) d(w M) =dw Ak (-1*w [dh,

(iii) d(dw) =0,

(iv) fHdw)=d(frd). 1

(i)  Das ist einfach.
(ii) Der allgemeine Fall lasst sich aufgrund der Additivitat zurtckfihren

auf w =& und n = gf, wobei & = dx,, C1CdX, und i =dx,, C1Cdx,,.

Dann ist

w [k (fg) & CQl
und mit d(fg) = gdf + f dg erhalten wir definitionsgeman
d(w [Q) =d(fg) Ldd [l
=g df Ca A+ fdg Cal Q]
= (df [&d) [(gA) + (-1)“(f®) [(dg [N)
=dw [qH (—1)Xw Cdh.

(iii)  Definitionsgeman ist

—1 1
dw = Wy, .. dXp CdX,, COCdX,
<..<px 1 CATN1
und
—1 1
d(dw) = Ok OAWy, .. dXx [CdX, [CdX,, C1CdX,.

H1<..<pk 1 KN [N

In dieser Summe verschwinden alle Terme mit kK = A. Ansonsten kombinieren
sich jeweils zwei Terme zu Null, ndmlich

Ok OAWy, .. X CdX, CdX,, CICdX,
+ N0k Wy, ..y dXx\ Cdke Cdx,, CACdX,,
= 0k 0AWy, .. (X CdXy +dx, Cdk.) Cdx,, C1Cdx, =0.

Somit ist die gesamte Summe Null.

22.13
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(iv)  Fur eine O-Form g handelt es sich um die Kettenregel, denn

f(dg)(v) = (dg - F)(fFrv)
= (Bg = f)(Df(V))
=D(g=f)(v) = d(f "g)(v).
Wir nehmen jetzt induktiv an, dass die Gleichung bereits fur k-Formen verifiziert

ist. Es genuigt dann, eine k + 1-Form der Gestalt o [dX, zu betrachten. Mit der
Produktregel (ii) und d(dx;) = 0 ist dann

f (d(w Cdxy)) =f"dw Cdx,)
= f 'dto CFhdka
=df "d CThdk,,

wobei die Induktionsannahme beim Ubergang zur letzten Zeile zur Anwendung
kam. Auf der anderen Seite ist wegen d(df,) =0 auch

d(f "o Cdxy)) = d(f " CEidky)
= d(f ' rdfy)
= df "'d Cdf,.
Also ist f fa{w [CdX,) = df S(do [CdX,), und wir sind fertig. ([

Bemerkung Wir haben die &ul3ere Ableitung einer k-Form durch Bezug auf
Standardkoordinaten definiert. Dies erscheint etwas willkurlich, und es stellt sich
die Frage, ob es nicht auch ohne Koordinaten geht. In der Tat ist eine duR3ere
Ableitung

d: QKW) - Q*w), kL[

durch die folgenden drei Eigenschaften vollstdndig und eindeutig bestimmt:
(c-1) DilLerknzialeigenschaft: Fur f CQP(U) ist df das Di [erenzial.
(c-2) Produktregel: Fir wo CQK(U) ist

d(w () =dw ok (—1)“w Cdh.

(c-3) Komplexeigenschaft: Esist ded =0.
Fur einen Beweis siehe Kapitel 8 in Janisch, Vektoranalysis. [
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s Geschlossene und exakte Formen

Definition Eine DiLerknzialform w heil3t geschlossen, wenn dw = 0. Sie heif3t
exakt, wenn w = dn mit einer weiteren Di Cerknzialform n. [ 1

—1
Geschlossene 1-Formen o = a, dx, hatten wir bereits mithilfe der Inte-
grabilitatsbedingung 19.10

0\Q, = 0, 1 Ay [l

definiert. Dies ist aber &quivalent mit
1
da = (Onay —ayan) dx, Cdx, =0,
1Adp[n1
also der Geschlossenheit von o im Sinne der jetzigen Definition.

Wegen dod = 0 g ist jede exakte Di Lerknzialform auch geschlossen. Die
Frage ist, ob umgekehrt jede geschlossene Form auch exakt ist. Fur 1-Formen gab
das Lemma von Poincaré 1912 eine positive Antwort auf sternférmigen Gebieten.
Tatséchlich gilt dieses Lemma fur Di Lerenzialformen beliebigen Grades.

Lemma von Poincaré Jede geschlossene Di Lerknzialform auf einem sternfor-
migen Gebiet ist exakt. [

i Der Beweis kann beim ersten Lesen Ubersprungen werden, da wir dieses
Ergebnis nur fir eine Notiz Uber Vektorpotentiale ,, bendtigen. — Wir ordnen
jeder k-Form w eine k — 1-Form lw so zu, dass lew =0 fur w =0 und

w = I(dw) + d(lw).

Ist w geschlossen, so ist 1w eine k—1-Form mit d(lw) = w, und wir sind fertig.

Sei
| I |
w = (S TERTD dXHl L1 muk
M1<..<Mk
eine beliebige k-Form. Wir kdnnen annehmen, dass ihr Definitionsbereich stern-
formig zum Nullpunkt ist. Wir definieren dann

—ix— 1
(Iw)(x) = -1 0tk‘lwm..w(tx)czlt

m<..<pgi=1

Xy, dxy, CACAR,, [10dX,,,

wobei das Dach wie Ublich bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist.
Nun folgt etwas Rechnerei. Da wir aufgrund der Glattheit der Komponenten
unter dem Integral di Cerknzieren durfen, ist
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1 1
d(lw) = kK t*lwp,. w@)dt dxy, C0d,
H1<..<Mk 0
iy A -
+ (-1)7? tK01 oy, . (X) dt
0

m<..<pki=1ll=1

Xy, dx) CaX,, [10CdRy, 10Xy,

Andererseits ist
| I | N |
dw = 01wy, ..y dx CdXk,, CCdX,,.
H1<..<pk I=1

Wenden wir hierauf dieselbe Konstruktion an, so erhalten wir

1
I(dw) = tX0100p, . (tX) dt X dx,, T 10CdX,,
H<..<pk I=1

w1 1
- (_1)|_1 tka|wH1..Hk(tX) dt
H<..<pk I=1i=1 0

Xy dx CdX,, COCdR,, CCdk,,.

Addieren wir d(lw) und I(dw), so annullieren sich die dreifachen Summen,
und wir erhalten

d(lw) + I (dw)

(— - -
= k oy, () dt dx,, COCdX,

H1<..<Mk

- == L ]

+ tx101 00y, .. (BX) dt - dxy,, C10d¥,,

w<..<pl=1 © -
oo =
= Oy t wy,. . (tx) dt dx,, C1Cdx,
H1<<..<Mk 0
1
= (*)Hl--uk dxl—ll I—'—-—Imuk

H1<..<Mk

= W.

Damit ist der Beweis vollstandig. [T
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