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22.3
Ketten

Wir spezifizieren nun die geometrischen Objekte, Uber die wir Di Lerenzi-
alformen integrieren. Die Begri [Shildung mag etwas umsténdlich erscheinen.
Tatséchlich handelt es sich nur um einen technischen Zwischenschritt zum
allgemeinen Satz von Stokes ;. — Sei | [JQ,1] und damit

I"=[0,1]", n [Tl
AuRerdem sei 1° [{0}.
Definition Sei n 01 Der Standard-n-Wurfel ist die triviale Abbildung
" 1" - R, I"X)=x.
Ein allgemeiner n-Wirfel in einem Gebiet U [CRI" ist eine stetige Abbildung
c: I" 5 U.

Eine n-Kette in U ist eine endliche Linearkombination A1cq1 + .. + AfCr voOn
n-Wirfeln ¢y, ..,c, mit ganzzahligen Koe [ziehten Ag, .., Ar. [ 1

Es ist also I" eine Menge und I" eine Abbildung.

Abb 2 Standard- und allgemeine n-Wurfel fur n =0, 1, 2

|1
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I—a. Ein O-Wurfel c: {0} - U istein Punktin U.
b. Ein 1-Wurfel c: [0,1] - U ist eine stetige Kurve in U.

c. Jeder n-Wiarfel c ist eine n-Kette, wenn wir ¢ mit 1c identifizieren. 11

Ketten treten in natirlicher Weise als Rander von Wirfeln auf. Betrachte
zunachst den Standardwiirfel. Sein Rand ist eine Kette aus n—1-Wurfeln, die seine
Seiten beschreiben und mit Blick auf den Fundamentalsatz mit den geeigneten

Vorzeichen versehen sind.
Definition Fur 1 T nlund o [{0,1} heil3t

e 1M o1 x CG4, - Xio1, O X -+ Xn—1)

i,o -

—

die i, a-Seite von I". Die n — 1-Kette

. En;l -
o1I" (=L,
i=1 a=0

hei3t der Rand von I". Der Rand einer O-Kette ist 0. [ 1

Definition Der Rand eines beliebigen n-Wurfels ¢: I" - U ist

| N
dc 1 (—1)|+aCiya,
i=1a=0
wobei cj g [CP I{‘a die i, a-Seite von ¢ bezeichnet. Entsprechend ist
O(A1C1 + .. + Arcr) [CAdO0cy + .. + A0cCy
der Rand einer allgemeinen n-Kette. [ 1

Der Rand des Randes von 12 ist 0, da jeder Eckpunkt einmal als Endpunkt
einer Seite mit +1 und als Anfangspunkt der nichsten Seite mit —1 gewichtet

Abb 3 Seiten und Rand von 11 und 12
! ! -1} +1},

1,0

12
I2.l

1 _IZ 2
1,1 1,0
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wird, in der Summe also den Faktor O erhélt. Dies gilt ganz allgemein fur jede
Kette:

Satz  Der Randoperator 0 hat die Komplexeigenschaft
0.0=0. [
Fur jede n-Kette c gilt also 0(dc) =0.

[ Es gentgt, einen einzelnen n-Wurfel zu betrachten. Was fur ihn gilt, gilt
dann auch fir jede n-Kette.
Betrachte zuné&chst die j, 3-Seite der i, a-Seite von 1",

ey 177 = R,
wobei wir i [Jdannehmen kénnen. Fir x [CI72 ist definitionsgeman
(7w 500 = N (17E100))
= 1'q(X1, .., Bjs -2 Xn—2)
= (le o (¢ "’Bj+l1 "an—Z),

wobei die Indizes an a und 3 angeben, an welchen Positionen die Eintrage stehen.
Man beachte, dass B wegen i [Jlvon der j-ten an die j + 1-te Stelle verschoben
wird. Andererseits ist aber auch

(CIRT I Y HRR (R €9))
= IJP*'LB(XL o O, .y Xn—2)
= (X1, .-, A, .oy Bj+1, -1 Xn—2).
Also gilt
(Iirja)jyg = (Ijn+1,[3)i,0('
Dasselbe gilt dann auch fur einen beliebigen n-Wurfel c, also
(Ci,a)j,p = (Cj+1.8)ia i Oyl

In der Randdarstellung

o(dc) =0 1" %ia = (—1)" IR (Ci o) g
i=1 a=0 i.j=1a,8=0

existiert daher zu jedem Summanden genau ein weiterer Summand mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen. Die gesamte Summe verschwindet deshalb, so dass

a(dc) =0.
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22.4
Der Fundamentalsatz

Jetzt geht es noch darum, Di Lereénzialformen Uber Wuarfel zu integrieren.

Genauer wird eine n-Form immer Uber einen n-Wurfel integriert, nicht Uber einen
Wiurfel einer anderen Dimension.
Zunachst wieder einige Definitionen. Ist w eine n-Form auf I", so ist

w = fdx; C1CdX,

mit einer di Lerenzierbaren ! Funktion f: I™ - R. Wir definieren dann >klassisch«
] 1 (|

w=  fdx; CICdXx, O fdA,
In In In

als das Lebesgueintegral der Koe [ziehtenfunktion f Uber I" beziglich des
VolumenmalRes dAn. Das Integral Uber einen allgemeinen Wurfel wird darauf
zuruckgefuhrt.

Definition Sei w eine stetige n-Form auf einem Gebiet U. Fur einen di Cerkn-
zierbaren n-Wurfel ¢ in U ist dann

1 [
w 1 ¢,
c n
Fur eine di Cerknzierbare n-Kette ¢ = Aj1c; + .. + AcC, ist entsprechend
1 1 1
w [A] W+ ..+ A w.
c c1 — °

Fir n =0 sei auBerdem w [Cai(c(0)). [
Cc

[—a. Fur den Standardwurfel 1" und w = f dx; C_1LCdX, ist dies wieder die
vorher getro [Cedle Vereinbarung:

— |
w = fdx, C1CdX,
In rL‘*,
=  ("H"ddx; C1Cdx,)
M —
= Infolxl CaCd¥, = fdAn.

b. Im Fall n =1 handelt es sich um das bekannte Integral einer 1-Form

1
o= C(idXi
100N

1 Stetig wiirde hier auch gentigen.

22.21



154 22 — Der Fundamentalsatz im R"

entlang einer Kurve c: | - U:
(I 1 I:Il‘:l ([
a= ctd= ai(c(t))éi(t)dt = [doc,¢ldt.
1 1

¢ i=1

c. Sei f: [a,b] - R stetig. Fur jeden stetig di Cerknzierbaren 1-Wurfel
c: | - [a,b] gilt dann

L1 1 Lyl Ledyy
fdx= ctfdx)= (foc)ctdt= fdt
c 1 0 c(0)

aufgrund der Substitutionsregel. 111

Wir haben jetzt alles beisammen, um den Satz von Stokes fiuir Ketten zu
formulieren und auch zu beweisen.

10 Fundamentalsatz (Satz von Stokes) Ist w eine di [erknzierbare n — 1-Form

auf einem Gebiet U und c eine di Lerknzierbare n-Kette in U, so gilt
1 1

dw = w. 1

c ac

[T Zuerst betrachten wir eine n — 1-Form auf dem Standardwdurfel. Eine
solche Form hat im R" die Basisdarstellung
1
w= fuoy, w, OCdx; CICd¥, C0dx,,
p=1
wobei das Dach bedeutet, dass dieser Term auszulassen ist. Aufgrund der Linea-
ritdt der Integrale kbénnen wir uns weiter auf eine solche Form

w =Tfowy

beschranken. Dessen Integral Uber I{fo( verschwindet fur i # p, weil dx; ver-

schwindet, wenn die i-te Koordinate konstant ist. Fir i = p erhalten wir
1 1 1

foy = In_l(lﬂ,c,)'ﬁmu) = LTG0 ) dAn,

Ha

Summieren wir Uber alle Seiten von 1", so leisten also nur die beiden p-Seiten
einen Beitrag, so dass

] xR
fo, = D" fowy,
aIn i=la=0 Ha O
=DM fou+ (DY foy

n
lio

= (—)Ht o TG ) =1, 0 )T A,
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Aufgrund des Fundamentalsatzes der Di Cerenzial- und Integralrechnung einer

Variablen ist
(|

FCou ) =F( 0 ) = ufdAy,

wobei nur in der p-ten Koordinate integriert wird. Zusammen mit dem Satz von

Fubini ergibt sich somit
2 =

oo foo, = (—1)* 1 . Auf dA, = (—1)* 1 " oufdxy CCdX,.
Nun bemerken wir noch, dass
d(fwy) =df Cokx; C1Cd%, CI0Cdx,
=0,f dx, Cdx; CI0Cd%, C1Cdx,
= (—1)* toufdxy C1CdX,.
Somit er%ten wir

fo, = d(fwy).
aln In
Der Satz von Stokes ist damit flir den Standardwurfel bewiesen.
FUr einen allgemeinen n-Wirfel ¢ ist mit dem eben Bewiesenen und der
Definition des Randes von I"

(I 1 1
dw = nc%w): nd(c'%i)
[ | | O -
= cldd = -1 ctd
aIn i=1a=0 o
Fur das letzte Integral erhalten wir
1 1
el = (1) et
i " - - -
= (Colina)%: Cila%) = w.
|n-1 ’ -1’ Cix
Also ist
] i1 U ]
dw = (1)@ w= .
c i=1a=0 Cia o

Der Satz von Stokes ist damit auch fur einen allgemeinen n-Wurfel bewiesen.
Far eine beliebige n-Kette ¢ = Ajc1 + .. + AcC, ist dann alles Klar:

- — !
dw = Ai dw = Ai w = w.
c 1ol S 1o 96 oc

Damit ist der Satz von Stokes im R" vollstandig bewiesen.
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Der vorangehende Beweis ist wenig mehr als eine elementare Rechnung.
Dies liegt aber daran, dass alles Wesentliche sich bereits in den Definitionen
der zentralen Begri Cedindet. Dies ist Uberhaupt ein Merkmal guter Definitionen:
Wichtige Satze lassen sich mit ihnen konzise formulieren und oft auch beweisen.
Nichtsdestotrotz hat der Satz von Stokes weit reichende Konsequenzen und
Anwendungen, von denen wir allerdings hier nur wenige andeuten werden.
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