Der Satz von Stokes

Wir Ubertragen nun den Fundamentalsatz von Ketten im R" auf n-dimen-
sionale orientierte Mannigfaltigkeiten M mit Rand, die in einem beliebigen eukli-

dischen Raum eingebettet sind. Der Fundamentalsatz erhélt dann die Form
1 1

dw = w
M oM

und wird als allgemeiner Satz von Stokes bezeichnet.

Fur 3- und 2-dimensionale berandete Mannigfaltigkeiten enthélt dieser den
Satz von Gauss - auch Divergenzsatz genannt — und den klassischen Satz von
Stokes als Spezialfalle, welche wir abschlieRend mithilfe der klassischen Linien-,
Flachen- und Volumenelemente formulieren. In diesem Zusammenhang treten
auch die Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes auf. Diese Bezeichnungen
erhalten hier ihre Berechtigung.

Abb 1

Satz von Stokes
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23 — Der Satz von Stokes

23.1
Mannigfaltigkeiten

Bisher betrachteten wir gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeiten. Demnach
ist eine nichtleere Teilmenge M des R"™™ eine f-definierte Mannigfaltigkeit der
Dimension n, wenn es eine stetig di Lerknzierbare Abbildung f: R™™ O R™ mit
reguldarem Wert O gibt, so dass

M = f~1(0).

Kurz, M ist die Niveaumenge eines regularen Wertes einer glatten Funktion.
Wir verallgemeinern dieses Konzept nun dahingehend, dass wir dies von

einer Mannigfaltigkeit nur noch lokal um jedem Punkt fordern. Dabei stehe im

Folgenden di [erknzierbar der Einfachheit halber fiir unendlich oft di Cerknzierbar.

Definition Eine nichtleere Teilmenge M des R"™™ heif3t n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit oder kurz n-Mannigfaltigkeit, wenn zu jedem Punkt p M eine
Umgebung W CRI'*™ und eine di Lerknzierbare Abbildung f: W - R™ mit
regularem Wert O existiert, so dass

MAW=Ff10). [

Aufgrund des Niveauflachensatzes 1g 12 ist dies, lokal um jeden Punkt, qui-
valent zur Existenz einer di Cerenzierbaren Abbildung ¢: R" & R™, so dass

MW =T (p)

der Graph von ¢ ist. FUr das praktische Arbeiten mit Mannigfaltigkeiten ist
allerdings folgende Charakterisierung niitzlicher.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™™M ist eine n-Mannigfaltigkeit genau
dann, wenn es zu jedem Punkt p [CM eine Umgebung W [CRI™™ und
einen Di Ledmorphismus h: W - R™M gibt, so dass

h(M nW) CR <x0™. [
Man sagt, der Di Ledmorphismus h trivialisert die Mannigfaltigkeit um p.
i ——INach Umordnung der Koordinaten kdnnen wir annehmen, dass
p = (ug,Vvp) CUIxV =W [CRI'xR™, MnW =T (p)
mit einer di Cerknzierbaren Abbildung ¢: U - V mit ¢@(ug) = vo. Setzen wir
h: UxV o R"<R™,  (u,v) CEy) = (u,v— @),

so ist h injektiv und die Jacobimatrix Dh in jedem Punkt regulér. Also ist h
ein Di Cedmorphismus von W auf eine o [erle Teilmenge in R" x R™ mit der

23.2 05.01.2022 — 12:47
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Abb 2 Ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten
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Eigenschaft, dass

] -
h(MaW)= h(u,v): (uv) [T{P)
CJ J

(x,y): x[Oy=0 L[RI'x0™

[1Sei W eine Umgebung von p und h: W - Q ein solcher Di Ledmor-
phismus. Setzen wir

f = (hn+1,...hnem) © W - R™,

so ist f diLerknzierbar und f(M n W) = 0™. AuRerdem ist O™ ein regularer
Wert, da der Rang von Dh in allen Punkten maximal ist. [

Eine Mannigfaltigkeit l&sst sich auch durch die Existenz lokaler Koordinaten
wie folgt charakterisieren.

Satz Eine nichtleere Teilmenge M des R™™M ist eine n-Mannigfaltigkeit genau
dann, wenn es zu jedem Punkt p [CM eine Umgebung W [CRM™, ein
Gebiet U [CRI' und eine di Lerknzierbare Abbildung ¢: U - R™M mit
folgenden Eigenschaften gibt:

(k-1) o ist injektiv mit rang D =n,

(k-2) pU)=MnW,

(k-3) d71: d(U) - U ist stetig.
Eine solche Abbildung ¢ heil3t lokales Koordinatensystem oder Karte
ump. [
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Abb 3 Ein- und zweidimensionales Koordinatensystem
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I Ist M eine n-Mannigfaltigkeit, so existiert um jeden Punkt p M eine
Umgebung W [CRI'™™ und eine di Lerknzierbare Abbildung ¢: R" [0l - R™M,
sodass M nW =T (¢). Dann ist

d: U-R™ d(x) =X 0(X)

o [edsichtlich ein Koordinatensystem um p.

Sei nun umgekehrt W eine Umgebung von p und ¢: U - R"™M eine
Abbildung mit den Eigenschaften (k-1)-(k-3). Wir kénnen dann die Koordinaten in
R"*™M so umordnen, dass die Jacobimatrix von

X =(P1,..,bn)

im Punkt a = ¢~ 1(p) regular ist. Verkleinern wir nétigenfalls U, so erhalten wir
einen Di Ledmorphismus x: U - U,

P=poxt: 0w
ist die Identitat in den ersten n Koordinaten, und es gilt
b U) =) =T (),

wenn ¢ aus den letzten m Koordianten von & besteht.

AuBerdem existiert eine Umgebung W von p, sodass (@) = M nW.
Denn andernfalls gabe es eine Folge (px) von Punkten auf M mit px - p und
¢ 1(px) [CO. Dann aber ist =1 im Punkt p nicht stetig, im Widerspruch zu
Annahme (k-3). Also ist M eine n-Mannigfaltigkeit. [
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Abb 4 Keine Mannigfaltigkeit

Bemerkung Bedingung (k-3) ist erforderlich, um Gebilde wie in Abbildung 4
als Mannigfaltigkeit auszuschlieRen. Jede Umgebung W von p enthalt auch
Punkte auf den gestrichelten Ende von M, die gegen p konvergieren. Entlang
dieser Folge konvergiert ¢! jedoch nicht gegen ¢~(p), ist also unstetig. [

[ Beispiele fur Mannigfaltigkeiten a. Jede gleichungsdefinierte Mannigfal-
tigkeit im Sinne von Abschnitt 18.3 ist auch eine Mannigfaltigkeit in diesem Sinne.
Die dortigen Beispiele sind also auch hier giltig.

b. Insbesondere ist jede 1-Punkt-Menge eine 0-Mannigfaltigkeit.

c. Jede o[ene Teilmenge des R" ist eine n-Mannigfaltigkeit. Als n-dimen-
sionales Koordinatensystem um jeden Punkt genligt die Identitatsabbildung.

d. Die Oberflache eines 2-Torus ist eine kompakte 2-Mannigfaltigkeit. 11

Wir halten noch fest, dass der Wechsel zwischen zwei Koordinatensystemen
einen Di Ledmorphismus definiert ist, wenn sich ihre Kartengebiete Uberlappen.

Lemma Sei M eine n-Mannigfaltigkeit im R"*™. Sind
¢a: Ug - R™™, a=1,2,
zwei Uberlappende Koordinatensysteme von M, also die Mengen
Vo = &g (d1(U1) n d2(U2)), a=1,2,
nicht leer, so sind die beiden Koordinatenwechsel
Prltedii Vi~ Ve, diteda: Vo - Vi,
n-dimensionale Di Cedmorphismen. [
[ Mit den Bezeichnungen des vorangehenden Beweises ist
dyledr=mnohyedpy =M, °hz oY1)y, xom,
wobei 11, die Projektion auf die ersten n Koordinaten bezeichnet. Es ist dann
detD(p;" = dp1)(ar) = 0.
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Abb 5 Koordinatenwechsel
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Somit ist ¢, = ¢ ein lokaler Di Ledmorphismus um a; . — Aus Symmetriegriin-
den gilt Entsprechendes auch fur q)l_l o pp. I

= Mannigfaltigkeiten mit Rand

Jeder Punkt einer n-Mannigfaltigkeit M ist umgeben von einem n-dimen-
sionalen Kartengebiet. In diesem Sinne ist jeder Punkt von M ein innerer Punkt
von M und kein Randpunkt. Fur den Satz von Stokes benétigen wir aber auch
Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Das euklidische Modell hierfur ist der abgeschlossene Halbraum

H" X [RI: x, [O}.

Jeder Punkt x in H"™ mit x, > O ist ein innerer Punkt von H", und der Rand
dieses Halbraums ist die Hyperebene

OH" ={x [RI': x, =0} =R"1 x 0k
So ist H! das abgeschlossene Intervall [0,o0), und H? die obere abgeschlossene

Halbebene.

Abb 6 Eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand

Hl
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Abb 7 Zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand
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Definition Eine nichtleere Teilmenge M des R"™™™ heif3t n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit Rand oder kurz berandete n-Mannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem Punkt p Ml eine Umgebung W [CRI"™™ und einen Di Ledmorphismus
h: W - R™M gibt, so dass entweder

h(M nW) CRI' < 0™ (v
oder
h(M nW) CH x0™, h(p) CaH" < 0™, (3)

Der Rand dM von M besteht aus allen Punkten in M mit Eigenschaft (3). [ 1

Man beachte, dass beide Bedingungen nicht gleichzeitig erfullt sein kdnnen.
Denn gébe es um ein und denselben Punkt p Di Ledmorphismen h, und hs mit
den jeweiligen Eigenschaften, so ware hg = h;! ein Di [@@morphismus, der eine
o [ede Umgebung von h,(p) auf eine nicht-o Cede Umgebung von hs(p) abbildet
was nicht mdglich ist.

a. Jede Mannigfaltigkeit ist auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand, ihr Rand
ist in diesem Fall leer.
b. Jede abgeschlossene n-dimensionale Kugel im R" ist eine kompakte
berandete n-Mannigfaltigkeit, ihr Rand ist eine n — 1-dimensionale Sphére.
c. Ein Volltorus ist eine kompakte berandete 3-Mannigfaltigkeit, sein Rand
ist ein >hohler< 2-dimensionaler Torus. 11

Achtung Der Mannigfaltigkeiten-Rand ist nicht zu verwechseln mit dem
topologischen Rand 723 . Ist zum Beispiel D eine abgeschlossene Kreisscheibe
im R3, so ist ihr Mannigfaltigkeiten-Rand eine Kreiskurve, aber ihr topologischer
Rand istganz D. [1
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