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23.2
Vektorfelder, Formen und Orientierung

Ausgehend von der Beschreibung einer Mannigfaltigkeit durch lokale Koor-
dinaten definieren wir nun Konstrukte wie TangentialrAume, Di Lerénzialformen
und Orientierungen auf Mannigfaltigkeiten.

= Tangentialbuindel und Vektorfelder
Sei M eine n-Mannigfaltigkeit im R"™ und
¢: R" - W [R'™

ein lokales Koordinatensystem um einen Punkt p [CMl. Der Tangentialraum im
Punkt a = ¢p~1(p) ist der Raum R" selbst, den wir uns mit seinem Nullpunkt
an den Punkt a angeheftet vorstellen. Die Tangentialabbildung ¢ —f Dkp bildet
diesen in einen Unterraum des R"*™ ab, den wir uns mit seinem Nullpunkt am
Punkt p angeheftet vorstellen. Diese Abbildung

b TaR" - T,R™™, v [Dd(a)v

ist injektiv, da D¢ maximalen Rang hat.

Das Bild ¢ (TaR") ist also ein n-dimensionaler Unterraum von T,R"™™.
Dieser Raum hangt nicht von der Wahl der Koordinaten ab. Ist §: U -~ W ein
weiteres Koordinatensystem um p, so ist

X=F tedp: RTIR"
ein lokaler Di Cedmorphismus um a 223. Damit ist
b=%-x, b= PreXxrm

Da x—alen Raum TzR" isomorph auf den Raum TzR" mit & = x(a) abbildet,
folgt

¢ (FaR") = P TaR").

Abb 8 Tangentialraume

TaR
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232 — Vektorfelder, Formen und Orientierung

Somit hangt dieser Raum nicht vom Koordinatensystem ab, und folgende Defini-
tion ist gerechtfertigt.

Definition Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Ist ¢ : U - W ein Koordinatensystem
um p = ¢d(a) M, so heildt

ToM CPI(TaR")
der Tangentialraum von M an der Stelle p. Die Vereinigung

1
T™ 1 TpM
p M1

aller dieser Tangentialr&ume hei3t das Tangentialbtindel von M. [

Far gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeiten stimmt diese Definition mit der
friheren 1g.17 Uberein.

Definition Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung
F: Mo TM
mit der Eigenschaft, dass F(p) CTAM firalle p CM. [

Ein Vektorfeld F: M - TM ordnet also jedem Punkt p [CM einen Vektor
im dariberliegenden Tangentialraum TpM zu. Ist

m: TM - M, TpM Ll

die kanonische Projektion des Tangentialblindels auf den FuBpunkt eines jeden
Tangentialraumes, so gilt also

T[°F:id|\/|.

Abbildungen dieser Art werden als Schnitte in einem Bundel Gber M bezeichnet.
Ein Vektorfeld F auf M ist nicht notwendigerweise auf einer Umgebung
von M erklart. Somit ist a priori nicht klar, wann F di Cerknzierbar heif3en soll.

Dazu greifen wir auf lokale Koordinatensysteme zurtck. — In jedem lokalen
Koordinatensystem ¢ : U - W existiert ein eindeutiges Vektorfeld G auf U mit
Fed=Ddo¢-G.

Fur dieses Vektorfeld schreibt man auch

" F DpFeop: U TU

und nennt es das auf U zuriickgeholte Vektorfeld. Wir definieren dann ein Vektor-
feld auf M als di Lerknzierbar, wenn es zu jedem Punkt ein Koordinatensystem
gibt, in dem das zuruckgeholte Vektorfeld im tblichen Sinne di Lerknzierbar ist.

23.9
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Da der Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen di Lerenzierbar
ist, hangt diese Definition nicht von deren Wahl ab.

s Di[erknzialformen

Fassen wir den Tangentialraum TpM als Unterraum von T,R"™*™ auf, so ist
der Raum A‘SM der alternierenden k-Formen im Punkt p nichts anderes als die
Einschréankung dieser k-Formen auf Tp,M. Das Bundel aller dieser Raume ist

—1
AM O ASM.
p M1

Eine Di Lerknzialform vom Grad k oder kurz k-Form auf einer Mannigfaltig-

keit M ist dann eine Abbildung

w: M o AM

mit der Eigenschaft, dass 11 - w = idy . Diese kdnnen wir darstellen als

1
W= Wy, Xy, CICdX,,,

1 0nk.. <p [A#m

wobei die Komponentenfunktionen wy,, .., Wy, im Allgemeinen nur auf M er-
klart sind. Di Cerenzierbarkeit und &uf3ere Ableitung mussen wir daher wieder
durch Ruckgri Cauf lokale Koordinaten erkléaren.

So heilRt w diCerknzierbar, wenn es zu jedem Punkt ein Koordinatensystem
gibt, in dem die zurtckgeholte Form im Ublichen Sinne di Cerknzierbar ist. Da
der Wechsel zwischen verschiedenen Koordinatensystemen di Lerenzierbar ist,
hangt diese Definition nicht von deren Wahl ab. Etwas mehr Sorgfalt erfordert
die Definition der duReren Ableitung.

Satz und Definition Zu jeder di Cerknzierbaren k-Form w auf einer Mannig-
faltigkeit M existiert genau eine k + 1-Form dw auf M, so dass

¢ (dw) = d(d ")

in jedem Koordinatensystem ¢ auf M. Diese Form heil3t die aulere
Ableitung von w. [

i Wir definieren dw durch seine Wirkung auf k + 1 Tangentialvektoren
Wi, .., Wk+1 CTIM.
In einem Koordinatensystem ¢ um p = ¢(a) gehen diese Uber in die Vektoren
vy=o¢'w, CTAR", 1 CHICKH1,
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Abb 9

Zwei Kartengebiete
mit Orientierung

Existierte das dauRere Di Lerenzial dw in der Ublichen Weise, so wéare nun 22 g

dwWi, .., Wik+1) =dw(d vy, .., P ovreq)
= (b "dto) (V1. .., Vis1)
=d(¢ "B)(v1, .., Vis1).

Der letzte Ausdruck existiert aber in jedem Fall, wenn wir w als di Cerknzierbar
voraussetzen. Wir definieren also die k + 1-form dw durch

deo (Wi, .., Wir1) LA @) (bW, .., b Whir).

In der Ublichen Weise zeigt man, dass dies nicht von der Wahl des Koordinaten-
systems abhangt. [0

= Orientierung

Far die Integrationstheorie und den Satz von Stokes missen wir Mannigfal-

tigkeiten noch mit einer Orientierung versehen. Dazu tre [ed wir folgende

Vereinbarung Der euklidische Raum R" sei mit der Orientierung der Standard-

basis [e1, ..,en] sowie dem Standardskalarprodukt DO, w [CWersehen. [

Einem einzelnen Punkt p einer Mannigfaltigkeit M ordnen wir eine Orien-

tierung zu, indem wir den Tangentialraum Tp,M mit einer Orientierung

L) R, .., vnl (P)

versehen, also eine angeordnete Basis (v1,..,Vn) von TpoM auswéhlen. Natirlich
ist es nicht sinnvoll, dabei vollig willkurlich vorzugehen. Vielmehr sollte die Wahl
dieser Orientierungen in einer konsistenten Weise erfolgen.

Innerhalb eines Koordinatensystems ¢ ist dies kein Problem. Hier nennen

wir eine Wahl von Orl'j_elntierungen k%\sistent, Weﬁ] auf dem ge ten Karten-
gebiet entweder [ ¢ re;,..,Prey oder [(F— Prey,...Prey gilt-also alle
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Abb 10

Das Mébiusband

Orientierungen entweder mit der Standardorientierung des R" Ubereinstimmen
oder entgegengesetzt sind.

Eine solche konsistente Wahl kénnen wir immer erreichen, indem wir [Cauf
dem Kartengebiet auf eine dieser beiden Weisen einfach festlegen. Haben wir aber
eine solche Wahl getro [Ced, so pflanzt sie sich Uber Uberlappende Koordinatensy-
steme hinweg auf ganz M fort. Und dies kann zu Konflikten fuhren.

I"Das Mobiusband entsteht, indem man die Enden eines Papierstreifen nach
einer halben Drehung zusammenklebt. Beide Seiten des Papierbandes bilden
dann eine einzige Flache. Diese ist nicht orientierbar. Denn wahlen wir in einem
beliebigen Punkt p eine Orientierung, so fuhrt deren stetige Fortsetzung nach
einem Umlauf um das Band zur entgegengesetzten Orientierung in p. Eine Uberall
konsistente Wahl von Orientierungen ist daher nicht moglich. 11

Definition Eine Mannigfaltigkeit M heil3t orientierbar, wenn jedem Punkt eine
Orientierung so zugeordnet werden kann, dass sie in jedem lokalen Koordi-
natensystem konsistent ist. Eine Mannigfaltigkeit mit einer solchen Wahl heif3t
orientierte Mannigfaltigkeit. [

I_Bine gleichungsdefinierte Mannigfaltigkeit M = f~1(0) ist orientierbar. Denn
die Gradienten der Komponentenfunktionen,

ng = [fiJ] 1 CKICm,

bilden eine stetige Familie von Normalenvektoren an M und fixieren damit eine
konsistente Orientierung [ni,..,Nm] des Normalenbtindels T LM . Dies indu-
ziert eine konsistente Orientierung [v1, ..,Vvn] des Tangentialblndels, indem wir
fordern, dass

[Vi,..,vn,N1,..,Nm] =[€1,..,€n+m]. U
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Abb 11

Tangentialraum und
auBere Normale an
einem Randpunkt

= Mannigfaltigkeiten mit Rand

Unsere Definitionen von Tangentialraum, Vektorfeldern und Di Lerknzialfor-
men Ubertragen sich ohne groRe Miihe auf Mannigfaltigkeiten mit Rand. Bei der
Orientierung ergibt sich dabei ein zusatzlicher Aspekt.

Sei M eine n-Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist 0M eine Mannigfaltigkeit
der Dimension n — 1, denn in jedem Koordinatensystem um einen Randpunkt p
von M ist er das Bild eines Teils von dH". Fur die Tangentialraume gilt daher

Tp(dM) CT3M.

Genauer ist Tp(0M) ein linearer Unterraum von T,M der Kodimension 1. Somit
ist Tp'@M) nTpM ein eindimensionaler Unterraum, und es existieren genau zwei
normierte Tangentialvektoren, die senkrecht auf der Randmannigfaltigkeit stehen.
Von diesen zeigt genau einer nach auf3en. In einem Koordinatensystem ¢ um den
Randpunkt p ist dies gleichbedeutend damit, dass die letzte Komponente des
zuriickgeholten Normalenvektors ¢ fn{p) negativ ist. Diese Charakterisierung
ist koordinatenunabhangig, denn jedes Koordinatensystem um einen Randpunkt
bildet sowohl dH" als auch H" in sich ab.

Satz und Definition Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, so existiert in
jedem Randpunkt p von M ein eindeutiger auswéarts gerichteter Norma-
leneinheitsvektor n(p), kurz aulRere Normale genannt. [ 1

Mithilfe der duleren Normalen kénnen wir auf einer orientierten Mannigfal-
tigkeit mit Rand eine eindeutige induzierte Orientierung des Randes erkléaren.

Satz und Definition Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist auch der Rand dM eine orientierte Mannigfaltigkeit, und die induzierte
Orientierung 0 [Ciin Punkt p [CdM ist gegeben durch

(0 DW) = [v1,..,Vn-1]

23.13
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Abb 12

Induzierte ’)
Orientierung des Randes

mit denjenigen Basen (v1,..,Vn-1) von TpdM, fur die

[n,V1,..,Vn—1] (p): IE) L1

i Damit diese Festlegung sinnvoll ist, missen wir zeigen, dass verschie-
dene Basen von Tp,0M mit dieser Eigenschaft gleichorientiert sind. Seien also
(V1,..,Vn-1) und (ws, ..,wnh—1) zwei Basen von T,0M mit

[n,vi,.., Va1l = [N, W1, .., Wwn—1].

Ein Basiswechsel zwischen diesen beiden Basen ist eine lineare Transformation

T mit detT >0 und Tn =n. Also hat T die Blockmatrixdarstellung

1 [
1 1

0 A

mit einer (n — 1) < (n — 1)-Matrix A. Also ist auch det A > 0 und somit
[vi, .., Vn—1] = [wy, .., Wn—1]. 0D

Bemerkung Die Bedingung an den Vektor n ist so gewdahlt, dass der Rand
einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit in der Ebene positiv, und die Oberflache
einer Kugel, von auRen gesehen, wie die euklidische Ebene orientiert ist opp13. [1

Abb 13

Induzierte Orientierung
des Randes einer Flache
und des Volltorus -~ /
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