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18.3 — Mannigfaltigkeiten

Vereinbarung Im Folgenden heiRe eine nichtleere Teilmenge M des R"*™ eine
f-definierte Mannigfaltigkeit, wenn M = f~1(0) mit einer stetig di [erknzier-
baren Funktion f: R™™M 3 R™ mit regularem Wert 0. [

= Tangentialraum und Normalraum

Jedem Punkt p einer Mannigfaltigkeit M kdnnen wir Tangentialvektoren
zuordnen. Dazu betrachten wir beliebige Kurven auf M durch p und deren
Geschwindigkeitsvektoren in diesem Punkt.

Definition Ein Vektor v CRI'™™ heil3t Tangentialvektor an M im Punkt p, wenn
es eine C1-Kurve y: R @ M gibt mit

y(@=p, v(@O)=v.

Die Menge aller Tangentialvektoren an M im Punkt p heil3t der Tangential-
raum von M an p und wird mit T,M bezeichnet. [

Man stellt sich Tangentialvektoren Ublicherweise als im Punkt p angeheftete
>gebundene« Ortsvektoren vor. Tatsachlich handelt es sich um >ungebundene«
Vektoren, also Elemente eines Vektorraumes. Der Raum TpM ist ein Vektorraum
derselben Dimension wie M:

Satz Sei M eine f-definierte Mannigfaltigkeit. Dann ist
ToM = ker Df (p), p CM.

Insbesondere ist jeder Tangentialraum TpM ein Vektorraum derselben
Dimension wie M. [

i Sei F: U - V ein lokaler trivialisierender Di Ledmorphismus um p 14,
so dass

FMAU)=R"x0MnV.

Fur die Umkehrabbildung ® = F~1 um z = F(p) gilt dann f - ® = 0 entlang aller
Kurven in R" x 0™ n V. Insbesondere gilt

(feod)(z+te) =0, 1 0T n]
auf einem t-Intervall um 0, und damit
Df(p)D®(z)ei =0, 1 01 nl

Die Vektoren D®(z)e; liegen somit samtlich im Kern von Df(p). AuRerdem sind
sie linear unabhéngig. Da der Kern von Df(p) aber Dimension n hat, folgt

span{D®(z)e; : 1 I I n} = kerDf(p).
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Auf der anderen Seite ist klar, dass der Raum links die Geschwindigkeitsvektoren
samtlicher mdglicher Kurven auf M durch p enthalt, also

ToM =span{D®(z)e; : 1 i1 n}
gilt. (oo

Versehen wir den R™™M mit einem beliebigen Skalarprodukt []- [ Jso ist
auch die Orthogonalitat zweier Vektoren und das orthogonale Komplement einer
Teilmenge erklart. Damit kbnnen wir auch den Normalraum einer Mannigfaltig-
keit definieren.

Definition Sei M eine Mannigfaltigkeit im R"™ ™. Ist dieser mit einem Skalarpro-
dukt versehen, so heil3t das orthogonale Komplement zum Tangentialraum
TpM der Normalraum von M in p und wird mit T,-M bezeichnet. Seine
Elemente heil3en die Normalenvektoren von M in p. [

Fur jeden Punkt p M gilt also

TpM CTIM =R™™.
Satz Sei M eine f-definierte Mannigfaltigkeit der Dimension n im R"™™M st
dieser mit einem Skalarprodukt versehen, so ist

TAM =span{ [fulp), ... (FmlP)}, p LML [

Die Gradienten der Komponentenfunktionen von f bezuglich dieses Skalar-
produktes stehen also iberall senkrecht auf der Niveaumenge M = f~1(0) und
spannen in jedem Punkt deren Normalraum auf.

i Nach dem letzten Satz ist To,M = ker Df (p). Fur jede Komponenten-
funktion fx von f gilt also

Dfy(p)v = Ofk(dp),vZF 0, v CT3M.
Also ist

[flp) CTIM, 1 CKICm.

Andererseits sind die Gradienten [fi(p),.., [Ix{p) linear unabhangig, da f
im Punkt p regulér ist. Da der Normalraum Tp'ﬂ genau die Dimension m
hat, mussen diese m linear unabhéngigen Vektoren den gesamten Normalraum
aufspannen. [

I"Wir betrachten noch einmal

f: R LR, f(X) =X
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Der Gradient von f verschwindet nur im Nullpunkt, und dort ist f(0) = O.
Also ist 1 ein reguldarer Wert von f, und S" = f71(1) eine Mannigfaltigkeit der
Kodimension 1 und Dimension n. Ein Normalenvektor im Punkt x ST ist x
selbst. Somit gilt

TSS" =span{x}, TxS"={gH

Die Tangentialebene an S" im Punkt x ist Ubrigens die zu TxM parallele a [nel
Ebene durch den Punkt x, also

X+ T S" =x+{x} 2L x+{v: 4xZF0}
={v: DM—x,x=ZF0}
={v: DMx=F1}.

18.4
Extrema mit Nebenbedingungen

Ein oft auftretendes Problem ist, Extremwerte einer skalaren Funktion zu
bestimmen, wahrend gleichzeitig eine Anzahl von Nebenbedingungen in Form
von Gleichungen einzuhalten sind.

Ein anschauliches Beispiel ist die Aufgabe, auf einer Flache diejenigen Punkte
mit dem grof3ten oder kleinstem Abstand zu einem Referenzpunkt zu finden. Als
Zielfunktion dient hier bequemerweise das Quadrat des euklidischen Abstands,
also

fO)=x5+.. +x3.
Die Flache selbst soll durch m Gleichungen
gi(x) =0, 1 Cirm.

beschrieben werden.
Ist O ein reguléarer Wert der Vektorfunktion

g=(91,...9m) ' R" &I R™,

so handelt es sich bei dieser Flache um eine durch g bestimmte Mannigfaltig-
keit M der Kodimension m. Es geht dann darum, Extremwerte der Einschrankung
flm von f auf M zu bestimmen. Die priméare Aufgabe ist dabei, deren kritischen
Punkte zu finden. Die Frage, ob dort ein Maximum oder Minium vorliegt, ergibt
sich meist aus geometrischen Uberlegungen.
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Naheliegend ist die Idee, die Mannigfaltigkeit M mehr oder weniger ge-
schickt zu parametrisieren und dadurch die Nebenbedingungen aufzulésen. Die
Zielfunktion kénnte man dann wie gewohnt untersuchen 1514 . Dies ist allerdings
im Allgemeinen sehr mihsam - und auch garnicht nétig. Denn solche kritischen
Punkte lassen sich geometrisch sehr einfach charakterisieren.

Im Folgenden hat der Gesamtraum die Dimension n. Eine Mannigfaltigkeit
der Kodimension m hat jetzt also die Dimension n —m.

Satz Sei M eine Mannigfaltigkeit und f eine in einer Umgebung von M stetig
di Cerknzierbare skalare Funktion. Dann besitzt f|,, einen kritischen Punkt
in p M genau dann, wenn

Cfgh) CTf™M. 1

mml Die Einschrankung der Funktion f auf M besitzt im Punkt p Ml einen
kritischen Punkt genau dann, wenn sie entlang aller Kurven auf M durch p dort
einen kritischen Punkt besitzt. Somit miussen samtliche Richtungsableitungen in
tangentialen Richtungen an M verschwinden:

Df (p)v = IF(h),v = 0, v CTM.
Also gilt [F(b) [CT3M und damit [F(b) CTFM. o

Dies ist ein abstraktes geometrisches Resultat. Es ist unabhédngig davon, wie
die Mannigfaltigkeit M gegeben ist. Konkreter wird es fur gleichungsdefinierte
Mannigfaltigkeiten.

Korollar  Sei M eine g-definierte Mannigfaltigkeit im R" der Kodimension m
und f: R" O R in einer Umgebung von M stetig di Cerenzierbar. Dann
besitzt f|y einen kritischen Punkt in p [CM genau dann, wenn es reelle
Zahlen A1, ..,Am gibt, genannt Lagrangemultiplikatoren, so dass

CEQb) = A1 [Qa{p) + .. + Am [Qal(p). [

i Far einen kritischen Punkt p von fly gilt ja 20, 21

CFb) CTIM = span{ [g{p). .., [T A(P)}.
Also ist [T(b) eine Linearkombination von [gz{p),.., [G-(p). Il

Far die praktische Anwendung formulieren wir dieses Ergebnis noch einmal
fur den Standardfall. Aus kritischen Punkten der Funktion f mit Nebenbedin-
gungen werden kritische Punkte einer Hilfsfunktion F ohne Nebenbedingungen,
wobei allerdings die Dimension des Problems vergrof3ert wird.
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Satz Esseien f: R" 0 R und g: R" @ R™ auf einem gemeinsamen Definiti-
onsbereich stetig di Cerenzierbar und O ein regularer Wert von g. Dann
besitzt f unter der Nebenbedingung g = 0 einen kritischen Punkt p genau
dann, wenn die erweiterte Funktion

F: R"<xRM™QR, F(x,A)=f(x)+ Ag(x)3
einen kritischen Punkt (p, ) besitzt. [
[ Besitzt F einen kritischen Punkt (p, ), so ist erstens
0=0nF(p. W) =gk(p), 1 CKICMW,
und zweitens

J L—
0=0xF(p,) =0xf(P)+ MkOxOk(pP), 1 CITmnl
k=1

Ersteres ist dquivalent mit p Ml = g~1(0), und Letzteres ist aquivalent mit

J L—
0= [E(p,p) = LE®) +  pk LGkdp),

k=1
also mit [CE(b) CTFM. Also ist p ein kritischer Punkt von f unter den Neben-

bedingungen g = 0 2. — Die Umkehrung beweist man mit denselben Argumen-
ten. I

Damit erhalten wir folgendes Verfahren zur Lésung von Extremalaufgaben
mit Nebenbedingungen. Sind die Zielfunktion f und die Nebenbedingungen
g = (91, ..,9m) = 0 gegeben, und ist 0 ein regularer Wert von g, so bilden wir
die erweiterte Funktion

F=f+ g1

und bestimmen deren kritische Punkte bezlglich x und A. Dies fuhrt zu ei-
nem System aus n + m Gleichungen fur ebensoviele Unbekannte x4, .., X, und
A1, .., Am, und zwar

0 = 0y F(X) + A10%,91(X) + .. + AmOx, Im(X), 1 CKiCnl

0 =g(x), 1 [1rm.
Dieses ist zu I6sen. Der Erfolgt ist allerdings nicht garantiert, da es sich im
Allgemeinen um nichtlineare Gleichungen handelt. — Dazu zwei Beispiele.

I"Noungsche Ungleichung Betrachte
uP  va

fuv)=—+—,
u,v) o T g
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wobei
1 1
q>1  —+==1
Pazl oty

Auf dem positiven Quadranten {(u,V) : u,v > 0} besitzt f keine lokalen Extrema.
Wir beschranken uns deshalb auf die Teilmenge mit uv = 1, stellen also die
Nebenbedingung

g(u,v) =uv—1=0.
Die erweiterte Funktion ist dann
P q
F(u,v,\) = % + VE + AUV — 1).

Fur die kritischen Punkte erhalten wir das Gleichungssystem
uPl+ v =0,
vi~l 4+ xu =0,
uv = 1.
Multiplizieren der ersten Gleichung mit u und der zweiten mit v ergibt uP =v9,

und zusammen mit uv = 1 folgt u =v = 1. O [edsichtlich handelt es sich hierbei
um ein absolutes Minimum. Als Ergebnis erhalten wir

P q
A
P a p q

fur alle u,v >0 mit uv =1.
Um die allgemeine Ungleichung fir u,v > 0 zu erhalten, setzen wir

o= u g= \%
(uv)i/p’ (uv)t/a’
Esist GV =1, also

P g puv quv
Also gilt allgemein

ar  va uP va

p q
T v, uvso.
p q
Sei A [CI{R"*1) ein symmetrischer Operator beziiglich eines
beliebigen Skalarprodukts [=] - Cauf dem R"*!. Die quadratische Form
f: R"™ LR, f(x)=[[Ax,x

ist auf dem Gesamtraum unbeschrankt, wenn sie nicht identisch Null ist. Auf
der kompakten Einheitssphare S" = {x: X1 x[= 1} nimmt sie aber ihr Minimum
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und Maximum an, besitzt also dort im Fall n 2l mindestens zwei kritische
Punkte.
Um diese zu charakterisieren, schreiben wir die Nebenbedingung als

g(x) =1— XIx[]
Die erweiterte Funktion lautet dann
F(xA) = [Ax,x[F A1 — XIxDI
Das zugehdrige Gleichungssystem ist

AX—AX =0,
I x[= 1.

Ein kritischer Punkt der quadratischen Form f auf S" ist demnach ein normierter
Eigenvektor von A, sein Lagrangemultiplikator der zugehdrige Eigenwert.

Da die quadratische Form kritische Punkte besitzen muss, erhalten wir
damit einen Beweis, dass jeder symmetrische Operator mindestens einen reellen
Eigenwert besitzt.

Eine Erweiterung dieses Arguments liefert sogar die Existenz einer orthonor-
malen Basis fur A. Ist v der im ersten Schritt gefundene normierte Eigenvektor,
so suchen wir im nachsten Schritt ein Maximum auf S" n {v}';'Mit anderen
Worten, wir betrachten nun die Nebenbedingungen

go(X) =1— XIx[ZF 0,

g1(x) = D, x[=F 0.
Eine Maximalstelle auf g=%(0) = S" n {v} “ritt dann an einem weiteren Eigen-
vektor auf, der aufgrund der Konstruktion orthogonal zu v ist. Dabei spielt es
keine Rolle, ob der zugehorige Eigenwert vom ersten verschieden ist oder nicht.

Féahrt man so fort, so erhalt man eine orthogonale Basis des Gesamtraumes,
bestehend auf Eigenvektoren des Operators A. (11
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