Wegintegrale

Die entlang eines geradlinigen Weges bei gleichbleibender Krafteinwirkung
geleistete Arbeit ist das Produkt aus zuriickgelegter Wegstrecke und in Rich-
tung dieser Wegstrecke wirkender Kraftkomponente. Will man allgemeiner die
geleistete Arbeit entlang eines beliebigen Weges y innerhalb eines Kraftfeldes v
bestimmen, so ist in jedem Punkt die anliegende Kraft auf den momentanen
Geschwindigkeitsvektor zu projizieren und das resultierende Produkt tber den
Weg zu integrieren. Dies fuhrt zu einem Integral der Form

!
. DIy (1), y (1) Cdt

fur die geleistete Arbeit.

Mathematisch kann man den Integranden au [@sken als die Anwendung der
Linearform [V, - Cauf den Vektor y. Die Weiterentwicklung dieses Gedankens
fuhrt zum Begri Cdér Di Cerkenzialform, die entlang eines Weges zu integrieren ist.
Dies vermeidet unter anderem die Einbeziehung eines Skalarprodukt und erlaubt
eine koordinatenfreie Interpretation solcher Kurvenintegrale.

Abb 1 Weg in einem Kraftfeld

©
<
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19.1
Pfa [sche Formen

? Sei zunachst V ein Vektorraum endlicher Dimension und V=2 L(V,R)
sein Dualraum, also der Raum aller stetigen linearen Abbildungen V - R.
Definition Eine Pfa [sche Form oder 1-Form ist eine Abbildung

a: VIOVvE! x Cax),
die jedem Punkt in ihrem Definitionsbereich eine Linearform zuordnet. [ 1

Pfa [Sche Formen werden auch Di [erenzialformen vom Grad 1 genannt. Fur
die Anwendung einer 1-Form a am Punkt x auf einen Vektor h [CV1schreiben
wir a(x)h oder kiirzer a(h), wenn der Punkt x keine besondere Rolle spielt.

Wir beschranken uns auf reellwertige 1-Formen. Komplexwertige 1-Formen
spielen in der Funktionentheorie eine zentrale Rolle und werden dort betrachtet.

I"a. Eine di Cerknzierbare Funktion f: V & R definiert eine Pfa [Sche Form
df: voVvh! x Cdx),
genannt das Di [erknzial von f, durch
df (x)h CDF (x)h = anf (x).

b. Sei v:V O V ein stetiges Vektorfeld, also eine Abbildung, die jedem
Punkt in seinem Definitionsbereich in V einen Vektor desselben Vektorraumes
zuordnet. Mithilfe eines Skalarprodukt [=] - Cauf V induziert dies eine 1-Form

o, M, -]
c. Ist a=df,soist v= [T, Henn

OFfF AFdf=a, =0, -1 111

= Der Standardfall

Wie sehen 1-Formen im Standardfall V = R" aus? Auf dem R" sind die
Koordinatenfunktionen

m: R" - R, mk(X) = Xk,
stetig di Cerknzierbar, und es gilt
drik(h) = D1i(h) = hy.
Far die Standardbasis ey, ..,en des R" gilt insbesondere

drig(e)) = O, 1 KNl [l
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19.1 — Pfaffsche Formen

Die Di [erknziale drty, ..,d1t, bilden also gerade die zur Standardbasis ey, .., en
duale Basis. Bezeichnen wir jetzt vereinfachend die k-te Koordinatenfunktion mit
Xk anstelle von T11i, gelangen wir zur folgenden

Definition Die zur Standardbasis eq, ..,e, des Vektorraumes R" duale Basis
des Dualraums wird mit dx,, ..,dx, bezeichnet. [ 1

Jede 1-Form im R" kann damit dargestellt werden als Linearkombination
dieser Basisformen, also als

| N |
a= ak(X) dx.
k=1

lhre Koe [ziehten sind reelle Funktionen, fur die ax = a(ek) gilt.
I"a. Im eindimensionalen Standardfall hat jede Pfa [Sche Form die Gestalt
o = a(x)dx.
Sie ist also durch eine einzige skalare Funktion gegeben.

b. Das Di[erenzial einer C1-Funktion f: R" O R hat die Darstellung

 —
df = 9f(x) dx,
k=1

denn df(ex) = Dfex = okf. Die partiellen Ableitungen von f sind also gerade
die Koe [ziehten des Di Lerknzials df Efﬁ)glich der Standardbasis.
c. Die durch ein Vektorfeld v = | _; vk(X)ek induzierte 1-Form , ist

-
ay =0, -[F ve(X)dxg,
k=1

denn deren Koe [ziehten sind oy (ex) = M, ex[F vk. Dies schreibt man auch
gerne als klassisches Skalarprodukt

oy =Vvedx
aus v = (V1, ..,Vp) und dx = (dXxg, ..,dXp). 11
SchlieBlich erklaren wir noch die Regularitat von 1-Formen.

Definition Eine 1-Form o heiBt stetig respektive von der Klasse C", wenn sie als
Abbildung a: V 3 V Fstetig respektive von der Klasse C" ist. [1

43

FuUr eine Basisdarstellung einer 1-Form bedeutet dies, dass samtliche Koe =1

zientenfunktionen stetig respektive von der Klasse C' sind.
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Abb 2 Stlckweise stetig di Lerkenzierbare geschlossene Kurven

19.2
Kurven- und Wegintegrale

Wir definieren nun das Integral von 1-Formen entlang Kurven so, wie wir in
der Einleitung das Arbeitsintegral skizziert haben. Dabei betrachten wir stick-
weise stetig di Cerknzierbare Kurven, die wir in Abschnitt 13.5 wie folgt definiert
hatten. Zur Wiederholung:

Definition Eine stetige Kurve y: | - V ist stuckweise stetig di Lerknzierbar,
wenn es eine Teilung (t1, .., tn) des Intervalls | gibt, so dass alle Abschnitte
Yl .,sq Mit 1 Kl nlstetig di Lerknzierbar sind. Die Klasse aller dieser
Kurven wird mit D(1,V) bezeichnet. 1

Insbesondere besitzt die Ableitung einer D1-Kurve in jedem inneren Tei-
lungspunkt links- und rechtsseitige Grenzwerte. Summe und skalare Vielfache
von D-Kurven sind wieder D1-Kurven. Somit ist D*(l,V) ein reeller Vektorraum.

Da wir es im Folgenden nur mit Integralen zu tun haben, mussen wir die
Teilungspunkte einer D1-Kurve nicht explizit betrachten. Fiir die Kurvenlange
gilt zum Beispiel

 — = Ly
L(y) = LYl pyert) = Ly{(t) Cdi = LyA(t) Cdit,
k=1 k=1 -1 a
denn die endlich vielen Sprungstellen des Integranden an den Teilungspunkten
haben keinen Einfluss auf das Integral 10.12. Ebenso verhélt es sich mit den
ubrigen Integralen, die wir noch betrachten werden. — Nun zur Definition des
Kurvenintegrals.

Definition Sei a: V @ V Mdine stetige 1-Formund y: [a,b] - V eine stiickwei-
se stetig di Lerknzierbare Kurve im Definitionsbereich von a. Dann heif3t

[
L@ I ayOyat

das Kurvenintegral von a langs der Kurve y. |

194
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Abb 3

Integrationswege yo
in Beispiel 4 %

An jedem Kurvenpunkt y(t) wird also die 1-Form a(y(t)) auf den Vektor
vy (t) angewendet. Das Ergebnis ist eine skalare Funktion, die wie Ublich Uber das
Parameterintervall der Kurve integriert wird.

Im Standardfall mit

1 ] r 1
o= ay dxy, Y= Yk€k
k=1 k=1

ergibt dies

0 Gleg—y 1

a= ax(y(®)yk(t) dt,

Y a k=1

da ja

dxk(y) = yidxk(er) = yk.
I=1

—Sei a =y?dx+dy eine 1-Form auf R? und o > 0. Entlang der Kurve

yO' : [011] - R21 VO'(t) = (tvtc)

erhalt man
i [
11
a= Itqc dx+dy 1,0t°?! dt
Yo 0

J

= (t* +ot° Hdt

0
20+1

T 20+1 o 20 +1°

Das Ergebnis hangt also vom Weg ab, auch wenn alle Kurven gleichen Anfangs-
punkt (0,0) und gleichen Endpunkt (1,1) haben. 11

IWindungsform  Die 1-Form

_ Xdy —ydx
v= X2 +y?2

19.5
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auf R?\{0} wird Windungsform genannt. Fur die Standardparametrisierung y
des Einheitskreises, also y(t) = (cost,sint) mit 0 LI Zit, erhélt man
= Lok [ | I__P—F
L= —sintdx+costdy —sint,cost t
\% 0

(sin®t + cos? t) dt

0

= 27T.

Ist allgemeiner m [Zlund y, mit ym(t) = (cos mt,sinmt) der m-mal durch-
laufene Einheitskreis, so ist

- Lok

L= m(sin®t + cos?t) dt = 2rrm.

Ym
Das Integral misst also, bis auf den Faktor 271, wie oft sich y,, um den Null-
punkt herum windet. Wie wir noch sehen werden, gilt dies auch fir jede andere
geschlossene Kurve, die nicht durch den Nullpunkt hindurch lauft (3. 1111

Wir wollen uns noch davon Uberzeugen, dass unsere Definition des Kurven-
integrals 3 >natirlich< ist. Das heil3t, wir gelangen zu demselben Integral, wenn
wir es durch endliche Summen approximieren. Sei dazu (i, ..,t,) eine Teilung
von [a,b]. Eine zugehdrige Teilungssumme ist dann

1
Wr(a) = a(y(T))(y(t) — Y (tk-1)),
k=1

wobei die Auswertungspunkte Tty [ik-1,tc] beliebig gewéahlt seien.

Satz Ist a stetig und y stickweise stetig di [erknzierbar, so gilt
S
Wr (o) - y a= a(y(®))y)dt,

wenn die Feinheit der Teilung T gegen Null strebt. [

i Eine stlickweise stetig di Lerknzierbare Kurve vy ist rektifizierbar. Es ist
also L [[I{y) < o. AuBerdem ist ihre Spur eine kompakte Teilmenge von V. Die
stetige 1-Form a entlang y ist somit gleichmaRig stetig 732 . Das heil3t, zu jedem
€ > 0 existiert ein & > 0, so dass

€
B 0

Dabei bezeichnet [T ddie durch eine Norm [1_duf V induzierte Operatornorm
auf V TEs gilt also |a(h)| CI@CJEAT Schreibe jetzt
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 —
a(y (T)) (v (tk) — y (tk-1))

k=1

 — Led

= a(y(m)) . y () dt

k=1 k=1

Wr ()

a(y (t))y () dt.
k=1 %1

Dann wird mit der Definition des Wegintegrals 3

(.

L] Ll
Wr (o) — T a(y(t) —a(y(®) y®dt
k=1 k1

Ist die Feinheit von T kleiner als &, so kbnnen wir auf jeden Term in eckigen
Klammern die Abschatzung (1) anwenden und erhalten

(o) — L . ey (T) = aly (1) Byt bt
=1 ‘k-1

K
€
L

Das war zu zeigen. [

= Invarianz

Das Interessante und Wesentliche am Kurvenintegral ist, dass es unabhangig
von der gewdahlten Parametrisierung der Kurve ist.

Lemma Sei a: V @ V ~dine stetige 1-Form, y: | -~ V eine D!-Kurve im
Definitionsbereich von a und ¢: I— | eine orientierungstreue D*-

Parametertransformation. Dann gilt
1 1

a= aq. L1
yod \4

i Seien y und ¢ zunéchst stetig di Cerenzierbar. Fur | —= [a b hoilt

I =[a,b] = ¢+ [P@ahad(bOI.

da ¢ die Orientierung erhélt. Fur y —= y = ¢ folgt mit der klassischen Substitu-
tionsregel daher
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(i I e I
y a= a(y o))y ct) dt
1 L_abri,
= ay (e ®)))y (e )P (t)dt

Coo 0y, ! -
= aly@e)y@)ds = ay(e)y@)ds=  a.
d@n a v

Mit einer geeigneten Zerlegung in endlich viele Teilintervalle folgt die Behauptung
dann auch fiir D*-Kurven und D!-Parametertransformationen. [

Die Unabhéngigkeit des Kurvenintegrals einer 1-Form von der gewéahlten Pa-
rametrisierung der Kurve erlaubt es uns, dieses auch fur einen Weg zu definieren,
also eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven.

Definition Das Wegintegral einer stetigen 1-Form o entlang eines Weges w ist

definiert als
1 (|
o [1q,
\%

w

wobei y eine beliebige D!-Parametrisierung von w bezeichnet. ]
Bemerkung Man kann das Wegintegral auch fur geeignete stetige Kurven
definieren und stetige Parametertransformationen betrachten. Uns geht es hier

jedoch nicht um maéglichst geringe Regularitatsvoraussetzungen. Daher gehen
wir darauf nicht ein. [
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