19.2 — Kurven- und Wegintegrale

Abb 4 Addition von Kurven

Y2

+
Vi Y1+Yy2

= Wegadditivitat

Das Wegintegral EI) a ist nicht nur linear bezuglich der Di Lerenzialform a,
sondern auch additiv bezuglich des Integrationsweges w. Dazu definieren wir
die Addition geeigneter Wege wie folgt. Seien w; und w> zwei Wege in V, wo
der Endpunkt von wj; mit dem Anfangspunkt von w> zusammenfallt, und

vi: [a,b] -V, y2: [c,d] -V

zwei stetige Parametrisierungen dieser Wege. Dann ist y1(b) = y2(c), und wir
konnen das zweite Parameterintervall noch so verschieben, dass b = ¢c. Dann
definiert

L1
t), bl
yityve: [adl =V, (vi+v2)® %Et; jp—
2 ’

eine stetige Kurve in V. Die zugehorige Aquivalenzklasse definieren wir als

w1 +wy [TY +vy2].

Man Uberlegt sich, dass diese Definition nicht von der Wahl der Parametrisie-
rungen abhangt, denn zu y; und y; aquivalente Parametrisierungen fuhren zu
einer zu y; + Yy, aquivalenten Parametrisierung. Sind zudem w; und > von
der Klasse D1, so ist es auch w1 + w> L.

Ist ferner o = [y] mit y: [a,b] - V, so definiert die in umgekehrter
Richtung durchlaufene Kurve

vo: [a,b] =V, y.(t) Cyfa+b—t)

den umgekehrt durchlaufenen Weg

—w Y]

Rechenregeln Seien a: V O V ™dine stetige 1-Form und w, w1, w> stiick-
weise stetig di Cerenzierbare Wege im Definitionsbereich von a. Dann

! Dies ist Uibrigens einer der Vorteile, stiickweise stetig di [erenzierbare Kurven zu betrachten.
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19 — Wegintegrale

gilt
1 (| ] (| [
a=— aq, a= o+ a,
—-w w wW1+w2 w1 w2
falls die Summe von w; und w> erklart ist. Weiter gilt
a %ﬂw max
1 ) max [6(p) [k,

wenn die L&nge bezuglich einer Norm 1T duf V bestimmt wird und 14
die zugehérige induzierte Norm auf V "Bezeichnet. [ 1

I Wir beweisen nur die letzte Behauptung, der Rest ist Routine. Mit einer
beliebigen Parametrisierung y: [a,b] - V von w gilt

%ja % Ii%;d(v(t))\'/(t) dt %

LT Jay(®)y (D] dt

1 Caly (t)) CEE/(t) Cdt
[
Lmlax [alp) %a Oy(t) Cdte.

Das letzte Integral ist gerade die Lange L(w) von . [N

19.3
Wegintegrale exakter 1-Formen

Die explizite Bestimmung eines klassischen Integrals ist aufgrund des Haupt-
satzes 1016 gleichbedeutend mit dem Au [ndén einer Stammfunktion. Entspre-
chendes gilt auch fur Wegintegrale, wenn die betre [ende 1-Form exakt ist.

Definition Eine 1-Form a heiRt exakt, wenn es eine C1-Funktion f gibt, so dass
a=df

auf dem gemeinsamen o [eden Definitionsbereich. Jede solche Funktion f
heil3t eine Stammfunktion von a. [

[ I-Formen auf einem Intervall  Ist a = a(x) dx stetig auf dem Intervall |
und xo [TLJso definiert aufgrund des Stammfunktionensatzes 1914 2

f(x) 1 a(t)dt, x [T

2 Im Folgenden verwenden wir dt fiir das klassische Integral und dx fiir 1-Formen.
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19.3 — Wegintegrale exakter 1-Formen

eine stetig di Cerenzierbare Funktion f auf I mit der Eigenschaft, dass
df(x) = fi{x) dx = a(x) dx.
Somit ist jede auf einem Intervall stetige 1-Form exakt. 11

I Hentralfeld auf R"\{0} Eine 1-Form der Gestalt

1
a=¢(XDI xxdxg

k=1
mit einer stetigen Funktion ¢ : (0, ) - R ist exakt. Eine Stammfunktion f auf
R™\{0} ist zum Beispiel gegeben durch
L
f(x) =F(XD*F tp(t) dt.
1

Denn fur die euklidische Norm gilt

d(xXD ¥+ — %xk, X #0,

k=1
und somit
1
df (x) = F{xDd(XD)F d(XD1 xcdxk. [0
k=1
Die Wegintegrale exakter 1-Formen sind nun leicht zu berechnen. Es gilt

folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes 10.16 -

Hauptsatz fur Wegintegrale Ist die 1-Form a exakt mit Stammfunktion f, so

gilt
1 1
a= df=f
w

w Wa

fur jeden stickweise stetig di Lerknzierbaren Weg w im Definitionsbereich
von o mit Anfangspunkt w, und Endpunkt wy. Das Wegintegral einer
exakten 1-Form hangt also nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab,
nicht aber von dessem Verlauf. [ ]

(mm Sei o zundchst Cund y: [a,b] - V eine C!-Parametrisierung von w.
Dann ist f =y ebenfalls stetig di Cerenzierbar, und es gilt

df (y(®))v(t) = DF(y(®)y't) = (F = v) (D).

Also ist
([
a= df= df(y@®)y@)dt

w Y
= ?(foy)?t)dt=f°v§:f§)= %

a y(@) Wa
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Abb 5

Verschiedene Wege
von p nach g

Mit einer geeigneten Zerlegung in endlich viele Teilintervalle folgt die Behauptung
dann auch fir stiickweise stetig di Cerenzierbare Wege und deren Parametrisie-
rungen. [0

Die Wegunabhéangigkeit ist somit eine notwendige Bedingung fur die Exakt-
heit einer 1-Form. Die 1-Form in Beispiel 4 und die Windungsform v in Beispiel 5
koénnen deshalb nicht exakt sein.

Wir werden gleich sehen, dass umgekehrt diese Bedingung auch hinrei-
chend ist, solange wir nur solche Punkte betrachten, die wir auch durch Kurven
verbinden kdnnen. Dies fuhrt zum Begri Cdér wegzusammenhangenden Menge.

Definition Eine Teilmenge M von V heil3t wegzusammenhangend, wenn es zu
je zwei Punkten in M eine ganz in M verlaufende stiickweise di Lerknzierbare
Kurve gibt, die diese Punkte verbindet. [

Ia. Jedes reelle Intervall ist wegzusammenhéngend.
b. Jede konvexe Menge ist wegzusammenhéangend.
c. R™\{0} ist zusammenhangend fir n [Z] nicht aber fur n=1.
d. Nur die Menge rechts in Abbildung 6 ist wegzusammenhéangend. 111

O [ede und wegzusammenhéangende Mengen spielen eine wichtige Rolle in
der Analysis und haben deshalb eine eigene Bezeichnung.

Abb 6 Zwei nicht und eine zusammenhangende o [ede Menge
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19.3 — Wegintegrale exakter 1-Formen

Definition Ein Gebiet ist eine nichtleere, o Cede und wegzusammenhangende
Menge. [ 1

IIa. Jedes nichtleere o [ede Intervall ist ein Gebiet.
b. Jede nichtleere o [ede konvexe Menge ist ein Gebiet.
c. Die Menge Q¢ = {(u,v):v?2 > u?—¢} ist nur fiur € > 0 ein Gebiet.
d. Die Vereinigung zweier Gebiete ist wieder ein Gebiet genau dann, wenn
ihr Durchschnitt nicht leer ist. 11l

Das nachste Lemma zeigt, dass hinsichtlich Stammfunktionen die Gebiete in
hoéheren Dimensionen dieselbe Rolle spielen wie die Intervalle in einer Dimension.

Lemma Auf einem Gebiet Q ist eine di Lerknzierbare Abbildung f: Q - W
konstant genau dann, wenn Df verschwindet. [

mm [1Das ist trivial, unabhangig davon, ob Q ein Gebiet ist oder nicht.
[JFixiere einen Punkt xo [Q und betrachten einen weiteren Punkt
x Q. Es existiert eine stuckweise di Lerenzierbare Kurve y: [a,b] - Q mit

y (&) = Xo, y(b) =x.

Dann ist auch g = fey: [a,b] - W stiuckweise di Cerenzierbar. Da Df nach
Voraussetzung uUberall verschwindet, gilt also auch stiickweise

g'€t) = Df (y(1))y{t) = 0.

Somit ist g sogar C! und wegen g™~= 0 auch konstant. Also ist g(a) = g(b), was
gleichbedeutend ist mit f(x) = f(xp). Da X beliebig war, ist f konstant auf
ganz Q. [

Auf einem Gebiet ist eine di Lerknzierbare Abbildung somit konstant genau
dann, wenn ihre Ableitung tUberall verschwindet g. FUr eine skalare Funktion
ist dies gleichbedeutend damit, dass ihr Di Cerenzial verschwindet. Somit gilt
folgendes

Korollar Auf einem Gebiet unterscheiden sich die Stammfunktionen einer
exakten 1-Form nur durch eine additive Konstante. [ 1

Wir zeigen nun, dass auf einem Gebiet die Wegunabhéngigkeit von 1-Form-
Integralen auch hinreichend fur die Exaktheit der 1-Form ist.

Satz Sei a eine stetige 1-Form auf einem Gebiet Q. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent.
(i) o ist exakt auf Q.
(i) Das Wegintegral von o ist unabh&afgig vom Verlauf des Weges.

19.13
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(ili) Das Wegintegral von o verschwindet fur jeden geschlossenen Weg. [

i (i) CDl Das ist der Hauptsatz 7.

(if) (i) Ein geschlossener Weg hat denselben Anfangs- und Endpunkt wie
ein punktféormiger Weg. Das Wegintegral Uber einen Punktweg ist aber immer
Null. Also gilt dies auch fir beliebige geschlossene Wege.

(iii) COl Seien w; und w, zwei D-Wege in Q mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt. Bilden wir einen neuen Weg X, indem wir erst w; und dann w> in
umgekehrter Richtung durchlaufen, so erhalten wir einen geschlossenen Weg, flr
den gilt:

1 1
X w1 w2
Das ist gleichbedeutend mit der Behauptung.

(i) L@ Dies ist der wesentliche Teil des Satzes. Da nach Voraussetzung
jedes Wegintegral von a nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéangt, kénnen wir
eine Funktion f: Q - R durch

Cd
f(x) 1 «a

definieren, indem wir einen beliebigen Punkt xq fixieren und das Integral
Uber einen beliebigen Weg in Q von xp nach x bilden. Zu zeigen ist, dass dies
eine Stammfunktion von a definiert.

Betrachte x Q. Fur alle hinreichend kleinen h liegt [x,x + h] ganz in Q,
und aufgrund der Wegunabhéngigkeit des Integrals ist

(o PR o B
f(x+h)—f(xX) = a-— a= a.
Xo Xo [x,x+h]
Parametrisieren wir [x,x + h] durch t X3 th mit O [1T]so folgt
(|

f(x+h)—f(x)= a(x+th)hdt.
0

Subtrahieren wir a(x)h, so erhalten wir

@D L1
f(x+h)—f(x) —a(x)h = o a(x+th) —a(x) hdt.

Aufgrund der Stetigkeit von a ist aber [a(x +th) — a(x)]h = o(h), also
f(x+h) =f(x) +a(x)h + o(h).

Somit ist f im Punkt x total di Cerenzierbar, und es gilt
df (x)h = Df (x)h = a(x)h.

Somit ist df = a, was zu zeigen war. [l
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19.4 — Lokal exakte 1-Formen 55

Abb 7
[

x

Definition von a
Xo

Xo ®

\X
Q X+h

19.4
Lokal exakte 1-Formen

Der letzte Satz g charakterisiert exakte 1-Formen eindeutig tber die Weg-
unabhangigkeit. Doch ist das Kriterium wenig praktikabel, da man nicht alle
Wegintegrale Giberprifen kann. Dagegen ist es leicht, eine notwendige Bedingung
zu formulieren.

10 Integrabilitatsbedingung Ist eine 1I-Form a = ,_; axdXxk exakt und stetig
di Cerknzierbar, so erfillen ihre Koe [ziehten die Integrabilitédtsbedingung

O0jax = dkay, 1K ]

i Nach Voraussetzung ist

1
a=df = Ok f dxy
k=1
mit einer stetig di Lerknzierbar Funktion f. Ist o stetig di Cerknzierbar, so sind
alle partiellen Ableitungen von f nochmals stetig di Cerknzierbar. Somit ist f

sogar C?, und mit dem Lemma von Schwarz 1418 gilt
djak = 01 (0kf) = ok(0,f) = okay, 1 K]l [l (I

Definition Eine stetig di Cerknzierbare 1-Form heil3t geschlossen, wenn sie die
Integrabilitatsbedingungen 1o erfllt. [

Korollar Jede stetig di Cerenzierbare exakte 1-Form ist geschlossen. [

11 —a. Aufdem R? ist udx + v dy geschlossen, falls Oyu = OxV .
b. Somit ist y?dx + dy nicht geschlossen, da Oy(yz) =2y #0 =0x(1).
c. Die Windungsform v 5 ist geschlossen, denn
1 I N 2 1 1
—X Xc—y y

X2 +y2 (X2 +y?2)? =0y X2 +y?2

Ox
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Abb 8 Sternférmige und nicht sternformige Mengen

d. Aufdem R® ist a = udx+ vdy +w dz geschlossen, falls

Oyw =0V, 0,U = OxW, OxV =0dyu

Dies ist aquivalent zu

1111111

-%%%@%@%ﬂ

Man nennt dies auch die Rotation des Vektorfelds (u,v,w) =" i1

s Das Lemma von Poincaré

Die Frage stellt sich, ob umgekehrt jede geschlossene 1-Form exakt ist. Die
Antwort hierauf hat einen lokalen und einen globalen Aspekt. Lokal ist dies
immer der Fall, wenn das Definitionsgebiet folgende geometrische Gestalt hat.

Definition Eine Teilmenge M des R" heif3t sternformig, wenn es einen Punkt
m [CMl gibt, so dass [m,x] [CM fur alle x M. Jeder solche Punkt m heil3t
ein Zentrumvon M. [

Jede sternformige Menge ist wegzusammenhéangend, aber nattrlich ist nicht
jede wegzusammenhangende Menge sternférmig — siehe Abbildung 8.

I a.
b.

c.
d.
e

Jedes Intervall ist sternférmig bezuglich jedes seiner Punkte.

Die geschlitzte Ebene R? [(Q, =) ist sternférmig mit Zentrum 0.

Die gepunktete Ebene R?\{0} ist nicht sternférmig.

Die Spharen S", n 0] sind nicht sternformig.

Eine Menge ist sternférmig bezuglich jedes ihrer Punkte genau dann,

wenn sie konvex ist. 11

Lemma von Poincaré Jede geschlossene 1-Form auf einem sternférmigen
Gebiet ist exakt. [
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194 — Lokal exakte 1-Formen

Zunachst eine Voruberlegung. Falls a = df, also

1 1
ax) =  ak()dxx = 0kF(X)dxk,
k=1 k=1

so gilt auch

1 1
a(tx)x = ax(txX)xk = Ok (txX)xk = 0:F (tx).
k=1 k=1
Somit kénnen wir f aus o rekonstruieren, indem wir a(tx)x tber [0,1] inte-
grieren. Diese Beobachtung ist die Grundlage des folgendes Beweises.
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