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Abb 8 Sternformige und nicht sternférmige Mengen

s Das Lemma von Poincaré

Die Frage stellt sich, ob umgekehrt jede geschlossene 1-Form exakt ist. Die
Antwort hierauf hat einen lokalen und einen globalen Aspekt. Lokal ist dies
immer der Fall, wenn das Definitionsgebiet folgende geometrische Gestalt hat.

Definition Eine Teilmenge M des R"™ heil3t sternférmig, wenn es einen Punkt
m [Ml gibt, so dass [m,x] Ml fiar alle x M. Jeder solche Punkt m heif3t
ein Zentrumvon M. [ 1]

Jede sternformige Menge ist wegzusammenhangend, aber nattrlich ist nicht
jede wegzusammenhangende Menge sternférmig — siehe Abbildung 8.

i Jedes Intervall ist sternférmig bezuglich jedes seiner Punkte.

Die geschlitzte Ebene R? [(Q, ») ist sternférmig mit Zentrum 0.

Die gepunktete Ebene R?\{0} ist nicht sternférmig.

Die Spharen S", n Q] sind nicht sternformig.

Eine Menge ist sternférmig bezuglich jedes ihrer Punkte genau dann,

wenn sie konvex ist. 11

©® 000w

Lemma von Poincaré Jede geschlossene 1-Form auf einem sternférmigen
Gebiet ist exakt. [ 1

Zunéchst eine Voruberlegung. Falls a = df, also

1 1
ax) = ak()dxk = F(x)dxx,
k=1 k=1

so gilt auch

1 1
ca(tx)x = ax(txX)xk = Ok (tX)xk = 0:F (tx).
k=1 k=1

Somit kénnen wir f aus a rekonstruieren, indem wir a(tx)x tber [0,1] inte-
grieren. Diese Beobachtung ist die Grundlage des folgendes Beweises.
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[ Beweis des Lemmas von Poincaré  Sei a eine geschlossene 1-Form auf
einer o Lenden sternférmigen Menge Q. Durch Translation der Koordinaten kon-
nen wir erreichen, dass Q sternformig beztglich O ist. Dann ist

= = —
f(xX)= atx)xdt= a(tx)x dt

0 0 =1
fur jedes x Q1 wohldefiniert, denn der Integrationsweg [0, x] istin Q enthalten
und die Koe [ziehten von a sind stetig di Lerenzierbar auf Q. Also definiert dies
eine Funktion f: Q - R.

Da die Koe [ziehten ag in jeder Variablen xy stetig di [Cerenzierbar sind, ist

es auch f 1419, und wir erhalten oxf durch Di Lerenziation unter dem Integral.
Es gilt also

Ldy—
of(x) = o ok (a1 (tx)x;) dt
1=1
L  — -
= ax(tx) +t Jkay(tx)x; dt.
0 I=1

Aufgrund der Integrabilitatsbedingung ist aber dxa; = d,ax, und weiter ist

1
ax(tx) +t  dak(tx)x; = o (tak(tx)).
=1

Also erhalten wir insgesamt
Cd
of(X) = Oi(tak(tx)) dt = tak(tx) ax(x).
0 0
Das war zu zeigen. [

Auf sternférmigen Gebieten ist jede geschlossene 1-Form also exakt. Dies
koénnen sehr groRRe Gebiete sein. Auf jeden Fall schliel3t es aber kleine Umgebun-
gen eines jeden Punktes ein. Somit erhalten wir folgendes lokales Resultat.

Korollar Jede geschlossene 1-Form ist lokal exakt. [1

Die Frage, wann aus der lokalen auch die globale Exaktheit folgt, betrachten
wir im néchsten Abschnitt.

19.5
Global exakte 1-Formen

Eine geschlossene und damit lokal exakte 1-Form ist nicht notwendigerweise
auch global exakt. Zum Beispiel ist die Windungsform v 5 geschlossen 11 und
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Abb 9 Homotopie von yp und y; in Q

Y1

Yo

daher lokal exakt. Sie ist aber nicht global exakt, da ihr Integral langs dem
geschlossenen Einheitskreis nicht Null ist 5.

Wir wissen bereits, dass notwendig und hinreichend fur die Exaktheit einer
Form die Unabhéangigkeit ihrer Wegintegrale vom Verlauf der Wege ist 9. Als Er-
stes stellen wir nun fest, dass dies fur lokal exakte Formen jedenfalls immer dann
gilt, wenn diese Wege ineinander deformiert werden kénnen. Hierzu bendtigen
wir den Begri Cdér Homotopie von Kurven.

Definition  Zwei stetige Kurven yo,y1: [a,b] - Q mit gemeinsamen Anfangs-
punkt p und Endpunkt g heiRen homotop in Q, wenn es eine stetige Abbil-
dung

h: [0,1] x[a,b] - Q, (s,t) [h,t) [h(t),
gibt, so dass

ho = Yo, hi=v1
sowie hs(a) =p und hs(b) =q furalle 0 Cs1CT1 [ 1

Fur jedes s []0,1] ist also hg eine stetige Kurve von p nach q innerhalb
von Q, die fur s = 0 mit yp und fur s = 1 mit y; Ubereinstimmt. Da h auch
stetig in s ist, erhalten wir eine stetige Deformation der Kurve yq in die Kurve y1,
wobei die Endpunkte fixiert sind. Wichtig ist, dass diese Homotopie ganz in Q
verlauft. Die Kurven ys durfen nicht Uber >L6cher<in Q hinweggezogen werden —
siehe Abbildung 9.

-8ind yo,v1: [a,b] - Q zwei Kurven in Q mit gemeinsamen Anfangs- und
Endpunkt, und gilt

[yo(t).yi()] < 0 CEICT)

19.19
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so sind sie homotop mittels der Homotopie h: [0,1] % [a,b] - Q mit

h(s,t) = (1 —s)yo(t) +syi(t). 1

Da wir entlang den Kurven in einer Homotopie integrieren wollen, bendtigen
wir noch etwas mehr als nur die Stetigkeit.

Definition Zwei Kurven yo,y1: [a,b] - Q mit gleichem Anfangs- und End-
punkt sind D'-homotop, wenn es eine Homotopie h: [0,1] < [a,b] -~ Q
dieser Kurven gibt, die auf jedem horizontalen oder vertikalen Schnitt des
Rechtecks [0,1] x [a,b] stiickweise stetig di Cerenzierbar ist. [ 1

Ein horizontaler Schnitt ist hierbei eine Teilmenge

{s}x[a,b] []0,1] =< [a,b].
Entsprechend sind vertikale Schnitte erklart.

Homotopiesatz Sei a eine lokal exakte 1-Form auf Q. Sind yp und y; zwei

D*-homotope Kurven in Q, so gilt
[ [

a= a. L1

mm Sei Q = [0,1] %< [a,b] und h: Q - Q eine D!-Homotopie von yg und
y1 in Q. Zuerst zeigen wir, dass sich Q so in endlich viele achsenparallele
Rechtecke zerlegen lasst, dass a auf dem Bild jedes dieser Rechtecke exakt ist.

Angenommen, dies ist nicht moéglich. Dann kdnnen wir eine fallende Folge
abgeschlossener Rechtecke Q [CQh [CQL [_Ikonstruieren, jedes ein Viertel so
grol3 wie das vorangehende, so dass a auf dem Bild von Qg keine Stammfunktion
besitzt. Der Durchschnitt aller Qi ist dann ein Punkt r [CQl. Nach dem Lemma
von Poincaré 1, ist aber a in einer o Leden Umgebung U von h(r) exakt. Diese
Umgebung enthalt aber die Bilder der Qi mit k hinreichend grof3. Somit erhalten
wir einen Widerspruch.

Es gibt somit Teilungen (s1,..,5m) von [0,1] und (t1,..,ty) von [a,b] so,
dass a in einer Umgebung des Bildes jedes Rechtecks

Qik = [Si-1,Si] > [tk—-1., t], 100 m, 1 CKin)

exakt ist. Wir zeigen nun, dass die Integrale entlang der Kurven y; [Chl, fur
sukzessive Teilungspunkte unverandert bleiben, also

(I 1
a= a, 1[C00m,
Yi-1 Yi
gilt. Daraus folgt dann die Behauptung. — Betrachte dazu die Kurvenabschnitte
Yik = h(si, -) 1 CK1Cn]

[tk-1.t]’
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Abb 10  Zum Beweis des Homotopiesatzes

UK/ Yik
sj h Yi-1k /Ok

sowie die Verbindungskurven
ok = h(-,t % 0 CKI[nl
K SR [Si-1.si1’
Diese sind samtlich stlickweise stetig di Lerknzierbar, es gilt

Yi-1,k ¥ Ok = Ok-1 *+ Yik,

und gemeinsam bilden diese Kurven den Rand des Bildes des Rechtecks Qjk
unter h. Nach Konstruktion ist a exakt in einer Umgebung dieser Menge, und
daher das Wegintegral entlang beider Kurven gleich. Es gilt also
1 1 1 1
a+ a= a+ a.
Yi-1,k Ok Ok-1 Yik
Da dies fur jedes 1 [K1[nlgilt, ergibt Aufsummieren Uber k und Kiirzen der
Integrale tUber o1, ..,0m-1 die Gleichung
— e ==
a+ a= a+ a. 2)
k=1 Yi-1k Om Oo k=1 VYik

Die Integrale tber oo und o, sind aber Null, da es sich um Punktkurven handelt.

Also folgt
- | 4 o
a= o= a= a. [
Yi-1 k=1 Yi-1k k=1 VYik Vi

Der Homotopiesatz gilt fur beliebige D-homotope Kurven mit festem
Anfangs- und Endpunkt. Fur geschlossene Kurven kann man aber diese letzte
Forderung fallen lassen. Dies fuhrt zum Begri C_dér freien Homotopie.

Definition Zwei geschlossene Kurven yo,y1: [a,b] - Q heien frei homotop
in Q, wenn es eine stetige Abbildung

h: [0,1]x[a,b] - Q, (s,t) A, t) = hs(t),

19.21
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Abb 11 Freie Homotopie von yp zu einer Punktkurve y1

Yo

gibt, so dass
ho = Yo, h1=v:1
sowie h(s,a) = h(s,b) furalle 0 Cs1C11 [ 1

Alle Kurven hs der Homotopie verlaufen also in Q und sind geschlossen.
Frei D*-homotope Kurven sind analog zu D!-homotope Kurven definiert.

Freier Homotopiesatz Sei a eine lokal exakte 1-Form auf Q. Sind yo und y:1

zwei geschlossene, in Q frei Dl-homotope Kurven, so gilt
1 1

a= a. [ ]
Yo Y1

i Der Beweis ist identisch mit dem letzten Beweis, bis auf die Bemerkung
Uber die o-Integrale in (2). Diese sind nicht Null, sondern gleich. Die Folgerung
hieraus gilt also ebenfalls.

Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ergibt sich fur nullhomotope Kurven.
Dies sind geschlossene Kurven, die frei homotop zu einer Punktkurve sind. Da
das Kurvenintegral einer beliebigen 1-Form Uber eine Punktkurve verschwindet,
erhalten wir folgenden
Satz Ist a eine lokal exakte 1-Form auf Q, so ist

1
a=0
y

fir jede in Q D1-nullhomotope Kurve y. [

Wir kommen nun zuruck zu der Frage, wann eine lokal exakte 1-Form auch
global exakt ist. Wir wissen bereits, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
ihr Wegintegral entlang jedes geschlossenen Weges verschwindet . Aufgrund
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Abb 12 Einfach zusammenhangende Menge, und nicht

des letzten Satzes ist dies sicher immer dann der Fall, wenn jede geschlossene
Kurve nullhomotop ist. Dies ist nun eine rein topologische Frage und betri (11
ausschlieBlich die Geometrie des Gebietes.

Definition Eine wegzusammenhéngende Teilmenge M in R" heiBt einfach
zusammenhangend, wenn jede geschlossene Kurve in M nullhomotop ist. [ 1

Ia. Eine sternférmige Menge ist einfach zusammenhéangend, denn jede ge-
schlossene Kurve lasst sich frei homotop zu einem Zentrum zusammenziehen.
b. Die Spharen S" sind einfach zusammenhangend fur n [Z]
c. Der punktierte Raum R3\{0} ist einfach zusammenhangend.
d. Die punktierte Ebene R?\{0} ist nicht einfach zusammenhangend.
e. Ebensowenig ist die Kreislinie S einfach zusammenhangend.
f. Der Raum RS2 ohne eine der Koordinatenachsen ist ebenfalls nicht ein-
fach zusammenhangend. 11

Satz  Auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet Q ist jede lokal exakte

1-Form auch global exakt. Insbesondere gilt
1
a=0
Y

fir jede geschlossene D*-Kurve in Q. [ 1

i Das Wegintegral einer lokal exakten 1-Form entlang eines beliebigen
geschlossenen Weges ist invariant unter freien Homotopien. In einem einfach
zusammenhéangenden Gebiet ist jede solche Kurve nullhomotop, und damit jedes
solche Wegintegral Null. Also ist die lokal exakte 1-Form auch global exakt g . [

Bemerkung Der letzte Satz bietet auch eine Mdglichkeit zu zeigen, dass
ein Gebiet nicht einfach zusammenhéngend ist. Dies ist der Fall, wenn das Wegin-
tegral einer geschlossenen 1-Form entlang eines einzigen geschlossenen Weges
nicht Null ist. Eine geeignete 1-Form hierfir ist meist die Windungsform v s. [1
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Als letzten Satz erwéhnen wir eine Anwendung aus der klassischen Mechanik.

Tatséchlich standen solche Anwendungen am Anfang der Entwicklung des Kalkuls
der Wegintegrale.

Satz  Auf einem einfach zusammenh&angenden Gebiet im R? ist jedes stetig
di Cerknzierbare Vektorfeld V mit = 0 ein Gradientenfeld, also

V= [
mit einer zweimal stetig di Cerknzierbaren Funktion U. [

i Die Bedingung = O ist gleichbedeutend damit, dass die dem
Vektorfeld V mittels des Standardskalarprodukts zugeordnete 1-Form ay ge-
schlossen ist 11 . Also ist ay lokal exakt. Auf einem einfach zusammenhéangenden
Gebiet ist sie dann auch global exakt 15. Es gibt also eine stetig di Lerknzierbare
Funktion U mit dU = ay . Dies ist aber gleichbedeutend mit

LU¥V.

Da auRerdem V Clist, ist U selbst C2. mmm
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