Man bestimme die Flacheninhalt der Einheitsspahre im R® unter Verwendung
von Kugelkoordinaten.

Sei B die Einheitskugel im R3. Man verifiziere die Identitat
- - of

AfdV = —dA
B a8 0N

durch direkte Berechnung beider Seiten fur die Funktionen
a. f1=x2. b. '|:2:X2+y2 C. f3:X2+y2+22

Gegeben sei das Vektorfeld
—1

1
+z+1
v: RR-R3% v(xy,z)= %'fz+l %

X+y+1

a. Untersuchen sie, ob v ein Gradientenvektorfeld ist, und bestimmen sie
gegebenfalls ein Potential U.
b. Man besimmte
(I
ved§ 1
M

einmal direkt und einmal mit dem Satz von Stokes fur den 1-Wurfel M =c(l),
1T 1

c: [0,1] - R3, c(t)= %

t



Man bestimme die Flacheninhalt der Einheitsspahre im R® unter Verwendung
von Kugelkoordinaten.

Die Einheitssphare S2 wird durch

in(1ts) cos(2mt)
$: [0,1]° - 9B, P(s,t) = (11s) sin(2mt)

cos(1ts)

bis auf eine Nullemnge bijektiv parametrisiert. Zu bestimmen ist das Flachen-
element in diesen Koordinaten. Es ist
1

s(11s) cos(2Ttt) |n(2Ttt)
}s < Py = 212 sin(1ts) s(1ts) sin(27t) % gs@nt)
—sin(1ts)

in(1ts) cos(21tt)
= 212 sin(1ts) (1ts) sin(27t)
cos(1ts)

Der letzte Vektor hat die Ladnge 1, und sin(rts) [CQlfur s [CJQ,1]. Also ist
[qls x ¢y (= 2112 sin(1s),

und wir erhalten
||

G
[S?l= dA=2m? sin(1ts) ds dt
S2 0
=2m? sin(ms)ds = 4m,
0
denn
)

. 1 2
SIN(TtS) = — COS(TtS —_.
 sin(rts) = - cos(rs) (=

Sei B die Einheitskugel im R3. Man verifiziere die Identitat
= af

AfdV = dA
B a8 0N

durch direkte Berechnung beider Seiten fur die Funktionen
a. fy=x2. b. f; =x%+y? c. fa=x2+y2+22



Zuerst die linke Seite. Es ist

Afk =2k
und damit
= - 4 8
AfcdV =2k dV =2k- -1t = —kT1.
B B 3 3

Fur die Berechnung der rechten Seite ist die Beobachtung wichtig, dass
n=x aufdB =52

denn das macht die Rechnung einfach. Es ist dann

% = O InZF O X E=F 2.

Mit den Koordinaten der vorangehenden Aufgabe ist nun
1 e 1
0—; dA=2 x2dA
” e
]

=2 (sin(1ts) cos(2mt)? 212 sin(1ts) ds dt
0
Lyl

=4m? sin®(ms)ds  cos?(2mt)dt.
0 0

Das letzte Integral ist 1/2, das erste ergibt 4/37t. Insgesamt ist damit

(-
%dA_4T[2 i }—gn
g On 3m 2 3
Aus Symmetriegriinden liefern die Integrale Giber y? und z? dasselbe Ergebnis.
Daher gilt
1
ofk 8
— dA = —Kkrrt,
a8 ON 3

wie es sein soll.

Gegeben sei das Vektorfeld
1

L1
+z+1
v: RR-R% v(xy,z)= %z+l %

X+y+1

a. Untersuchen sie, ob v ein Gradientenvektorfeld ist, und bestimmen sie
gegebenfalls ein Potential U.
b. Man besimmte
1
ved§ 1
M

einmal direkt und einmal mit dem Satz von Stokes fur den 1-Wurfel M =c(l),
11

c: [0,1] - R®, c()= %

t



a. Ein diLerenzierbares Vektorfeld v auf dem RS3 ist ein Gradien-
tenfeld genau dann, wenn rotv = 0. Dies ist der Fall:

I I | I I 1
+z+1 -1
EEd 2+ HE o
05, X+y+1 1-1

Also existiert ein Potential U mit [U ¥ v. Dieses findet man durch sukzessi-
ves Ldsen dieser ingesamt drei Gleichungen. Es ist

Ux=Vvi=y+z+1,
somit
U=xy +zx+x+c(y,2z),

denn die unbestimmte Konstante kann hier noch von y und z abhéangen. Aus
Uy = v ergibt sich dann

Uy =X+cy =z+x+1,
also
c=yz+y+d(2).
Mit U, = vz erhalten wir schlielRlich
U, =x+y+d,=x+y+1,
also d = z + const. Ein Potential ist somit
U=X+y+z+Xxy+yz+zx.

b. Mit dem Potential U erhalten wir
1

L )
vedsS dU=UH =u(,1,1)-U(,0,0)=6.
M M c(0)

Eine direkte Rechnung ergibt
[
vedssd (y+z+1)dx+. +(xX+y+1)dz
C
CJ
=3 (2t+1)dt

0
=3(t%+ 1)%: 6,
0

wie es sich gehort.
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