
Ana-3 Vü-11
Ws 2021/22 31.01.22

1 Man bestimme die Flächeninhalt der Einheitsspähre im R3
unter Verwendung

von Kugelkoordinaten.

2 Sei B die Einheitskugel im R3
. Man verifiziere die Identität

Z

B
�f dV =

Z

@B

@f
@n

dA

durch direkte Berechnung beider Seiten für die Funktionen

a. f1 = x2
. b. f2 = x2 + y2

c. f3 = x2 + y2 + z2

3 Gegeben sei das Vektorfeld

v : R3 ! R3, v(x, y, z) =

0
BB@

y + z + 1
x + z + 1
x + y + 1

1
CCA .

a. Untersuchen sie, ob v ein Gradientenvektorfeld ist, und bestimmen sie

gegebenfalls ein Potential U .

b. Man besimmte
Z

M
v • d~s

einmal direkt und einmal mit dem Satz von Stokes für den 1-Würfel M = c(I) ,

c : [0,1] ! R3, c(t) =

0
BB@

t
t
t

1
CCA .
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1 Man bestimme die Flächeninhalt der Einheitsspähre im R3
unter Verwendung

von Kugelkoordinaten.

.Ò Lösung Die Einheitssphäre S2
wird durch

' : [0,1]2 ! @B, '(s, t) =

0
BB@

sin(⇡s) cos(2⇡t)
sin(⇡s) sin(2⇡t)

cos(⇡s)

1
CCA

bis auf eine Nullemnge bijektiv parametrisiert. Zu bestimmen ist das Flächen-

element in diesen Koordinaten. Es ist

's ⇥ 't = 2⇡2
sin(⇡s)

0
BB@

cos(⇡s) cos(2⇡t)
cos(⇡s) sin(2⇡t)

� sin(⇡s)

1
CCA ⇥

0
BB@

� sin(2⇡t)
cos(2⇡t)

0

1
CCA

= 2⇡2
sin(⇡s)

0
BB@

sin(⇡s) cos(2⇡t)
sin(⇡s) sin(2⇡t)

cos(⇡s)

1
CCA .

Der letzte Vektor hat die Länge 1 , und sin(⇡s) · 0 für s 2 [0,1] . Also ist

k's ⇥ 'tk = 2⇡2
sin(⇡s),

und wir erhalten

|S2| =
Z

S2
dA = 2⇡2

Z 1

0

Z 1

0
sin(⇡s) ds dt

= 2⇡2
Z 1

0
sin(⇡s) ds = 4⇡ ,

denn

Z 1

0
sin(⇡s) = 1

⇡
cos(⇡s)

����
1

0
= 2

⇡
. /

2 Sei B die Einheitskugel im R3
. Man verifiziere die Identität

Z

B
�f dV =

Z

@B

@f
@n

dA

durch direkte Berechnung beider Seiten für die Funktionen

a. f1 = x2
. b. f2 = x2 + y2

c. f3 = x2 + y2 + z2
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.Ò Lösung Zuerst die linke Seite. Es ist

�fk = 2k

und damit
Z

B
�fk dV = 2k

Z

B
dV = 2k· 4

3
⇡ = 8

3
k⇡ .

Fur die Berechnung der rechten Seite ist die Beobachtung wichtig, dass

n = x auf @B = S2,

denn das macht die Rechnung einfach. Es ist dann

@fk
@n

= hrfk ,ni = hrfk ,xi = 2fk.

Mit den Koordinaten der vorangehenden Aufgabe ist nun

Z

@B

@f1
@n

dA = 2
Z

@B
x2

dA

= 2
Z 1

0

Z 1

0
(sin(⇡s) cos(2⇡t)2 2⇡2

sin(⇡s) ds dt

= 4⇡2
Z 1

0
sin

3(⇡s) ds
Z 1

0
cos

2(2⇡t) dt.

Das letzte Integral ist 1/2 , das erste ergibt 4/3⇡ . Insgesamt ist damit

Z

@B

@f1
@n

dA = 4⇡2· 4
3⇡

· 1
2

= 8
3

⇡ .

Aus Symmetriegründen liefern die Integrale über y2
und z2

dasselbe Ergebnis.

Daher gilt

Z

@B

@fk
@n

dA = 8
3

k⇡ ,

wie es sein soll. /

3 Gegeben sei das Vektorfeld

v : R3 ! R3, v(x, y, z) =

0
BB@

y + z + 1
x + z + 1
x + y + 1

1
CCA .

a. Untersuchen sie, ob v ein Gradientenvektorfeld ist, und bestimmen sie

gegebenfalls ein Potential U .

b. Man besimmte
Z

M
v • d~s

einmal direkt und einmal mit dem Satz von Stokes für den 1-Würfel M = c(I) ,

c : [0,1] ! R3, c(t) =

0
BB@

t
t
t

1
CCA .
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.Ò Lösung a. Ein differenzierbares Vektorfeld v auf dem R3
ist ein Gradien-

tenfeld genau dann, wenn rot v = 0 . Dies ist der Fall:

0
BB@

@x

@y

@z

1
CCA ⇥

0
BB@

y + z + 1
x + z + 1
x + y + 1

1
CCA =

0
BB@

1 � 1
1 � 1
1 � 1

1
CCA = 0.

Also existiert ein Potential U mit rU = v . Dieses findet man durch sukzessi-

ves Lösen dieser ingesamt drei Gleichungen. Es ist

Ux = v1 = y + z + 1,

somit

U = xy + zx + x + c(y, z),

denn die unbestimmte Konstante kann hier noch von y und z abhängen. Aus

Uy = v2 ergibt sich dann

Uy = x + cy = z + x + 1,

also

c = yz + y + d(z).

Mit Uz = v3 erhalten wir schließlich

Uz = x + y + dz = x + y + 1,

also d = z + const . Ein Potential ist somit

U = x + y + z + xy + yz + zx.

b. Mit dem Potential U erhalten wir

Z

M
v • d~s =

Z

M
dU = U

����
c(1)

c(0)
= U(1, 1, 1) � U(0, 0, 0) = 6.

Eine direkte Rechnung ergibt

Z

M
v • d~s =

Z

c
(y + z + 1) dx + .. + (x + y + 1) dz

= 3
Z 1

0
(2t + 1) dt

= 3(t2 + 1)
����

1

0
= 6,

wie es sich gehört. /
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