Votieraufgaben

Sei E ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt h ; i. Dann definiert
X3y T <hx;yi

ein Skalarprodukt auf E aufgefasst als Hilbertraum tber R.

Sei A eine hermitesche N n-Matrix. Dann definiert
hx;yia 7 hAX;yi

ein inneres Produkt auf C" genau dann, wenn A =>0.

Sei  eine beliebige Indexmenge und Pg die Menge aller endlichen
Teilmengen von . Eine Familie X 2 von Elementen eines komplexen
Hilbertraums heillt summierbar und

X
X X
2
ihre Summe, wenn es zu jedem " >0 ein o2 Pp gibt, so dass
X
X X <" L2 Po ~ o L
2L

. P P .
a. Gilt x X undy Y , so gilt auch
X
Xy 4
2

P
b. Gilt x X , so gilt auch
x
hx;yi hx ;yi:
2
c. Cauchy-Kriterium: X ist summierbar genau dann, wenn es zu jedem
">0ein 2P gibt, so dass
x
x <" K2 Po ~NKN o
2K

d. Ist x summierbar, soistdie Menge f 2 :x 0g abzahlbar.



Votieraufgaben

Welche der folgenden Unterrdaume von L? R sind abgeschlossen?
a E ff:f t f t furfastalle t 2 Rg.
b. F ff:f , 0Ogmit A R messbar.
c. LYRA\L?2R .
Ein Unterraum M in E ist abgeschlossen genau dann, wenn M?? M.
Bestimmen sie
Zq
min  jx3 ax? bx cj’e Xdx;
ab;c 0

indem sie das Problem >hilbertraumméRig< interpretieren.

Schriftaufgaben

i an eine Folge positiver reeller Zahlen mit der Eigenschag, dass

apbn < 1 fur jede Folge by, positiver reeller Zahlen mit b2 < 1.. Dann
gilt a?2<1.
Sei K eine nichtleere, konvexe und kompakte Menge in E. Dann ist die
Abbildung P: E ¥ M, die x 2 E auf das eindeutig bestimmte bestapproxierende
Element P x 2 M abbildet, stetig.

Zusatzaufgabe

FUr eine stetige lineare Abbildung P: E ¥ E eines normierten Vektorraums E
sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) P isidempotent: P2 P.
(ii) Esist E ranP kerP und P ranP 1.
(iii) P ist die Projektion auf ranP entlang kerP.
Ist E ein Hilbertraum, so ist P orthogonal genau dann, wenn aul3erdem gilt
(iv) P istselbstadjungiert: hPx;yi hx;Pyi; Xx;y 2E.
Dabei bedeuet

E U V;

dass U und V abgeschlossene Unterradume von E sind mit U V  E und
U\V f0g.
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Votieraufgaben
Man bestimme die Fourierreihen der auf ; gegebenen Funktionen
a. jtj b. sgnt ¢ jsintfj d. et 2R Z.

Sei A ; messbar. Dann gilt
A Z

lim cosntdt O; |
ntl A n

im sinntdt O:
11 A

Fur die Dirichletkerne
sin n 1=2t

Dh t
n sin t=2

zeige man

kDnk, 1 kDnk; ¥ 1:

Schriftaufgabe

Die Funktionen a. 1=2,cosnt furn£1 b. sinnt firn£1
bilden ein orthogonales und vollstandiges System in L2 0;

Extraaufgabe
Sei nk eine wachsende unbeschrankte Folge natirlicher Zahlen. Dann ist
X 7"fx2 0;2 . sinngx ist konvergentg

eine Nullmenge. Hinweis: Zeigen sie dass fir sin? ngx nur ein Grenzwert
madglich sind.
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Votieraufgaben
Sei f2L! T .Gilt
n2jfnj < 1;
n2z

so konvergiert die Fourierreihe von f absolut und gleichméRig fast tiberall
gegen f.
Bestimmen sie fur >0 und X 2 R den Grenzwert

sin t

lim el dt;
rvl

Gliedweise Integration Sei f: T I R eine Regelfunktion. Dann gilt

Z, xZn
f tdt fne'"tdt

a n2z &
fur jedes Intervall a;b T.

Beweisen sie mithilfe der Fourierreihe der Sprungfunktion die Identitat

X 1 4
NEL n4 90
Schriftaufgabe

Gegeben sind die Fourierreihendarstellungen

X . . X
f fhe'nt: g Gne

Dann gilt
1 2 X
5 ftgx tdt fagne'™:
Mit anderen Worten, esgilt f g~ fn@n n-
Extraaufgabe

Riemannscher Lokalisierungssatz  Sei £ 2 L' T und x 2 T. Gilt

z
i 1=2 t

im Ffx t fx t 2220 bty o

ntl g t

furein c 2R und ein > 0, so konvergiert die Fourierreihe Sf x gegen den
Wert c. Hinweis: Man passe den Beweis des Dinischen Kriteriums entsprechend
an.
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Votieraufgaben

Man zeige, dass C, R™ abgeschlossen in C R" ist, naturlich breztglich der
Supremumsnorm.

Bestimmen sie die Fouriertransformationen der folgenden Funktionen. Hinweis:
Manchmal hilft der Umkehrsatz.
sinx 1 sin? x
b. —— c.
X 1 x2 x?2

Furft tlsintundgt e ft istf g O.

Sei F 2 LY R™ nicht identisch Null, eine komplexe Zahl, und f . Was
gilt dann fur ?

Fur jedes feste g 2 8, ist ¥ , gf auf S, stetig.

Schriftaufgabe

Ist £ 2 LY R™ nur eine Funktion von jxj, so gilt dasselbe auch fiir f.
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Votieraufgaben
Zeigen sie die Stetigkeit der Fouriertransformation auf Sp,.

Finden sie eine Schwartzfunktion mit

> FE

Fur diese Funktion gilt also & ~ = far 1;2;3.

Sei hp nn furn  1;2;... Bestimmen sie

f. F'hy, h;

und zeigen sie, dass kf,k; ¥ 1. Folgern sie, dass F: L1 ¥ C, nicht surjektiv ist.

Sei ¥ 2 Dy, nicht die Nullfunktion. Dannist ¥ Dp,.

Gegeben ist das Rand- und Anfangswertproblem

Uty Uxx U; xX;t 2 0; 0;1
mit
8
<0 auf @ O; 0;1 ;
u
-sinx sin2x auf O; @ o0;1 :

Bestimmen sie mithilfe

a. des Ansatzes u x;t v t sin ¥x ein gew6hnliche Di Cerknzialgleichung

far v und ihre Lésung,
b. der Randbedingungen zuldssige Werte fur ¥,
c. von Superposition eine L6ésung der Aufgabe.

Schriftaufgaben
Bestimmen sie fir >0 und x 2 R den Grenzwert
Z .
. sin t
lim el dt:
ril ror t

Bestimmen sie mithilfe der Fouriertransformation eine Lésung des
Randwertproblems

00

u® u e M lim ux O
x¥1 1
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Votieraufgaben

Sei = 2D und 2 D° . Welche der folgenden Implikationen ist korrekt?
Mit Beweis oder Gegenbeispiel natirlich.

a. 7 0D Z 0.

b. 0> * 0.

Sei L P D ein linearer Di Lerknzialoperator mit konstanten Koe [ziehten.
Dann gibt es dazu genau einen Di Lerknzialoperator L , so dass L L far
alle Distributionen  auf R".

Stellen sie 2 DY R2 mit einer >Knickfunktion« dar.

1

Sei fx eine Folge in L, mit

z
lim jfjd 0 K+
k¥l K

Dann gilt D i QD!() O fur alle

Schriftaufgabe
Sei 0;1 , und definiere

x

i > K 1=k ; >2D

kA1
a. ist eine Distribution auf
b. ist von unendlicher Ordnung.
c. kann nicht zu einer Distribution auf R fortgesetzt werden. Das heif3t, es

gibtkein L2 D' R , sodass L auf
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Votieraufgaben
Auf R ist t , etcos e' eine temperierte Distribution, nicht aber t , et.

Sei T: 8p ¥ C R" linear und stetig mit
[ N I h2R"™:
Gibt es dann eine temperierte Distribution u, so dass
T u ~; 28 ?
Finden sie eine Fundamentallésung fur L @,02 auf R2.

Eine Funktion f 2 L. heiRt schwach di [erenzierbar mit Ableitung g 2 Lj;,

loc
falls £ 0 g was aquivalent ist mit
Z Z

£~ g~d ; =2CclR:
R R

In diesem Fall schreibt man wieder ¥ g. Man zeige, dass die Betragsfunktion
einmal schwach di Cerenzierbar ist, aber nicht zweimal.

Sei ¥ 2 L. _ schwach di Lerenzierbar. Dann gilt

loc

£ - f - f "% -2ch

Wegen der Scheinklausur keine Schriftaufgabe
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Votieraufgaben

Man zeige, dass die Potenzreihen
X X

anz"; nanz"
nAo nAel

1

denselben Konvergenzradius besitzen.

Ist £: C,¥ C reell di Cerknzierbar, so heil3en
1 . -1 .
f > @xT i@y T ; f > @xF i@y T

die Wirtinger-Ableitungen von f. Man zeige:
a. Wird f als Funktion von z und z geschrieben, so ist

of - of
- i -,
0z’ 0z’
und-mitdz d x iy dx idy -
fdz fdz @xfdx @yFfdy:

b. F ist komplex di Cerknzierbar genau dann, wenn f
c. Istf zweimal reell stetig di Cerenzierbar, so gilt

f 4 Ff 4 F:

Die Funktion z , jzj2 ist nur im Punkt O komplex di [Cerknzierbar.

Eine auf einem Gebiet in C reellwertige, komplex di Cerenzierbare Funktion ist

konstant.

Schriftaufgabe

Sei C ein Gebiet und f: T C holomorph. Dann ist ¥ konstant genau

dann, wenn f holomorph auf ist.
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Votieraufgaben

R
Man berechne jzjdz einmal fir den oberen Halbkreis von 1 nach 1 und
einmal fur die gerade Strecke von 1 nach 1.

Sei D die o [ene Einheitskreisscheibe und * : @D ¥ C stetig. Dann ist die

Funktion
Z

w
6D W Z

f: DYC, F2z dw

wohldefiniert und holomorph.

Mit Hilfe_des Cauchyschen Integralsatzes zeige man, dass
1
11 X2

Man berechne, méglichst geschickt,

Z .
Sinz

iz 1j 122 1

dz:

Schriftaufgabe
Ist a eine einfache Nullstelle der holomorphen Funktion f,also f’a 0, so
ist fir hinreichend kleines " > 0
Z
1 0w
| jz aj " f w

dw 1:

N
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Votieraufgaben

Sei f eine ganze Funktion mit j¥ z j c¢jzj" fir jzj > ro mit gewissen ¢ >0,

ro >0 und Nn 2 N. Dann ist ¥ ein Polynom mit Grad n.

Welche Funktionen auf C haben in O eine hebbare Singularitat?

2

p4 p4

a. b. el¥z c. —
ez 1 sin“z
Sei :1 ¥ C stetigdilerknzierbar und geschlossen. Dann gilt
Z Z
1 dz 1 xdy ydx,
2 i z 2 x2 yz '’

wobei X < undy =

Schriftaufgabe

Es seien T und g ganze Funktionen mit j¥j jgj aufganz C. Dannist f
mit einer Konstanten c.

cg
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Votieraufgaben

Sei T in einer punktierten Umgebung von a holomorph. Dann ist a genau dann
einPolvon f,falls jF z j ¥ 1 furz ¥ a.

Ist ein Gebiet, so bildet die Menge M aller meromorphen Funktionen auf
mit der Ublichen Addition und Multiplikation einen Korper.

Sei T eine rationale Funktion, deren Nennergrad um m £ 1 grofRer ist als der
Z&hlergrad. Dann kann z , ¥ 1=z in 0 zu einer holomorphen Funktionen mit
einer m-fachen Nullstelle fortgesetzt werden.

Far eine rationale Funktion f sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) ¥ hat eine m-fache Nullstelle im Unendlichen.
(ii) Es gibt positive Zahlen a <b und r, so dass

b
— ifz)] —; jzj £ r:
izi™ J J izim 1Z)

(iii) Die Funktion z , ¥ 1=z istin O holomorph fortsetzbar und hat dort eine
m-fache Nullstelle.

Schriftaufgabe

Folgende Aussagen sind aquivalent.

a. a istein Pol von ¥ der Ordnung m.

b. z, z a™Ff z hatin a eine hebbare Singularitat mit Wert 0.

c. Es gibt positive Konstanten A < B, so dass in einer punktierten Umgebung
von a

Ajz aj™ jfFzj Bjz aj™:



[

“Say . ..what's a mountain goat doing way
up here in a cloud bank?”
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Votieraufgaben

Sei ¥ auf dem nichtleeren Kreisring Ds;y a holomorph. Dann existieren zwei
eindeutig bestimmte Funktionen g und h mit folgenden Eigenschaften.

(i) g ist holomorph auf D, a und h ist holomorph auf Ds;q4 a .

(i) limjzjyah z 0.
(iii) ¥ g haufDsr a.
Besitzt eine Potenzreihe einen Konvergenzradius r 2 0; 1 , so liegt auf dem
Rand des Konvergenzkreises eine nicht-hebbare Singularitat der durch die
Potenzreihe definierten holomorphen Funktion f.

Welche der folgenden Reihen ist eine Potenzreihe, und welche nicht? Mit
Begriindung naturlich.
X X X

a. 1 z2n b. z1 z?" C. z"
n 0 n 0 n 0

Fur den reellen Arcussinus gilt

Zx dt
arcsin x P l1<x<1:
o 1 t2

Diese Definition kann holomorph auf C fx 2 R : jxj & 1g fortgesetzt werden.

Die letzte Schriftaufgabe

Sei  eine geschlossene Jordankurve in C,und A C . Zwei Punkte gehoren
dann zu derselben Zusammenhangskomponente von A, wenn sie sich durch
einen Streckenzug in A verbinden lassen. Man zeige:

a. Jede Z-komponente ist o [ed und zusammenhangend.

Jeder Punkt a 2 A gehdrt zu genau einer Z-komponente.

Es gibt genau eine unbeschrankte Z-komponente, und dort gilt ind ;a 0.
Alle Punkte einer Z-komponente haben dieselbe Windungszahl bezlglich

Es gibt Punkte a2 A mit ind ;a 0.

® a0 0o



“Now this end is called the thagomizer . . . after
the late Thag Simmons."”
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Votieraufgaben

Bestimmen sie die Singularitédten und Residuen der folgenden meromorphen
Funktionen.

1 z c e? q ze'?
sinz "z 1z 2°2 1 z2 " z2 n2
Berechnen sie die folgenden Integrale.
Z, Z4 I
a _a b dt
"o 1 2tz t4 " o0 1 t2

Sei a eine einfache Stelle einer holomorphen Funktion ¥ u iv. Dann sind
lokal um a die Niveaumengen

Us Tu cg; Ve fv cg

far c in einer Umgebung von ¥ a regulédre, aufeinander senkrecht stehende
Kurven.

Holomorphie parameterabhangiger Integrale Sei C ol[en,
f: a;b ¥ Cstetigund £ ;t flrjedes t2 a;b holomorph auf
Dann definiert
Zy
F z T z;t dt; z2 ;

a

eine holomorphe Funktion F auf

a. Die Funktion 7 : z , Injzj ist harmonisch auf C

b. Ist h: C ¥ R harmonisch, so existiertein 2 R, so dass h z
holomorph auf C fortgesetzt werden kann.

c. Ist h: C ¥ R harmonisch und bei 0 lokal beschrankt, so kann h
harmonisch in den Nullpunkt fortgesetzt werden.
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