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Aufgabe 1.1.

Sei E ein Hilbertraum mit Innenprodukt (-,-) und a,b € E Elemente mit (a,b) > 0.
Zeigen Sie, dass unter den Elemente x € E mit (a,z) > 1 und (b, z) > 1 ein eindeutiges
Element mit minimaler Norm existiert.

Aufgabe 1.2.

(a) Sei E Hilbertraum und A C E. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(i) Ist A ein abgeschlossener Teilraum, dann ist A ein Hilbertraum.
(ii) A ist genau dann dicht in E, wenn A+ = {0}.
(iii) Al ist ein abgeschlossener Teilraum von E.
(iv) Ist 0 € A, dann AN A+ = {0}, sonst AN A+ = .
(v) Ist B C A, dann A+ C B*.

(b) Wir definieren die Teilriume der geraden und ungeraden Funktionen! in L?(T):

L2 ..(T) :={[f] € LA(T) | f(z) = f(—z) fiir fast alle = € T},

]
even
L2a(T) := {[f] € L*(T) | f(x) = —f(—=x) fiir fast alle z € T}.
Zeigen Sie, dass L2, (T)* = L2 4(T) und folgern Sie
L2 (T) = Lgven(’]r) @ Lgdd(T)‘
Aufgabe 1.3.

Wir betrachten einen komplexen Hilbertraum E mit Innenprodukt (-, -) und zugehoriger
Norm |- ||. Sei n € N und « # +1 eine n-te Einheitswurzel. Beweisen Sie die Identitédten

1< 1 [ , ,
) = - la+aylPaf = o [ o+ eyfPe ao,
n 27 J_,
fiir beliebige =,y € E.

Aufgabe 1.4.

Nutzen Sie die Theorie der Fourierreihen (bzw. der Orthonormalbasen) und zeigen Sie

2T Ta
=n 6

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 16.4.2019
besprochen.

"Wie {iblich sprechen wir von Funktionen, meinen aber eigentlich deren Aquivalenzklassen im LP-Raum.
Die Aquivalenzklasse einer messbaren Funktion f wird wie in der Vorlesung mit [f] bezeichnet.
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Aufgabe 2.1.

Sei z € R\Z und definiere die Funktion f(x) := cos(zx). Zeigen Sie, dass die Fourierreihe
von f durch

—-1)" 1 1 -

E sin(7z) (=1) ( + ) e
27 z+n z—mn

nez

gegeben ist. Wie lautet die Entwicklung von cos(zz) in Kosinus- und Sinusfunktionen?

Nutzen Sie die obige Darstellung um zu zeigen, dass

N

. 1
meot(mz) = ]\}lm o
—00 z n
=N

Aufgabe 2.2.

Betrachten Sie die Funktion

—5—x , fiirz e [-m0)

fz) =

0 , firx =0
5—x , firze (0,m)
und bestimmen Sie deren Fourierreihe. Wo konvergiert die Reihe gleichméafig gegen f7

Aufgabe 2.3.

Beweisen Sie die folgenden Identitéten flir die Fouriertransformation

(a) Gilt f € L(T) und g € L(T), dann (fg)n = 352 fa_kds fiir alle n € Z.
(b) Gilt f,g € LY(T), dann (f * g)p = fnin fiir alle n € Z. Hierbei ist

1
Frge) = oo [ Fwgta —u)dy,
T Jr
fiir periodisch fortgesetzte f und g.

Aufgabe 2.4.

Sei f € L*(T), so dass Y, .y In|2|fu]? < co. Zeigen Sie, dass die Fourierreihe von f
absolut und fast iiberall gleichméfBig gegen f konvergiert.
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Aufgabe 2.5.

Wir definieren s(Z) als den Vektorraum aller Familien 2 = (z,,),ez € C%, so dass

sup |n*az,| < oo, fiir alle k € N.
neEL

Sei auBlerdem C'*°(T) der Raum der unendlich oft differenzierbaren periodischen Funk-
tionen f: T — C, d.h. f®)(r) = ) (—7) fiir alle k € Ny. Zeigen Sie, dass die diskrete
Fouriertransformation

F:C®(T) = s(Z): f (f)nez

eine bijektive Abbildung ist.

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 23.4.2019
besprochen.
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Aufgabe 3.1.

Entscheiden Sie bei der jeweiligen auf [—m, 7) definierten Funktion f, auf welchen Teil-
mengen von T deren Fourierpolynome s, f gleichméafig oder punktweise gegen ihre Funk-
tion konvergieren.

(a) cos(zz) fir z€ C\ Z (c) |sin(x)]
(b) sgn(z) (d) sgn(z)(5 — |z|)
Aufgabe 3.2.

Sei C*°([—m, ] x [0,00)) der Vektorraum der Funktionen u € C*°([—m, 7] x [0,00)), so
dass OFu(m,t) = OFu(—m,t) fiir alle k € Ng und ¢ > 0. Sei auBerdem

1 ,
u(n,t) := o /Eu(a:,t)emz dz, ne€Z.

™

Vergewissern Sie sich davon, dass u(n,-) € C*([0,00)) mit 0;u(n,t) = B/t;z(n, t) fir alle
n € Z und t > 0, sowie

Lo u(z,t) = 3 (in) 0" a(n, t)e™

nel

fir alle k,m € Ng, z € T und ¢ > 0.
Aufgabe 3.3.

Sei a € R\ {0}. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung in einer Dimension:

adu(x,t) = Ou(x,t), firzeT, t>0
u(z,0) = f(x), firxeT

Zeigen Sie, dass zu f € C°(T) eine eindeutige Losung u € C*°(T x [0, 00)) existiert.
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Aufgabe 3.4.

In dieser Aufgabe konzentrieren wir uns auf die inverse diskrete Fouriertransformation.
Fiir 2 = (20)n, ¥y = (Yn)n € (*(Z) setzen wir

Flz(0) = Z zne™ fiir € T und
neL

Zz=xxy mit z,:= Za:n_kyk.
k€EZ

Mit der diskreten Faltung (z,y) + z * y wird £1(Z) zu einer Algebra mit Eins.
(a) Zeigen Sie, dass F~': ¢1(Z) — C(T) ein injektiver, stetiger Algebrahomomorphis-
mus ist. Hierbei definieren wir auf C(T) die punktweise Multiplikation.

(b) Beweisen Sie Wieners Lemma:

x € ((Z) ist genau dann beziiglich der diskreten Faltung invertierbar, wenn
Flz(0) # 0 fiir alle € T.

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 30.4.2019
besprochen.
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Aufgabe 4.1.
Seien f € LY(R") und k € N.
(a) Angenommen [, |z|*|f(z)|dz < co. Zeigen Sie, dass dann fe C*(R™) mit
Do Jt) = \/12? / () fla) e da, i o] < b
(b) Angenommen f € C*(R") mit D,f € L'(R") fiir |a| < k. Zeigen Sie, dass dann
t*J(t) = F(Daf)(1), fiir |a] < .

Aufgabe 4.2.

Fiir eine Funktion f € C°°(R") definieren wir

/1

1/p
Nyp) = ( > / (1+ UCQ)NpDaf(fC)deC) , fiir p € [1,00),
la]<n /R

I1£1l3,(00) = sup sup (1 + [z[>)V|Daf()|.
la|<N z€R®

Zeigen Sie, dass es fiir alle p € [1,00] und f € C*°(R")
f €S & VNeN: HfHN,(p) < 0.
Aufgabe 4.3.

Zeigen Sie, dass es auf dem Schwartzraum S,, keine Norm gibt, die den gleichen Kon-
vergenzbegriff definiert, wie die Metrik

[e.e]

n = 9lln o
d ’ _ 2 N ? .
(.9) NZ::I T+ 17 — gllvoo)

Hinweis: Betrachten Sie die Kommutatorrelation der stetigen Operatoren 0; und m;,

wobei (m; f)(x) = ().

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 7.5.2019
besprochen.
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Aufgabe 5.1.

(a) Sei ge L'(R)nC(R), so dass x ~ zg'(z) ebenfalls in L'(R) ist. Zeigen Sie, dass

[Rg(x)dx:—fog’(:E)dx.

(b) Sei nun f € L2(R) n CY(R) mit |f|2 = 1, so dass 2 = xf(x) und f’ ebenfalls in
L?(R) sind. Beweisen Sie die Heisenberg’sche Unschirferelation: Fiir alle a, 8 € R
gilt

i < f@-a)f@)Pde £ @-»HFR)Rdp.
Aufgabe 5.2.

Die Hermitefunktionen® h,, € S(R), n € Ny, sind definiert durch

B (_1)n 21/4
vV 2mn!

Weiter sind die Leiteroperatoren gegeben durch

2 2 ..
T 2re™ | fiir z e R.

hn(zx):

a*p(x) = %(w -0)e(z), ap(x):= %(:p +0:)p(x), fir peSy.

Zeigen Sie:

1
(a) ahp =0 und hy(x) = Ta*hn_l sowie ahy, = /nhy_1 fiir n e N.
n

(b) hy = (=8)"hy.

(c) Die lineare Hiille der Hermitepolynome
H,(z):= hn(x)ex2/2, n € Ny,

besteht aus allen Polynomialfunktionen auf R.

(d) Die Hermitefunktionen bilden eine Orthonormalbasis in L?(R).

Hinweis: Nehmen Sie an, dass f L hi fiir alle k& und berechnen Sie (f,gx) fir

—itx k -
gk(x):( ]ig) € 2/2-

In der Literatur werden eigentlich die Funktionen (27)*h,, und (27)Y*H,, als Hermitefunktionen und
-polynome bezeichnet. Wir benutzen eine leicht abgeénderte Definition, um unseren zuséatzlichen Faktor in der
L?-Norm zu kompensieren.
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Aufgabe 5.3.
Der (quantenmechanische) harmonische Oszillator wird durch den linearen Operator
L. o .
HSO(:L‘) = 5(—61,+IE )QO(I'), fUI'gOESb

modeliert.

(a) Zeigen Sie, dass H =a*a+ % ids, und die Hermitefunktionen auch Eigenfunktionen
des harmonischen Oszillators sind.

(b) Beweisen Sie: Eine Folge (¢, ) c S; konvergiert genau dann gegen ¢ in S;, wenn

[ - ) (@) 2,

fur alle k € Np.
(c) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € S

> i (@, hi) ——> ¢ in S
k=0

D.h. die Hermitefunktionen (hy)gen, bilden eine sogenannte Schauderbasis von Sj.

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 14.5.2019
besprochen.
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Aufgabe 6.1.

Seien —oo < a <b< oo und Q2 = (a,b). Angenommen die Funktion f:[a,b] - C ist stetig
differenzierbar auf [a, b] bis auf endlich viele Sprungstellen x1,...,z, € (a,b). Sei f" die
punktweise Ableitung von f auflerhalb der Sprungstellen. Zeigen Sie, dass dann fiir die
distributionelle Ableitung

DAf = Afr + f:l(f(.f]"') - f(x]_)) 596]'
j=

als Distribution in D'(2) gilt und {iberlegen Sie sich ein Beispiel fiir f und DAy.
Aufgabe 6.2.

Sei ¢ R™ offen und seien fj, f € L () fiir j € N. Zeigen Sie, dass die folgenden
Konvergenzverhalten die Konvergenz von Ay, — Ay in D'(§2) impliziert.

(a) Es existiert p € [1,00] mit f;, f € LP(Q) fiir j e N und ||f; - f[, = 0.
(b) Es existiert g € L} () mit |f;| < g fast {iberall fiir alle j € N und es gilt f; - f

loc
punktweise fast iiberall.

Punktweise Konvergenz der f; gegen f impliziert noch nicht die Konvergenz in D’(2)

(c) Finden Sie f, f;, so dass fj(x) — f(x) fiir alle x € Q, aber Ay, + Ay in D'(Q).
Aufgabe 6.3.

Nun widmen wir uns der Faltung von Testfunktionen mit Distributionen.

(a) Zeigen Sie, dass der Raum der Testfunktionen D, = D(R") auch eine Algebra
bezigliche der Faltung ist.

(b) Seien A € D!, und ¢ € D,,. Zeigen Sie, dass die Faltung
A (@) = Amoi

eine glatte Funktionen definiert. Hierbei @¢(y) = ¢(-y) und m.0(y) = ¢(y — x).

(c) Vergewissern Sie sich davon, dass 0, * ¢ = T,¢.

Sei nun (p;); © L*(R™) eine Dirac-Folge. In der Vorlesungen wurden gezeigt, dass
D, — &y in Dy,.

(d) Fiir welche Dirac-Folgen (¢;); gilt auch ¢; ¢ — 1 in D, fiir alle ¥ € D,,?
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Aufgabe 6.4.

Seien A € D), mit D, A = 0. Sei e,, der n-te Basisvektor der Standardbasis im R".

(a) Aoy, =A fiir alle heR

(b) Falls A = A, fiir eine stetige Funktion u, dann gilt u(z’,z,) = u(z’,0) fir alle
' e R" ! und z,, € R.

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 21.5.2019
besprochen.
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Aufgabe 7.1.

Aus der Analysis ist bereits bekannt, dass

:/;f(t)dt

eine Stammfunktion von f € L'(R) ist. Zeigen Sie, dass u = F * f mit der Fundamen-
tallosung E auf das gleiche Resulat fiihrt.

Losung 1

Wir betrachten die Differentialgleichung v’ = f. Die Fundamentalléosung E dieser Dif-
ferentialgleichung erfiillt £’ = §. Wir wissen bereits, dass die distributionelle Ableitung
der Heavysidefunktion H die Deltadistribution ist. Dementsprechend gilt

u(z) = (Ex f)(x) = (H * f)(x / H(t) - f(x—1t)dt = / flz—t)dt = / f(t)

Aufgabe 7.2.

Die Laplacegleichung auf R™ lautet Au = f. Zeigen Sie, dass
1
(n — 2)w,rn—2
eine Fundamentallosung fiir n > 3 ist. Dabei ist w, das Volumen der Einheitsspére in
R™ und r = |z|. Wie lautet die Fundamentallésung F fiir n € {1,2}?

E(r) =

Losung 2

Diese Distribution hat offensichtlich ihren Trager im Nullpunkt, denn fiir jede Testfunk-
tion ¢ mit 0 ¢ supp(¢) ist (AE)(¢) = §(¢) = ¢(0) = 0. Wir betrachten daher zuerst die
harmonische Gleichung AE = 0 auf R™. Suche eine rotationssymmetrische Lésung, d.h.
E = v(r) und [Bemerkung: A = 92 + 19, + Winkelableitungen in Kugelkoordinaten]

-1
" (r) + i

v'(r) = 0.

,
[Bemerkung: v'(r) # 0 sieht man spéter]

V" (r) n—1

V(r) r
[

@/idz—(l—n)ln(r)—i—(j
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& In(v'(r)) = (1 —n)In(r) + C

oo (r) = L) —: g2 — p)pl

=) =ar* " +b
mit Konstanten a,b € R. Wihle diese so, dass (AE)(¢) = ¢(0) fiir jede Testfunktion ¢
gilt. Es ist

_ b dr P . — i
(AE)9) = | AE-¢da”™ / E-Agdr = lim

E-Addx
Rn €

Q
mit Q := {z : x| > €¢}. Wie wir anfangs gesehen haben, ist AE = 0 auf Q, damit
konnen wir den Satz von Green anwenden:
(AE)(¢) = lim/ E-Ap—¢-AEdz ““™ lim [ E-9,¢—¢-0,EdS.
=0 Jq, =0 Joq,
Aus E = O(e™) folgt [y E - 9,¢dS = O(™ - 1) = Ofe), dieses Integral
verschindet dementsprechend fiir ¢ — 0. In das verbleibende Integral kénnen wir

O0-E =v'(r) = a(2 — n)r'~" einsetzen:

(AE)(¢) =1lim [ —¢ 0, EdS

e—0 895
=a(n —2) lim ¢
e—0 90 rn—

s

1
Subst. a(n—2)lim | ¢oedS
u=x/e e—0 Jgn

= a(n —2)$(0)[S"].

Sei wy, := |S™|, dann folgt (AE)(¢) = ¢(0) & a(n—2)w, =1 < a = m [Spétestens
hier ware klar: v ~ +a, a ~ £1/(...) = v/ ~ 1/(...) > 0]. Wahle b = 0, dann folgt die
Behauptung.

Fiir n = 2 verliuft die Rechung analog bis v'(r) = ar'™", es folgt v(r) = aln(r) + b.
Wahle b = 0, dann gilt

E-9,¢dS = eln(e) =0
0N
und
(AE)(¢) =lim [ —¢-0,EdS
e—0 I n
¢

= —qlim —dS
e—0 9. r

Subst-_ 1im poedS

’LL:I/G e—0 sn

— —ag(0)[s"].
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Es folgt a = —5= [Vorzeichenfehler im Buch].

Fiir n = 1 wissen wir bereits, dass H' = § fiir die Heavysidefunktion H gilt. Dement-
sprechend ist

E'(z)=H(z) 2 E(z) = / : H(z) dz = Xjg00) (@) - 2

Aufgabe 7.3.

Zeigen Sie, dass mit r = |z|

cos(cr)

E(r) = 47

eine Fundamentallésung von (A + c¢?)u = f in R3 fiir alle ¢ € R ist.

Losung 3

Der Nachweil geht analog zum Beweis in Aufgabe 2: Zuerst zeigen wir, dass
(A+c)E(r) =0 fir r > 0 gilt.

AB(r) = B'(r) + L E'(r)

__csin(er)  cos(er)

E(r) = 47r72’ 4772
in cos(cr
N
cos(cr
= E"(r)+ ;E/(T) = _0247(””) = —c2E(r)
S (A+AE=0
Dann zeigen wir (LE)(¢) = ¢(0) mit L := A + ¢
(LE)(¢ —hm/ E- L(ﬁdm—hr% QEE-L¢—LE-¢dx.

Es gilt
E-Lp—LE-¢=FE-(A+c*p)— (AE+PE)p=E-Ap— AE - ¢,
folglich ist

(LE) (o —hm/ E-A¢p—AFE - ¢pdr = lim E-0,¢—0.E-¢dS
e—0 e—0 90

—lim | —0,E-¢dS.
e—0 90
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Betrachte die Summanden in E’(r) getrennt:

r

90 s3

?"2 S3

/ COS(CT)gb(r) iS = [ (6-cosoc)oeds €20 S3|4(0) - cos(c - 0) = [S3|p(0)
00
Daraus folgt

(LE)(¢)

— <_47r 00— 47r.47r.¢(())> = ¢(0).

Aufgabe 7.4.

Finden Sie eine Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung in R", indem Sie
Ut = Ugg, u(0)=H (1)

mit der Heavysidefunktion H betrachten.

Loésung 4
Betrachte zuerst n = 1. Mit dem Ansatz u(t,z) = v <i> folgt
1 T 1
v (“f) - <_> B2y <> 1
Vi 2 Vi) ot

(5= (3)

Sy (y)=-2-2"(y).

5

Diese Differentialgleichung ist wieder mit Separation der Variablen losbar:

v 2
vt = -2/ e [ S0 ay= [ Ly mew) =4 +o
2

&' (y) = exp (-f) exp(c) =: aexp <—Zf) Hoyly) = a/: exp <—i> dy,

x/v/t 52
u(t,z) = a/ exp <—4) ds.

Es muss noch gelten u(0,2) = H(z), das heiit lim;ou(t,z) = 0 fir x < 0 und
limy o u(t,z) =1 fir x > 0. Es gilt

das ist dquivalent zu

b 2
: . s
%E)I(l) u(t,x) = abgljloo N exp <—4 ) ds =0
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fir z < 0 und

o0 2
limu(t, z) = a/ exp <—S4> ds = aVvdmr

t—0 o

fiir z > 0. Damit folgt a = \/%, das heif3t

1 x/\/t 52
u(t,x) = \/éﬁ/ exp <4> ds

16st (1). Damit 16st G(t,2) := dpu(t,z) G(0,-) = § und 8;G = 9,0u = 9,0%u = 92G,
das heifit

1 72
G(t,x):\/mexp %

ist eine Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung in einer Dimension. Eine Fun-
damentallésung in hoheren Dimensionen erhalten wir als Produkt von eindimensionalen
Losungen:

OF(fr(t,m1) - oo fult,zn)) = (7 filt,21)) - fa(t, o) - oo - fult, 2n)
O(fi(t,x1) - oo s fu(t,zn)) = (Ocf1(t, 1)) - falt,z2) - o - fru(t, Tn) + ..
+f1(t71'1) Ceee fn—l(tamn) : (atfn<t7xn))'

Es ist also

E(t,xz) = HG(t, x;) = \/41%” exp GLL)

=1

eine Fundamentallésung von u; = Awu auf R™.

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 28.5.2019
besprochen.
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Aufgabe 8.1.

Geben Sie an, in welchen Punkte z = = + iy die folgenden Funktionen komplex diffe-

renzierbar sind:
1. f(z) = Re(z2)
2. f(2)

exp(sin(z))
Aufgabe 8.2.

Sei f : C — C komplex differenzierbar und 2y € C mit f’(z9) # 0. Verifizieren Sie,
dass die f entsprechende Abbildung von R? dann in zy winkeltreu ist, das heiit: Die
Jacobimatrix von (x,y) — (u(x,y),v(z,y)) = (Re(f(xz + iy),Im(f(x + iy)) ist in
(x0,90) := (Re(z0),Im(zp)) eine Drehstreckung:

Uz (0,50) uy(zo,y0) | _ [cos(p) —sin(yp)
vz(20,%0)  vy(T0,Yo) sin(p)  cos(p)
fiir ein > 0 und ein ¢ € [0, 27).
Aufgabe 8.3.

Sei v : R? — R zweimal stetig differenzierbar mit Au = 0.
1. Zeigen Sie, dass u der Realteil einer zweimal komplex stetig differenzerbaren Funk-
tion f : C — C ist, das heiBt Re(f(x +iy)) = u(z,y).

2. Benutzen Sie a), um « € R so zu bestimmen, dass
u(z,y) == 3z% + ay?® — 4oy + 3

der Realteil einer holomorphen Funktion ist.

3. Benutzen Sie das Ergebnis aus b) und berechnen Sie die zu u konjugiert harmoni-
sche Funktion v, fir die v(0,0) = 1 gilt.

Aufgabe 8.4.

Zeigen Sie:

1. Ist f: C — C analytisch, dann ist auch g(z) := f(Z) analytisch.

2. Ist f(z + 1y) = u(z,y) + iv(z,y) analytisch und A = 88—;2 + 8%22, dann folgt
Alf[? = 2|V
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Losung 1

1. u(z,y) =z,0(z,y) =0 = uz(z,y) =1 # 0= vy(x,y). Somit ist f fiir kein z € C
komplex differenzierbar.

2. Es ist sin(x + iy) = sin(z) cosh(y) + i cos(x) sinh(y). Damit folgt
eSin(@tw) — sin(@) cosh(v) (co5(cos(z) sinh(y)) + i sin(cos(z) sinh(y)),

also

= 8n(®) e0sh(¥) cog(cos(z) sinh(y)),

= 5@ cosh(W) i (cos () sinh(y)).

Unter Anwendung der Produkt- und Kettenregel folgt
Uy (1, y) =@ hW) (sin(z) sinh(y) sin(cos () sinh(y))+
cos(z) cosh(y) cos(cos(x) sinh(y)) = vy (z,y)
uy(aj, y) :esin(z) cosh(y) (sm(z‘

cos(x) cosh(y) sin

sinh(y) cos(cos(x) sinh(y)) -

)
(cos(x) sinh(y)) = —va(,y),

also ist f auf C komplex differenzierbar.
Losung 2
Weil f komplex differenzierbar in zg = xg + iyo ist, gilt
uz (0, Y0) Uy(ﬁov’yo) _ uz(T0,%0) —vz(T0,%0) _. (@ —b
vz (20, %0)  vy(Z0, Yo) vz (20, Y0)  ua(To,Yo) b a

Auflerdem ist 0 # f'(z0) = a+ib = r := va? + b*> > 0. Wegen ||(a/r,b/7)|| = 1 existiert
ein ¢ € [0,27) mit (a/r,b/r) = (cos(¢),sin(¢)). Also ist

Uz (T0,%0)  uy(zo,Yy0) B a/r —b/r . cos(¢) —sin(¢)
vz(z0,y0)  vy(z0,Y0) b/r a/r sin(¢)  cos(¢) |
Losung 3

1. Sei h: R? — R? definiert durch h(z,y) := (—uy(z,y), uz(z,y))?. Dann ist h stetig
differenzierbar und es gilt rot(h) = (h1)y — (h2)s = —Uyy — Ugs = —Au = 0. Somit
existiert ein Potential v : R — R, sodass

Vu="h& (vg,vy) = (—uy, uzg) (1)
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gilt. Definiere f : C — C durch f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y). Dann erfillen v und
v nach (1) die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen und somit ist f komplex
differenzierbar. Aufierdem gilt nach Konstruktion Re(f(z + iy)) = u(z,y).

2. Fiir u(x,y) = 32% + ay? — 4wy + 3 gilt Au(r,y) =6+2a =0« a = —3.
3. Es muss gelten:
vy(2,y) = (32% — 3y* — day + 3), = 62 — 4y = v(z,y) = b6zy — 2y + C1(x). (2)
Auflerdem
ve(z,y) = —(—6y — 4x) = 6y + 4x = v(z,y) = 6xy + 222 + Co(y). (3)

Aus (2) und (3) folgt v(x,y) = 6xy — 2y* + 222 + C. Mit v(0,0) = 1 folgt
v(z,y) = 6zy — 2y% + 222 + 1.

Losung 4

1. Flir z # zg gilt

9(z) —9(=0) _fE)-f=) _[fE)-[fE) _ (f(z) —f(Zo)) _ (f(Z) —f(o))

Z— 20 Z— 20 Z — 20

und damit auch

lim, ., 1) = 9(20) _ limz_>z()<‘w> ~lime e (f(z)—f(o)>

zZ— 20 zZ— 20

Also ist g analytisch mit ¢'(z9) = f/(Z0).

2. Sei f = u+iv, dann ist |f|* = u® + 0. Bsist (u?) = (2utia)s = 2(tz)? + 2utige,
analog (uz)yy = 2(uy)? + 2uuy,. Daraus folgt

| e

Au? = 2(ug)? + 2(uy)? + 2u(tigg + tyy) =0 2(ug)? + 2(uy)?. (4)
Analog zeigt man Av? = 2(v,)? + 2(vy)?%. Es folgt

AlfP = 2(ua)? + 2(uy)? +2(v2)* +2(vy)* = 2 (|ug + iva]” + [uy + ivy|?) = 2/|V ]|

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 04.06.2019
besprochen.
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Hohere Analysis (SS 2019)
Vortragsiibungsblatt 9

Aufgabe 9.1.

Berechnen Sie folgende Integrale durch Parametrisierung der Wege

/|z| dz

7 ist das Geradenstiick von —¢ nach
v ist der Halbkreis von —¢ nach ¢ gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen

2. /|z|2 dz

) 7y ist die Verbindung durch Geradenstiicke von 0 iiber 1 nach 1+ i
il) «v ist die Verbindung durch Geradenstiicke von 0 iiber 7 nach 1 44

3. /|z|2 dz,
gl

y={x+iy : 22 +y? =1Ly >0lu{xr+iy : y = 0,]z] < 1} gegen den
Uhrzeigersinn durchlaufen

Aufgabe 9.2.

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen nicht holomorph sind, indem Sie §|Z|:1 f(z)dz
berechen.

1. f(2) = Re(z)
2. f(z) =2

Aufgabe 9.3.

Zeigen Sie: Fir k,m € Nund k < m gilt

o,
|z|=1 z
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Aufgabe 9.4.
Zeigen Sie: Gilt f € L}(C,C),
lim Rmax |f(z)| = 0 und 30 : f|p, (o) beschrinkt,
R—oo  |z|=R

so folgt

R—o00 €e—0

/R f(@)dz = lim lim ]iﬁ F()dz

mit v, g wie auf dem folgenden Bild:

Spater werden wir diese Aussage verwenden und den Residuensatz auf die rechte Seite
anwenden, um Integrale {iber die reelle Achse sehr einfach berechnen zu kénnen.
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Losung 1

1. i) v wird parametrisiert durch s(t) =¢-i, —1 < ¢ < 1. Damit ist

1
/\z| dz:i-/ |t| dt = 1.
ol -1

ii) v wird parametrisiert durch s(t) = e, —7/2 <t < 7/2. Damit ist

/2 ) )2
|z| dz = 1oie dt =i [—ie"]”", =i-(1+1) = 2i.
. /2 w/2

2. i) Wie in 1. ii) werden zwei Parametrisierungen gewahlt: s1(t) = ¢, so(t) = 1 + it,
0 <t <1, dann ist

1 1 1 4
/|z!2 dz:/ t2 dt+/ A+t3)-idt==+ i
. 0 0 33

ii) Analog beim Streckenzug 2 mit den Parametrisierungen s;(t) = it, s2(t) = i +t,
0 <t < 1. Daraus folgt

' ! 41
/’2’2 dz—/ t2'idt—|—/ (1—|—t2) dt = = 4 =4
gl 0 0 3 3

3. Es seien s1(t) =t, —1 <t <1 und s3(t) = e, 0 < ¢ < 7. Dann ist
1 T ) ) ™
/ 12|z dz = / |t]t -1 dt +/ lele™™ - ie™ dt =0 +/ i dt = mi.
Y -1 0 0

Losung 2

Die Parametrisierung von {z € C : |z| = 1} ist v(¢) = €.
1. Somit ist
7{2 o Re(z)dz = /0 T cos(¢)ie' do
on on
i < /O cos?(9) oy + i /0 cos(6) sin(0) d¢>>

27
= 2(h)d
Z/o cos”(¢) d¢
=1im #0.
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Ware f holomorph, miisste das Integral iiber einen geschlossenen Pfad verschwinden.

2. Analog gilt

2m
?{ Zdz:/ e e do
|z|=1 0
2m
—/ ide
0

=2mi # 0.

Losung 3
Es ist
oo
. _ (=1) 2n+1
sin(z) = Z nt 1) .
n=0
Damit folgt
Sin(zm) — i (_1)71, 2mn+m—k
2k — (2n+1)!

und somit

sin(2?) 7{ D" opimek
dz — mntm—k g
fiz—l z : |z|=1 nE:O (2n + 1)'Z ‘

fim

(_1)n Zan—l—m—k dz

vt (2n +1)!

— - (_1)n f Z2mn+m—k dz
ne0 (2n + 1)' |z\:1

— i =" 0
o (2n +1)!

=0,
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weil 22m+m=k fiir i € N und m > k holomorph ist. Gleichung * gilt, weil

n ’z‘an+m k
7{ Z 2mn+m k <f dz
l2l=17 2”+1 l2l=1 7

— (2n+1)!

N
‘%Z 12 2n+

n:l

N o
f

n=1

% edz
|z|=1

= 2me < 00.

IN

IN

Das heifit f(z) = e ist eine integrierbare Majorante fir fy(z) = Zﬁle (é;i):)!ZQm”J“m_k .

Losung 4
Es gilt
dz = d d d
jiR f(z)dz /YR f(z)dz+ /[R,R]/[e,e] f(z)dz + /% f(z)dz
und
/ f(z)dz <7rRmaX\f 2)| Ropey),
R

|z|=R
AuBlerdem ist

< memax |f(z)| < Cme 0.

|2|=e

/%f()dz

Somit folgt

lim lim% f(z)dz = lim lim f(z)dz = / f(z)dz = / f(x)dx
R=ro0em0./y g R=00 =0 J[-R,R]/[-e] R R

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 18.06.2019
besprochen.
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Hohere Analysis (SS 2019)
Vortragsubungsblatt 10

Aufgabe 10.1.

Berechnen Sie folgende Integrale mit den Formeln, die aus der Cauchyschen Integral-
formel folgen.

1 e*
Lo dz e
—1)=1 (2 = 1)3 (22 + 1) v (22 — mi)?
14 24 Dabei ist v ein beliebiger geschlos-
2. 3 .5 dz
l2|=1/2 2° — % sener Pfad.

Aufgabe 10.2.
Zeigen Sie: Das Bild einer ganzen, nicht konstanten Funktion ist dicht in C.
Aufgabe 10.3.

Sei 2 C C ein Gebiet und u € {u € C*(Q) : Au = 0,Vz € Q 0 < u?(x) € R}. Zeigen
Sie, dass in diesem Fall v := In(u) die Relation Av < 0 erfiillt.

Aufgabe 10.4.

Zeigen Sie, dass der Konvergenzsatz von Weierstrafl nicht im Reellen gilt, indem Sie
Funktionen f,, und f finden, fiir die gilt:

1. fn:]a,b] — R konvergiert gleichméBig gegen f : [a,b] — R, aber f,, — f gilt nicht.
2. fn : [a,b] — R konvergiert gleichméfig gegen f : [a,b] — R, aber f ist nicht
differenzierbar.

Aufgabe 10.5.

Sei zp € Cund f: Br(20)\{20} — C holomorph. Weiter gelte
3C >0, Je €] —o0,1[: |f(2)] < Clz— 20| Vz € Br(20)\{20}. Man zeige, dass f in den
Punkt 2y € C fortgesetzt werden kann.

Aufgabe 10.6.

-1 1
Sei J := 0 und [ := 0 . Zeigen Sie, dass
1 0 0 1

exp(Jt) =1 - cos(t) + J -sin(t)

gilt. Zeigen Sie insbesondere, dass die entsprechenden Reihen in C?*2 konvergieren. Diese
Formel ist das Analogon in R? zu der Eulerschen Identitiit exp(it) = cos(t) + isin(t)
in C.
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Losung 1

Es ist

% f(Z) dz:@f(k)(a)

(z —a)kt! k!
fiir jede analytische Funktion f.

1. Wéhle f(z) = dann gilt

2+1 ’

| B 1), 2
}’i_l._l G-I dz‘ﬂi_l._l Gop =W

Es ist
() = —2z \'_ 2z +1)° +822(:* +1)
(22 + 1)2 (2’2 + 1)4
Es folgt
1
1! 1 —
711 = 5
und

j{ 1 d Iy
z = —.
le—1=1 (2 = 1)3(22 + 1) 2

2. Wahle f(z) = HZ , dann gilt
1+ 24 27i
l2|=1/2 2° — % l2|=1/2 # 1!

423(z — 1) — (14 2)
ERE

Es ist

F'(z) = = f'(0) = -1

und somit

1424
——— dz = —2mi
]I{zll/2 5 i

3. Fall 1: v umrundet nicht den Pol = f o m)Q dz = 0.
Fall 2: v umrundet den Pol 0 # n-mal gegen den Uhrzeigersinn. Es gilt

e e 1
(2z —mi)2 4 (z—7i/2)%’

z

wihle also f(z) := <. Dann folgt

e® 2me i 2mi i nm
" dr= )y EEemi/2 ) 2 -
}{(22—711’)2 ST <2> SV " 2
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Losung 2

Es ist

Damit folgt

_ 2k 2k 2k+1,2k+1
exp(Jt) —ZE Z t +Zm<] t
n=0 k:O
o (DR o D e
= It 71”
,;0 2%)! +Z k1 1)
=1 -cos(t)+ J- sm( )

Loésung 3

Sei f ganz und nicht konstant. Es gilt f(C) dicht in C < Vz € C 3z, € f(C) : z, — z.

Gegenannahme: f(C) ist nicht dicht in C. Daraus folgt Ja € C : g(z) := ﬁ ist
beschrankt. Aulerdem ist g holomorph (nachrechnen), damit folgt mit dem Satz von
Liouville:
- 1 l1+c
g ist konstant < 7 —a =col=cf(z)—cas f(z) = T & f ist konstant

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass f nicht konstant ist. Dementsprechend
war die Gegenannahme falsch, es gilt f(C) ist dicht in C.

Losung 4
Es gilt
0; 0; 82 2
8jv:j—u:>8?v: Gu)” u) :>Av—282 \Vu| +7u: ]Vu| <0.
u u? u u?
Losung 5

1. Sei fn(x) = M daraus folgt |f,(z)] < X — 0. Das heiBt f, konvergiert
gleichmafBig gegen f ( ) = 0. Es gilt jedoch f](x) =
folge konvergiert nicht gegen die Nullfunktion

cos(nx), diese Funktionen-
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2. Sei f(x) = |z|, dann lasst sich f auf [-1, 1] als Fourierreihe schreiben:
f(x) =37 ay cos(nx). Wahle fn := Zﬁfzo an cos(nx), dann konvergiert fy gleichméaBig
gegen f, fn ist holomorph, aber f ist in z = 0 nicht differenzierbar.

Ein weiteres Beispiel ist fy(z) := ZZ’LVZO b"™ cos(a"mx) mit 0 < b < 1 und
ab > 1+ %w, a € 7Z ungerade. Dann ist fy holomorph und konvergiert gegen ein
f, das tiberall stetig und nirgens differenzierbar ist (WeierstraBscher Ddmon)

Losung 6

Fallunterscheidung zwischen € < 0 und 0 <€ < 1:
1. Sei € < 0, dann gilt
lim f(z) =0.

zZ—20

Somit ist f in einer punktierten Umgebung von zg beschrankt und holomorph. Nach
dem Riemannschen Hebbarkeitssatz lasst sich f zu einer holomorphen Funktion
f: By(20) = C fortsetzen

2. Sei 0 < e < 1, betrachte g(z) := f(2)(z — 2p) fiir z # 2zp und g(z) = 0 sonst. Dann
gilt

lim g(z) =0,

Z—r 20

also lasst sich ¢ nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph fortsetzen.
Insbesondere lasst sich g als Potenzreihe darstellen:

g9(z) = Z an(z — 2zp)".
n=0

Wegen ¢(zp) = 0 folgt ap = 0 und somit

[o.¢] o
9(2) =Y an(z—20)" = ang1(z — 20)"
n=1 n=0

= 5 = 2 S (e - ) ant By (o) (2o}

Z— 20 =0

Aufierdem ist die Potenzreihe

o
Z an+1(z - ZO)TL
n=0

holomorph auf B, (zp), also ist sie eine holomorphe Fortsetzung von f.

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 25.06.2019
besprochen.
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Hohere Analysis (SS 2019)
Vortragsuibungsblatt 11

Aufgabe 11.1.

Beweisen Sie das Schwartzsche Lemma: Es bezeichne B := B1(0) = {z € C : |z] < 1}
die offene Einheitskreisscheibe. Sei f: B — B eine holomorphe Funktion mit f(0) = 0.
Dann gilt |f(2)| < |z| fiir alle z € B und |f'(0)| < 1.

Falls in einem Punkt zg € B, zg # 0, zusétzlich die Gleichheit |f(zg)| = |20| besteht oder
|f/(0)] =1 gilt, so ist f eine Drehung, d.h. f(z) = e** - 2 fiir ein geeignetes A € R.

Aufgabe 11.2.

Folgern Sie aus dem Schwartzschen Lemma: Die biholomorphen Abbildungen des Ein-
heitskreises in sich sind genau die Mobius-Transformationen

(z)_az—i-b
g _l_)z—l-c_z

mit aa — bb = 1.
Aufgabe 11.3.

Zeigen Sie: Sei f holomorph, D beschrinkt, |f| stetig fortsetzbar auf D und | f| konstant
auf D. Dann ist f konstant oder 3z € D : f(z) = 0.

Aufgabe 11.4.
Geben Sie eine Laurentreihe fiir die folgenden Funktionen an:

(z):Mauf0<\z|<oo

z

W N =

- f
Cf(z)=exp(z71) auf 0 < |2| < 0
.f(z):mauf0<|z—1|<1,1<|z—1|<2und2<\z—1\<oo

Aufgabe 11.5.

Sei D offen, beschrankt, zusammenhéngend und seien u, v holomorph mit v = v auf dD.
Zeigen Sie: Es gilt u = v auf D. Zeigen Sie, dass die Aussage auch fiir u,v : R® — R
harmonisch gilt. Insbesondere ist die Losung des Poissonproblems Au = 0 in D,

u = g auf 9D somit eindeutig.
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Losung 1

f ist holomorph, also auch analytisch. Das heifit
o
Ja, € C: f(z) = Zanzn auf B.
n=0

Es gilt f(0) = 0, daraus folgt ag = 0. Insbesondere

_ - n f(z) _ . n—1 __ . n
f(z)—Zanz :>?—Zanz —ZanHZ .
n=1 n=0 n=0
Per Definition ist
ren o J(2) = f0) o f(2)
f(o)_,llg%) z—0 _llgtl) z

folglich ist

@, fiir z#0
9(2) = )
f(z), firz=0

holomorph und besitzt die Taylorentwicklung g(z) = > 7 jan412" auf B. Nach dem
Maximumsprinzip nimmt g sein Maximum nicht auf B,(0),0 < r < 1 an. Gleichzeitig

nimmt g als stetige Funktion sein Maximum auf der kompakten Menge B,.(0) an. Folglich
wird das Maximum auf 0B, (0) angenommen. Dort gilt

f(z)eB
ICTECSY
T T

9623 = |12

Diese Ungleichung gilt auch fir r — 1:
9(2)] <1 & [f(0)] < LAVz € B\{0} : [f(2)] < I2]-

Mit f(0) = 0 gilt |f(z)| < |z| Vz € B. Falls |f'(0)| = 1 oder 329 € B : |f(z0)| = |z0],
dann gilt 3z9 € B : |g(20)| = 1. Damit nimmt g sein Maximum auf der offenen Menge
B an und ist nach dem Maximumsprinzip konstant. Es gilt also g(z) = ¢ mit |¢| = 1,
das heifit f(z) =c- z. Es gilt

=1 3AeR: c=e? = f(z) =™ - 2.

Losung 2

Vor dem Beweis miissen wir einige Aussagen iiber Mobiustransformationen wiederholen:
Sei g(z) = *b mit aa — bb = 1. Dann gilt g(B) = B, g ist biholomorph und g~ ist

bz+a
wieder eine Mobiustransformation der Form gjjr'ab .




Prof. Dr. Jiirgen Poschel

Jonas Brinker M.Sc.
Universitat Stuttgart Maximilian Klumpp M.Sc.

Insitut fiir Analysis, Dynamik

und Modellierung

Sei nun F' : B — B eine beliebige biholomorphe Funktion, insbesondere gilt F'(0) € B.
Wahle nun

az+b 1 _
== it g(F(0)) =0 b= —aF(0 da=,|——— G—bb—=1
9(z) e+ a mit g(F'(0)) & aF(0) und a " FOT0) = ad ’

dann ist f := go F : B — B, weil f(B) = ¢g(F(B)) = g(B) = B. Aulerdem ist f
biholomorph als Verkettung biholomorpher Funktionen und es gilt f(0) = g(F(0)) = 0.
Nach dem Schwartzschen Lemma gilt | f/(0)| < 1 fiir die Umkehrfunktion f := f~!. Mit
der Kettenregel gilt aulerdem

=f(f(2)=1=F(f(2) f(2)
=1= f"(f(O)) - f1(0) = f(0) - f/(0)
= |f(0)] = > 1.

f (

)
Nach dem Schwartzschen Lemma gilt |f’(0)] < 1, damit ist |f'(0)] = 1. Aus dem
Schwartzschen Lemma folgt auflerdem, dass

ix/2
L€tz az+b
B == 3p =51 a

gilt mit a = ¢*/2 und b = 0.

Losung 3

Fallunterscheidung;:
1. f besitzt eine Nullstelle in D, dann sind wir fertig.
2. f besitzt keine Nullstelle in D, dann ist zu zeigen: f = const.

Es ist f : D — C holomorph und |f| : D — C stetig, daraus folgt f : D — C stetig.
Nach dem Maximumsprinzip

321 € 9D : |£(2)] < |f(21)| V2 € D. (1)

f hat nach keine Nullstelle in 0D, daraus folgt

_ 1 1 _
O<|f(z)\§]f(z1)Wz€D:>‘f(Zl)‘ < ’f(z)’VzeD (2)

und 1/ f holomorph auf D, sowie 1/f stetig auf D.

1

= 3z € 0D : ’f() <‘f(1zQ) Vze D
@ 1 1 1 _
MO G ®)
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Nach Voraussetzung gilt |f| = const. auf 9D, daraus folgt

[f(z0)] = 1 (22)]

1 _
(=3>) — = const. auf D

/]

= |f| = const. auf D
= in (1) gilt Gleichheit.

Mit dem Maximumsprinzip angewendet auf f gilt, dass f konstant ist.

Loésung 4

-Betrachte w := u — v, dann gilt 0 < |w| auf D und wegen des Maximumsprinzips
|w| < max,epp |w(x)| = 0. Damit gilt w = 0 auf D, das ist d4quivalent zu u = v.

-Fiir harmonische Funktionen gilt das Mittelwertprinzip, das folgt direkt aus dem Mit-
telwertprinzip fiir holomorphe Funktionen: Sei Au = 0, dann gibt es ein v mit f := u+iv

holomorph.
= — d
= 1) = (e o T
& ula) +iv(e) = = uly) dy + 1 o(y) dy

~Be(z0)| J B, (o) |Br(z0)| /B, (20)

1

=ulz) = ——
) =B @ oo

u(y) dy.

-Daraus folgt das starke Maximumsprinzip: Sei v harmonisch und z¢g € D mit u(xg) =
max,cpu(x) =: M. Fiir
0 < r < dist(xg,0D) gilt dann mit der Mittelwertformel

1 1 M
) = 1B @) oo "% = B0l Lo ™ ™ 1Brwo)]

= u(y) = MYy € B,(x).

|Br(20)] = M

Da D zusammenhéngend ist, gilt u(y) = M Vy € D.

-Aus dem starken Maximumsprinzip fiir harmonische Funktionen folgt das schwache
Maximumsprinzip: Sei u # konstant. Die Annahme Jzg : u(xg) = max,cpu(z) fiihrt
auf einen Widerspruch zum starken Maximumsprinzip, es folgt

maxXulxr) = max ul{x).
z€D ( ) x€0D ( )

-Seien u, v auf D harmonische Funktionen mit v = g = v auf dD. Dann gilt fiir w := u—v

0<|w|<max|w|=0=w=0auf D<u=vauf D O
xz€0D
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Losung 5
1. Es gilt
exp(z) _ Snloar i A i 2"
| |
z z — n! = (n+1)!
fir 0 < |z| < oc.
2. Es gilt
0o _n 0 n
“1y_ N2 _ £
exp(z7) = ZW = in]!
n=0 n=-—o00

fir 0 < |2| < o0.

3. Vorwissen:

- 1
Zq”: fir 0 < |¢| < 1.
L—gq
n=0
Wir fiithren eine Partialbruchzerlegung durch:
1 A B
(z—2)(z —3) z—2+z—3 (z=3)+B(z-2)

=1=A-0+B-1,1=A-(-1)+B-0&A=-1, B=1

N 1 B S
(z—2)(z—3) z—-2 z-3
3.1 Bs gilt
1 1 1 1
z—2 —14z-1 -1 1—-(2-1)
o0
= - (z-1", (4)
n=0
1 1 1 1
z—3 —242-1 —21-(2-1)/2
1 z—1\" I 1
=52 (7)) =it
n=0 n=0
=1
== gure— " ()
n=0
Dabei konvergiert (4) fiir [z — 1| < 1 und (5) fiir |25 < 1 & [z — 1] < 2, also gilt
fir |z —1| <1
1 = I 1
= [ Y - 1)%) + < —(z— 1)”)
(z=2)(z—-3) ( =0 252"
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Das ist genau die Taylorreihe von z — (=) inz=1.

3.2 Es gilt

1 1 1 1
z—2 —14+z—-1 2z—-1 1-1/(z—1)

1 < I\ (D)
z—l%(z—l) —Z(z DR

n=0

Zz—l (6)

I 1 1 1
2—3_—2+z—1_z—11—2/(z—1)

o

:zi12(z%1> ZQn o (7)
n=0
=> 2l z-1)"

n=1

Dabei konvergiert (6) fiir }Z—il} <l&|z—1|>1und (7) fir
|z — 1] > 2, also gilt fiir [z — 1| > 2

1 = )
(2—2)(,2—3)__(2(2_1 ) (Zgn 1 )
i 2" 1) (z—-1)7"

n=1

Die Laurentreihe besteht auf |z — 1| > 2 nur aus dem Hauptteil.

Zl<1e

3.3 Kombiniert man Formel (5) aus Aufgabenteil 3.1 und Formel (6) aus Auf-
gabenteil 3.2, erhélt man fir 1 < |z — 1| < 2

1 > Y =1 .
ez (G ()

oo
Zz—l ZQnJrlZ_l
n=1 n=0

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 02.07.2019
besprochen.
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Hohere Analysis (SS 2019)
Vortragsiibungsblatt 12

Aufgabe 12.1.

Ermitteln Sie Lage und Art der Singularitdten der folgenden Funktionen. Geben Sie
auBerdem die Laurentreihe von f auf {z € C:0 < |z| < 1} an.

1. f(z) = cos <i> 3. f(z) = exi(ng)
sin(z 1
2. f(z) = z( ) 4 f) = 2(2—z)

Aufgabe 12.2.

Zeigen Sie, dass der Satz von Taylor aus dem Laurentschen Entwicklungssatz folgt. Das
heift: Sei a,, := f™(a)/n! und 7 := limsup,,_, ., |a,| /™, dann folgt

f(2)=) an(z—a)"
n=0
auf D, (a) fiir eine holomorphe Funktion f.

Aufgabe 12.3.

Zeigen Sie: Sei € > 0,

eine auf Dj.(0) konvergierenden Laurentreihe und sei g(t) := f(e'). Dann folgt

o0 1 2

g(t) = Z ane™ mit a, = —

te ™ dt.
o7 J, g(t)e

Das heifit die Fourierreihendarstellung von g folgt aus dem Laurentschen
Darstellungssatz.

Aufgabe 12.4.

cos(z)
sin(z)

Bestimmen Sie die Laurentreihe zu cot(z) =
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Losung 1

1. f hat eine wesentliche Singularitidt in z = 0, da

0 2)2n X 1\n

o (2n)! o (2n)!

gilt. Das heifit der Hauptteil der Laurentreihe bricht nicht ab. Diese Reihe konver-
giert fiir [z| > 0.

2. Es gilt

Sin(z) ©o 2n+1 2

o0
z
_ 1y =1 4
z Z( ) z(2n + 1)! Z:QnJrl 6

n=0

fiir alle z # 0, insbesondere lim,_,; f(z) = 1. Dementsprechend hat f in z = 1 eine
hebbare Singularitét.

3. Es gilt

2 o 2\n
exp(z z 1 z
xp( ):Z( ) :Z Ln=3 _ 3 -1 2

3 3! 1? 2
z zon! n!
n=0 n=0

fiir z # 0, f hat also eine Polstelle dritter Ordnung in z = 0.

4. Man konnte eine Partialbruchzerlegung machen und die geometrische Reihe ver-
wenden wie auf dem letzten Blatt, wir nutzen jedoch die Formel aus der Vorlesung;:
Es gilt

E an2"
2 —2)
n=—oo

mit

1 j{ 1 d 1 j{ 1 d
an=—¢ ———dz=— ¢ ———— dz.
"omi [ (2 — 2)an ! 2mi [, (2 — z)znt2

Der Integrand hat fiir n < —2 keine Polstellen in {z € C: 0 < |z| < 1}, deshalb ist
an = 0. Fiir n > —2 gilt mit der Cauchyschen Integralformel

1
(n+ 1!

1 (n+1)! 1

(n41) () — ‘ L
O = G I e T T e )

Ay =

mit g(z) = 5, also
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fiir 0 < |2| < 2. Also hat f einen Pol erster Ordnung in z = 0.

Bemerkung: Die Formel (1) folgt direkt aus
n! z
¥ (

27i z — zg)"t1

Damit ist namlich

1 1 (2) 1 1
= )y = — ¢ I dz = — 7{ ——dz =
(n—{—l)!g (0) 2771'7{ : ) ( S

Losung 2

Nach dem Laurentschen Entwicklungssatz gilt

o0

)= ) an(z—a)"

n=—oo

auf Do, (a). Dabei lassen sich die Koeffizienten a,, durch

1 f(z)
“”mé(z_a)nﬂ dz

berechnen mit v = dD-(a) und 0 < 7 < r. Fiir n < 0 gilt a,, = 0, weil der Integrand
holomorph ist. Fiir n > 0 gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

£ () = 2 7{ s (j))m dz.

Somit folgt

n

o rn)(g
=3 W oy =)
n=0

auf Do, (a). Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Gleichheit in z = a gilt.

% £(n) (g
Sy 0@

o (z —a)"
n=0 :
0)(4 > (),
:fo'( )(Z_a)0+2fn'( )(Z_a)n
n=1

— f(a) + Oz —a)
= g(a) = f(a) +0.

Somit gilt

auf D, (a), die Aussage ist bewiesen.
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Losung 3
Es gilt

g(t) = f(eit) = Z an(eit)n - Z anemt>

n=——oo n—=——oo

zu zeigen ist nur noch die Formel fiir a,,. Nach dem Laurentschen Entwicklungssatz gilt

1
anp = — f(zi dz
2mi Jap, ) 2"
1 2 fle") . it
= % o Wl@ dt
1 21 " -
— (A —n dt
5 | e
1 2w -
= — t)e " dt.
o7 ), g(t)e
Loésung 4
Betrachte zuerst
z .
9(2) == = = limg(z) = 1. (2)
Dann gilt
cos(z)  2i(e* +e %)  e¥E41l 2i
cot(z) = sin(z) | 2(e® —e—7) | lemE_1 T i1
= zcot(z) = iz + g(2iz). (3)
AuBlerdem gilt
o0
B
gz) =3 (4)
v=0
mit den Bernoulli-Zahlen B,. Beweis:
er—1 S 21 s z"
z _u:1 zn/! _u:1 n! _;) (n+1)!
z ef—-1 >. B, > 2"
= 1= = 2V v —
S (20 ()
v=0 v=0
oo n oo n
B 1 n+1
=1+ & ZP=1+ B 2"
; l;)ﬂ'(n+1”)!) Zl(n—i—l)! ;;) u( " )

S 1 1 1
:>ZBM<TL+ >:0VneN:>Bn:—n+1Z:BM<n;r >vneN.

n=0



Prof. Dr. Jiirgen Poschel
Jonas Brinker M.Sc.

Universitat Stuttgart Maximilian Klumpp M.Sc.
Insitut fiir Analysis, Dynamik

und Modellierung

Das ist gerade die rekursive Formel fiir die Bernoulli-Zahlen B,,, insbesondere gilt By = 1
nach (2) und somit By = —3. Damit gilt

®3) .
zcot(z) = iz + g(2iz) D iz + Z n' (2iz)" (Z + 22) zZ+ Z n' (2iz)"
n=0 n=2
= Z (2i2)"
n#l nl

Da z +— zcot(z) gerade ist, folgt Bo,4+1 = 0 fiir n € N. Daraus folgt

o

B 22n B 2 "B
ZCOt Z 2n 2n 2n 2n — Z(_l) (2n 2n 2n -1+ Z 2n 2n
n—O n=0
=2 t
co 2 +Z_:

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 09.07.2019
besprochen.
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Hohere Analysis (SS 2019)
Vortragsiubungsblatt 13

Aufgabe 13.1.

2m
Berechnen Sie/ f(z)dz und / g(z) dz fir
R 0

1 cos(2)
1. - _ coslz)
f(z) 22 + 2_2 3 f(Z) 1 + z2
4 g(z) = ——
2. g(z) = exp(exp(iz)) I = 5 4sin(z)
Aufgabe 13.2.
Nutzen Sie den Satz von Rouché, um ( f(2) dz zu berechnen fiir
0D1(0)
1. f(z) = tan(z) 2. f(z) = cot(z)

Aufgabe 13.3.

* 1 * 1 > 1
Berechnen Sie / —— dt, / dt und damit / dt Vn € 2N — 1.
o 1+ o 1+1t° o l+tn
Aufgabe 13.4.

Berechen Sie den Chauchyschen Hauptwert H / f(z)dz fir
R

1. f(z) = tan(z) 2. f(z) = H%
Loésung 1
1. Es gilt
1 z?

2422 14zt
fiir x # 0. Der Nennergrad ist also um 2 grofler als der Zahlergrad und es gilt

00
2

e+ x R—o0 YRU[—R,R] 1+«

—0o0
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mit yg = {2z € C: |z| = R,Im (z) > 0}. AuBerdem gilt fir n € {1,2,3,4}
1+2* =0 2 =exp(i(nr/2 — 7/4)) =: z,. Mit dem Residuensatz folgt
o0

/ x2+13:2 dz = 2mi(Res(f, z1) + Res(f, z2))

mit f(z) := z2/(1 + z*). Im Folgenden wird mit der Formel

A f(2)(2 — 20)
Res(f, ZO) - zli{go dzn—1 (TL - 1)' :

fiir das Residuum von f mit einer Polstelle n-ter Ordnung in 2y gerechnet. Sie folgt
direkt aus der Cauchyschen Integralformel: Fiir ein homolorphes g gilt

! — 1)
9(")(20) n: % & dz < g("_l)(zo) _ (nl)?{ & dz.
oD (a0 oD, (z0) (%

T 2mi 2z — 2z9)" 1 2mi — zo)"

Falls f eine Polstelle der Ordnung n hat, gilt

F2) = 99 ) = FE)e - 0

(z — zo)"

fiir eine holomorphe Funktion g. Mit der Cauchyschen Integralformel gilt dann

9(2) 21 (o1
dz = g P
?tiDr(zO) (Z — ZO)” (n _ 1)! ( O)
&)z~ 20)" omi
- ~. = 1
T Jopi) G20 d== =1y A, er9(®)

o dM f(R) (2 = 2)"
= 2mi 1
< Dy (o) Jle)dz=2mt oy, o (n—1)!

a1 o
= Res(f20) = Jin G f(z()rfz_ 1)Z!0) .

< 2miRes(f, zo)

Es gilt

2 2
T T]

Res(f, 1) = xligl}l (x — z2)(x — z3) (T — 24) N (w1 — @) (21 — @3) (w1 — @4)

Nutzt man die Symmetrie der z,,, wird schnell klar, dass z1 — zo = /2,
1 — T3 =221, T — x4 = V2 gilt. Es folgt

. exp(in/2) T 4
Res(foo) =g 5 0 =1~ 1

Analog gilt Res(f,x1) = 73/4 = x3/4. Es folgt

o
/ U oo (Fatas 2mi(—\/2i) /2w
22 + 12 i 4 A 2

9

—00
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2. Esist

2 2m e iz z .
/ e dx :/ ¢ - Z: dx :/ (,3— dz = ﬂRes(f,O)
0 0 1€ 8D1(0) 1z 1

mit f(z) := % Also

z—0

2m iz
/ e® dr =2x lim * = 27.
0
Bemerkung: Es gilt

e’ __cos(x)+isin(x)

e =e = 0@ gisin(z) — cos(®) (cog(sin(z)) + i sin(sin(x))).

Da z — €°5(®) sin(sin(x)) ungerade ist, folgt

2m 2
/ @) cos(sin(z)) dz = / " dx = 2.
0 0

/ cos(acg dr = lim 7{ cos(a:g d — / cos(acg i
_ool—l—l' R—o0 ~rRU[-R,R] 1+x ,le—l-.’IJ
mit vz dem Halbkreisbogen in der positiven Halbebene (wie vorher). Es gilt
iz iR(cos(¢)+isin(¢))
cos(x) _ e ¢ _ e e _
1422 1+ 22 1+ R?(cos(¢) + isin(¢))?
B e 1sin(9) cos(R cos(¢))
1+ R2(cos2(¢) — sin?(¢))

3. Es ist

und somit

- e—Rsin(¢)
s mh- 1 + R2(cos?(¢) — sin%(¢))

R—o00

0< 0

fiir 0 < ¢ < m. Daraus folgt

/ cos(z) dr = lim 7{ cos(x) dx
N 1+ 2 R—o0 ~rRU[—R,R] 1+ x2

= Re | lim 7{ 672 dzx
R—o0 ~rRU[-R,R] 1+2x

= Re(27i - Res(f,1))

et?

mit f(z) := 1522 Es gilt

B eix -1
r Ny
es(foi) =lim == =5 =55

also

/°° cos(x) dr — 2ri

oo 122 T 2 e
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4. Es ist

2T 1 2 1
e . . d
/0 5+ dsin(z) /0 5+ d(eir — ey /(21) "

27 i
ie
o (b+4(e —e~®)/(2i))iet®

y ST

. e
= /0 (562';(; _ Zi((e”)Q _ 1))1 dx.

Wihle s(t) = e = s'(t) = ie’® als Parametrisierung des Einheitskreises, dann
folgt

/27r 1 g . % 1 J
———dx = —i- ——— dz
o H+4sin(z) oD, (0) 9% — 2027 + 2i

Es gilt 5z — 2i22 + 2i = 0 & 2 € {—%, —2i}. Also gilt

/27r 1 p % — p
—— dzr = z
o D+ 4sin(x) oDy (0) —2i(z +1/2)(z + 2d)

1 1
2 Jap,o) (2+1/2)(z + 2i)
1 .
=3 27t - Res (f, —;>
mit f(z) := m Das Residuum dieser Funktion lasst sich folgendermaflen
berechnen:
7 i 1 1 2
fes (f’ 2> o (f(z) (z + 2>> ez ¥ 2 —ij2t 2 3
Es folgt

/2” 1 J 22

——— —dr=mi -— = -m.
o 5+4sin(x) 3 3
Losung 2

Es gilt

AT B
|| L5 i = 2milNo(a) - Pit)

nach dem Satz von Rouché.
1. Wahle g(z) := cos(z), dann gilt Ng(g) =0, Pg(g) = 0 und

02 =)y [ pe)de = —2ni0—0) =0,

9(z)  cos(2) oD1(0)

Man hétte auch direkt sehen konnen, dass tan(z) auf D;(0) holomorph ist.
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2. Wihle g(z) := sin(z), dann gilt Ng(g9) =1, Pg(g) = 0 und

J(2) _ cos(z) = f(z) = f(z)dz =2mi(1 —0) = 2mi

g(z)  sin(z) aD1(0)

Mit der Reihenentwicklung der letzten Vortragsiibung hétte man auch

/ f(z)dz=/ 1dz=2m’
8D1(0) aD1(0) #

berechnen koénnen.

Loésung 3
...... 9—]
1. Die Polstellen von f(z) = 1—1-;3 werden bestimmt durch
z
1+25=0e2e{-1,0,071},0 =&™/3, (1)

= / 1 dz = 2miRes(f,0).
0

Ar1+23
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Es gilt
Res (g a) = 9(a) = Res(f,0) = 1
B’ 1 (a) 7= 392
1 2mif 2
dz = — = ——mif. 2
:>/8AT1+23 SRET N R @

Wir wihlen die Parametrisierung z = 62t fiir die Intagration iiber 79, daraus ergibt
sich dz = 02dt und (mit 6 = 1)

1 o1 |
——dz= 02dt:—6’2/ dt:—62/ t) dt.
L21+z3 ‘ /r 1+ (02t)° o 1+13 %f()
Wie iiblich gilt

f(z)dz"=70
7

> 1
= lim fzdz:lim/ fzdz:1—02/ —dt
r—00 JgA, () T=00 J Uy () ( ) 0 14143
* 1 2 2 . 0 2 .0
dt = —= == .
j/o 143 3712 " 372 1 3)
Es ist
02 — 1 1 W), . (T V3
7 =0-40 —221m9—2181n<§)—2l7—Z\/§

/ > 1 (3) 2mi 2m

= dt = = —

o 1+ 3V3i  3V3
1

2. Die Berechnung von / T35 dt verlauft analog: Es gilt
0

U oo 20

1+2°=0e2€{-1.0,0%0301),0=¢"5=
+Z z { Y 9 9 }7 € 6AT1+23 5

Wieder trennt #? die Polstellen, daraus folgt
/1 d 0* | f(2)d :,/OO L j
= — 2)dz P = -t .
v 1+ 22 o o 1+t 5 62-1

6% — 1 v < 1 271 /5
9 Lsm (5) = /0 156 %= 5 2ism(r/5) ~ sm(r/5)

3. Fiir n € 2N — 1 verlduft die Rechnung analog. Mit a,, := 7 ergibt sich
/ R VT
g 1+1tn sin(a,)

lim 1 dt—l—/ lim #dt
1 0

Es gilt

Insbesondere folgt

n—oo fq +tn n—oo 1 4+ t"
aus
G,

= lim A 1 und lim

Tim sin(a,) @00 sin(z) A = X (@) fiir 2 # 1.
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Losung 4
1. Es ist
H/ tan(z) dz = lim lim tan(z) dz
R r—00 e—0 [—r7\ I
N T/24nT—¢
= lim lim / tan(z) dz
N—o0 e=0 n:z—:N —7/24nm+e
w/2—€
= lim / tan(z) dz
e—)OnEG:Z —m/2+€
T w/2—€
= lg% - 11r1(cos(z))|_7r/2Jr€
neZ
= lim 0
e—0
neL
=0.

Bemerkung: Das Integral / tan(z) dz exisiert

R
w/2
/ tan(z)
0

nicht konvergiert.

z—7 /2

nicht, weil insbesondere

dz = lim In(cos(z)) —In(1) = limIn(z) — 0= —o0

z—0

2. f hat eine dreifache Nullstelle im Unendlichen, damit gilt nach Satz 68 aus dem

Skript

H/ f(2)dz = 2miRes(f,0) + miRes(f,—1).
R

Aus Aufgabe 3 folgt

2 m m
2miRes(f,0) = ——= und miRes(f,—1) = = —
(10)= 57 (=)= 3702 = 5
Damit ist
1 2w w2
/Rl+z3 SN R 3<\/§+Z>

Bemerkung: Der Hauptwert ist eine komplexe Zahl, obwohl ﬁ € R. Das Integral

fR f(z) dz divergiert.

Dieses Vortragsiibungsblatt wird am
Dienstag, den 15.07.2019
besprochen.
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