Fourierreihen

Unter den LP-Raumen nimmt der Raum L2 eine Sonderstellung ein, da
es sich um einen Hilbertraum handelt — also einen unendlich-dimensionalen
Raum, der in seiner geometrischen Struktur dem klassischen n-dimensionalen
euklidischen Raum am Nachsten kommt.

In einem Hilbertraum ist der Begri [Cdér Orthogonalitat wohldefiniert. Insbe-
sondere besitzt jeder Hilbertraum eine Hilbertraumbasis aus orthonormalen Ein-
heitsvektoren, und jedes Element besitzt eine eindeutige Darstellung durch eine,
nicht notwendigerweise endliche, Linearkombination aus diesen Basisvektoren.
Deren Koe [ziehten heil3en die Fourierkoe [ziehten dieses Elementes bezlglich
dieser Orthonormalbasis.

Das wichtigste Beispiel eines solchen Hilbertraums ist der Raum der 27t-
periodischen, quadrat-integrierbaren Funktionen mit der orthogonalen Basis

1, sinnx, cosnx, n [l

Jede solche Funktion besitzt eine eindeutige Entwicklung in eine Fourierreihe,
1
T ap+ an cos NX + by sinnx,
n 11
welche in der L2-Norm und damit fast tGiberall gegen ¥ konvergiert.

Die Frage, in welchen Punkten diese Reihe klassisch konvergiert, ist damit
jedoch noch nicht beantwortet. Dies ist tatsichlich ein sehr weites und schwie-
riges Feld, und wir werden nur einige der einfachsten Ergebnisse betre [end
Konvergenz und Divergenz beweisen.
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25.1
Hilbertraume

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels beschreiben wir einige
Grundlagen der Hilbertraumtheorie. Dazu betrachten wir allgemeine K-Vektor-
rdume, wo K fur R oder C steht.

Definition Eine hermitesche Form auf einem K-Vektorraum E ist eine im ersten
Argument lineare, antisymmetrische Abbildung

[]1-1 ExE - K.
Es gilt also

X+y,z[F X, z[+ M,z ]
[dx,z[F a X,z[]
X,y (& o4, x [,

fir x,y,z [CElund o Kl wobei “die komplexe Konjugation bezeichnet. 1

Eine hermitesche Form ist immer ko-linear im zweiten Argument und reell
auf der Diagonalen. Es gilt also

Xy +z[F Xyl[+ X,z[0L]
X,0z[F a5,z ]
X, x[1TRI

Im Fall K =R ist die komplexe Konjugation die Identitat und eine hermitesche
Form eine symmetrische Bilinearform. Im Fall K = C spricht man auch von einer
antisymmetrischen Sesquilinearform. Ubrigens ist bei manchen Autoren eine
Sesquilinearform ko-linear im ersten und linear im zweiten Argument. Darauf ist
zu achten.

Eine hermitesche Form heif3t positiv semidefinit, wenn [X,x [CIT_Qlfur alle
x LCE]

1 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung Fur eine positiv semidefinite hermitesche
Form gilt

|4,y 3 CTH,xCM,y 1 x,y CE1 [
umm Far alle komplexen a gilt

X+ay,x +ay[ZF X,x[F o M,x[#F a5,y & aa &1,y CT0O1

25.2 14.05.2019 — 17:25
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Ist M,y [3 0, so wahlen wir
_ XyL]
M,y [l

und erhalten

@,XEI-ZI&I’yEIﬁ + |3,y 0 = m,xlﬂ-ilm’ylﬁ

My DBMyO M,y
was die Behauptung ergibt. Ist [XI,x[= 0, so fuhrt Vertauschen von x und y
zum selben Ergebnis. Ist aber M,y [F 0 = [X,x [[Jso wahlen wir a = — X,y []
und erhalten

Lal

—2|X,y 3 Cal

Also ist X,y [ 0, was in diesem Fall ebenfalls die Behauptung ergibt. [

= Skalarproduktraume
Definition Eine hermitesche Form heif3t positiv definit, wenn
X, x[= 0, 0#x [CE]

Eine solche Form heif3t Skalarprodukt oder inneres Produkt, und der Raum E
dementsprechend ein Skalarproduktraum. [

In diesem Fall gilt in der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung die Gleichheit
genau dann, wenn X und Yy linear abhéngig sind 5.1 .

Satz  Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum E definiert durch
L1
XTI, x []

eine Normauf E. [ 1

[ Die Funktion st definit, denn fir ein inneres Produkt ist X, x[= 0

flr x # 0 und damit [XICH 0. Sie ist auch positiv homogen, denn
1 1

X2 [Ex,ox[F oo 3, x3F |a] X

Die Dreiecksungleichung folgt schlie3lich mit Cauchy-Schwarz:
IX|+yIfl= X+y,x+yl[]
= X, x[F X,y [+ DM, x[+ M,y ]
[H,x[F 2| X,y O0H M,y []
X 2 XCHACH MEE (X8 DA

Also ist X1+ y I TXIC#H Ly 7

14.05.2019 — 17:25 253
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Damit schreibt sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auch als
| X,y [H XA
Eine direkte Rechnung ergibt auBerdem die
Parallelogrammagleichung In einem Skalarproduktraum gilt
X+yEPH X-yPE2 XEW2 ] [

In einem Parallelogramm ist also die Summe der Quadrate der Seiten gleich
der Summer der Quadrate der Diagonalen. Schlie3lich noch eine elementare
Stetigkeitsaussage.

Satz  Auf einem Skalarproduktraum E sind die Abbildungen x [CIXISowie
X [, v [Fir jedes v [ElgleichméaRig stetig. [ 1

i Aufgrund der Dreiecksungleichung fur die induzierte Norm gilt
%IEI Iilﬁlil— z [
Somit ist x [CIXIdogar 1-lipschitz. Mit Cauchy-Schwarz ist ferner
| X, v ZvFE|X-2z,vOCIX- z[OAC]

Also ist x [T, v Cipschitz mit Lipschitzkonstante QIC i

= Quadratische Formen

Ein Hilbertraum ist immer auch ein Banachraum. Eine interessante Frage ist,
ob man umgekehrt einer Norm ansehen kann, ob sie von einem Skalarprodukt
abstammt. Die Antwort gibt der folgende Satz, den wir spater allerdings nicht
bendtigen.

Satz Die Norm eines normierten Raum wird durch ein Skalarprodukt genau
dann induziert, wenn die Parallelogrammgleichung 3 gilt. [

i Zur Vereinfachung der Rechnung sei K = R. Wird die Norm tatsach-
lich durch ein inneres Produkt induziert, so fuhrt Auflésen von [Xl+Yy ZJund
XI— y [Z1zu der Identitat

4K,y F X+y [ X-y 2]

Wir definieren also die linke Seite durch die rechte Seite und zeigen, dass dies im
reellen Fall eine symmetrische Bilinearform darstelit.
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Die Stetigkeit ist klar, ebenso die Symmetrie in X und y . Die Additivitat im
ersten Argument, [+ v,y = [,y [ DM,y st Aquivalent zur Identitat

M+ v +y 3+ [+ v —y 2]
= [+ y P+ M-y B M+ y B M-y 2]
Aufgrund des Parallelogrammgesetzes haben wir aber
M+ v +y PF 2 M+ y B 2 VP - v +y 2]
=2 i+ y W 2 [P+ - u +y 2]
Die Summe aus beiden rechten Seiten geteilt durch 2 ergibt
M+ v +y Pk Mk MER M+ y W M+ y 2]
—% Iﬂl—v+y|ﬁl—% m-v —y =]
Entsprechendes gilt mit —y anstelle von vy,
M+ v —y Pk MEH MEW M-y Ew M-y 2]
—% I_L_Ll—v—ylf!—% - v +y 2]
Subtraktion dieser beiden Identitaten ergibt die gewiinschte Gleichung.
Die Homogenitat im ersten Argument zeigen wir schrittweise. FUr ganze

Zahlen m gilt aufgrund der Additivitat (mhx,y (& m X,y [_FUr rationale Zahlen
m/n erhédlt man das entsprechende Ergebnis aus

1 1 m
mhx/n,y = n n mhx/n,y = n mhx,y = " X,y [
Fur beliebige reelle Faktoren folgt dies schlie3lich aus Stetigkeitsgrinden. (I

Dieses Ergebnis lasst sich auch wie folgt formulieren. Ist c: EXE - R eine
hermitesche Form auf einem C-Vektorraum E und

$d: E-K PX) =0(xX%X)

die zugehorige quadratische Form, so gewinnt man o aus ¢ zurick mithilfe der
Polarisierungsgleichung

40(X,Y) =p(X+Yy) - d(X—y) +id(X +iy) —ip(x—iy).
Im reellen Fall gilt diese Identitat ohne die beiden komplexen Terme. Hermitesche
Formen sind also bereits vollstandig durch ihre Werte auf der Diagonalen definiert.
Aus diesem Grund gibt man diese oft auch nur auf der Diagonalen an, also zum
Beispiel

1 5
Zz= |1zil”, z CCY.
101N
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= Hilbertraume

Ein Skalarproduktraum ist immer auch ein normierter Raum. Ist der Raum
mit dieser Norm vollstéandig, so spricht man von einem Hilbertraum.

Definition Ein Hilbertraum ist ein Skalarproduktraum, der mit der induzierten
Norm vollstandig ist. [

IT"Beispiele fur Hilbertraume a. Die reellen Zahlen wie die komplexen Zah-

len mit der Ublichen Multiplikation bilden einen reellen Hilbertraum.

b. Der Raum C" mit der Standardform

—1
X,y 1 Xy~
1 Cimnd

ist ein komplexer Hilbertraum. Im Fall n = 1 ist dies der Raum der komplexen
Zahlen mit dem Produkt X,y & xy =

c. Ist A eine hermitesche n x n-Matrix, also A2 A~, so definiert

X,y Ly CTAX,y []

eine hermitesche Form auf C", die fir A =1 gleich der Standardform ist. Das
Spektrum o (A) einer hermiteschen Matrix ist immer reell, und [=] - Al ist definit
genau dann, wenn o (A) >0 3.

d. Der Vektorraum C([a,b]) aller reellen stetigen Funktionen auf [a,b]
ist ein Skalarproduktraum mit

O]
f,g=F f(t)g(t) dt.

Er ist aber nicht vollstandig, also kein Hilbertraum.
e. Sei p ein beliebiges MaR auf R™. Auf dem Raum L?(u) der quadratinte-
grierbaren komplexwertigen Funktionen wird durch
1

f,gCI 1 fg—tdu
Rh

ein inneres Produkt definiert. Dieses ist wohldefiniert, denn wegen der hdlder-
schen Ungleichung ist g —F1T3(n) fur £,g CL3(W). Es ist o [edsichtlich linear
im ersten Argumeg und antisymmetrisch. Es ist auch definit, denn

M, f= [F°du=0 [_JF|=,0
RI'I
und damit ¥ =0 in Lz(uI)Z.IDie induzierte Norm ist gerade die L2-Norm, denn
e 0, f3F  |[f|°dp = (FI5]
Rn

Aufgrund des Satzes von Riesz-Fischer o411 ist L?(u) vollsténdig, also ein Hil-
bertraum. Dies gilt fur jedes MaR p auf dem R".
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f. Sei A eine beliebige, nicht notwendig abzahlbare Indexmenge. Definiere
[2{A) als Raum aller Familien x = (X¢)a rmmkomplexer Zahlen mit 515

—1
XIEH 1 |Xq|? < oo.
o [A1
Ist y eine weitere solche Familie, so definiert

1 —1
@,yl;l: XO(ya
a Al
ein Skalarprodukt, mit dem [2{A) ein Hilbertraum wird 4.17. Typische Vertreter
sind die Folgenraume [Z{N) und [2(Z).
g. Dasselbe gilt, wenn man statt komplexer Zahlen Elemente aus einer

entsprechenden Familie von Hilbertraumen (Eq)q rajzulésst und
1
m1y|;|: mcxvYO(@,

a Al

definiert. 11

25.2
Orthonormale Basen

Der Begri [_der Orthogonalitat ist grundlegend in der Hilbertraumtheorie.

Dieser basiert auf dem Skalarprodukt und existiert in Banachrdumen nicht.

Definition In einem Hilbertraum heien zwei Vektoren u und v orthogonal,
geschrieben u [/l wenn [W,v=F0. [ 1

Die Relation [idt o [edsichtlich symmetrisch, jedoch nicht reflexiv oder
transitiv. Vielmehr folgt aus u [l notwendigerweise u = 0. Der Nullvektor
selbst steht orthogonal zu allen Vektoren eines Hilbertraums.

Satz des Pythagoras Fur orthogonale Vektoren u und v gilt
M+ vEE M k] [

1l Dies ist eine direkte Rechnung wie beim Parallelogrammgesetz. Oder
vielmehr ist es das Pareallelogrammgesetz fur Rechtecke. [

Definition und Lemma Ist M eine beliebige nichtleere Teilmenge in E, so ist
dessen orthogonales Komplement

M ¥ CEX v Cfur alle u CMI}

ein abgeschlossener Unterraum von E. [

25.7
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il Far jedes u CElist

u™ v CEx: v Cu = {v CEL DB,ul=0}
der Kern der stetigen 4 Linearform []ul[ind damit ein abgeschlossener linearer
Unterraum 10,10 . Dann ist aber auch

1
= =
u M1

als Durchschnitt einer beliebigen Familie von abgeschlossenen linearen Unterréu-
men ebenfalls abgeschlossen und linear. (1]

Satz Sei M eine nichtleere abgeschlossene, konvexe Teilmenge eines Hilber-
traums E. Dann existiert zu jedem x [Elein eindeutiges bestapproximieren-
des Element P(x) M. Es gilt also

XI-PX)E inf{XI—ulZTu CM}.
Ist M ein abgeschlossener Unterraum von E, so gilt
x—P(x) M5~
und diese Eigenschaft charakterisiert P (x) ebenfalls eindeutig. [

i Sei m = inf{[XI—u[Ju CM} und v,w [M. Aufgrund der Parallelo-
grammgleichung gilt
2 XI— v P H 2 XI- w P FE M- w PH 2k —v —w 2]
= M- w P 4 X (v + w)/2 2]
Aufgrund der Konvexitdt von M gehort (v +w)/2 ebenfalls zu M. Der letzte
Summand ist daher gréRer oder gleich 4m?, und wir erhalten

- w I 2TXI— v 2H 2 [XI— w 2} 4m2.

Das ergibt bereits die Eindeutigkeit eines bestapproximierenden Elements. Denn
sind v und w zwei solche Elemente in M, so geht die rechte Seite Uber in
2m? +2m? —4m? =0, und es folgt v = w.

Um seine Existenz zu zeigen, sei (up) eine Folge in M mit XI— un 3 m.
Dann folgt aus derselben Ungleichung

[h — Uy BPIC2IX— up BPW 2 X— um B3+ 4m?2 - 0.

Also bildet (up) eine Cauchyfolge. Deren Grenzwert u existiert, da E vollstéandig
ist, und gehért zu M, da M abgeschlossen ist. Aus Stetigkeitsgrinden gilt ferner

IE—uIEAim XI—upE m.
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Abb 1
Bestapproximierendes X e M

Element
PP(X)

Also ist u Ml das eindeutig bestimmte bestapproximerende Element zu X, und
P (x) [Clist wohldefiniert.

Sei nun M ein linearer Unterraum von E. Fir jedes w [CM und jeden
Skalar a gilt dann

Xl— u ZICX— u — aw 2]

Mit v = x —u istalso DM, v I N — aw,v — ow [[was dquivalent ist mit
o W,v & o "8, w CI]a|? oM 2]

Mit a = DM, w [Cérgibt dies
2|Iﬂ|,w[ﬁ EI]E,W[ﬁ v w ML

Daraus folgt 0,w & 0 fur w [CMl, und damit v =X —u [/
Ist umgekehrt v = x —u CM 530 ist —w Bk MEW 0™ CICIWIEfur
alle w Ml und damit u das zu X bestapproximierende Element in M. [

Ist M ein abgeschlossener Unterraum, so nennt man die im letzten Satz
definierte Abbildung P: E - M auf das bestapproximierende Element die ortho-
gonale Projektion von E auf M. Diese Abbildung ist linear.

Satz  Sei M ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums E. Dann ist die
orthogonale Projektion P : E -~ M diejenige stetige lineare Abbildung mit

Q=I1-P: E-MYT [
I Wir haben bereits gezeigt, dass Q =1 —P: E ~ M ~Um die Linearitat
von P und Q zu zeigen, wenden wir die ldentitat | =P + Q auf AX + py sowie

x und y an und erhalten

PAAX +py) + Q(AX + py)
=AX+py = APX +Qx) +u(Py +Qy),

oder

P(AX +py) —APX — Py = AQX + pQy — Q(AX + py).

25.9
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Abb 2 X e

Orthogonale Projektion

u="Px vV =X—Px

Die linke Seite gehdrt zu M, die rechte zu M =Wegen M n M == {0} sind daher
beide Seiten 0, was die Linearitat ergibt. Die Stetigkeit von P folgt dann mit

X E PPk [QxEICIEK ] x CE]

Ist umgekehrt P: E —~ M eine Abbildung mit I—P: E -~ M 540 ist aufgrund
des vorangehenden Satzes Px fir jedes x [CEldas bestapproximierende Element
in M an X, also die orthogonale Projektion von E auf M. [

Aus P: E - Mund I —P: E - MMblgt tibrigens P =1 auf M 5.

11 Korollar Ist M ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums E, so ist E
die direkte Summe aus M und M S-Yeschrieben

E=M M-

Das heit, M und M “<ind abgeschlossene Unterraume von E mit
M+ME2E, M n M52 {0}.

Jedes Element von E besitzt dann eine eindeutige Darstellung
X =Px +Qx M CM™—

mit den orthogonalen Projektionen P auf M und Q=1—P auf M= [

Fur jedes v [CEldefiniert [-]v eine stetige Linearform auf E 4, also ein
Element des Dualraums E ™VJon E. Tatséchlich kann jedes Element von E =duf
diese Weise dargestellt werden.

12 Rieszscher Darstellungsatz Ist E ein Hilbertraum, so existiert zu jeder Linear-
form A [CET—€in eindeutiges Element v [CE] so dass

AN=0[C]vldl [

25.10
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umml Die Eindeutigkeit von v folgt aus der Definitheit des Skalarproduktes.

Um die Existenz zu zeigen, sei
M =ker A\ ={x: Lx =0}.

Wegen der Linearitat und Stetigkeit von L ist dies ein abgeschlossener Unterraum
von E.Ist M = E, soist L =, und wir kdnnen v = 0 wahlen. Andernfalls existiert
ein Element v LM ~hit D= 1 und Lv = 1. Firr jedes x [CElist dann

u [Ax)v —x [CkarL =M.
Wenden wir L auf x +u = (Lx)v an, so folgt

X, vF X+ u,vZF [AX)v,vIFLx.

Man kann also einen Hilbdertraum E mit seinem Dualraum E SHentifizieren.

Tatséchlich ist die Abbildung
T-E-ES'v CIw=rC1vd

ein isometrischer ko-linearer Isomorphismus. Der Beweis ist als Ubungsaufgabe
Uberlassen.

= Orthonormale Familien

Der Begri [der linearen Unabhéngigkeit endlich vieler Vektoren ist aus
der linearen Algebra bekannt. Wir verallgemeinern ihn nun auf beliebige, nicht
notwendig abz&hlbare Familien von Vektoren.

Definition Eine Familie U von Vektoren eines Vektorraumes heif3t linear unab-
hangig, wenn es jede endliche Auswahl von Vektoren in U ist. [ 1

Unser spezielles Interesse gilt orthonormalen Familien.

Definition Eine Familie U von nichtverschwindenden Vektoren eines Hilbert-
raums heif3t orthogonal, wenn diese Vektoren paarweise orthogonal sind. Sie
heil3t orthonormal, wenn auf3erdem alle Vektoren normiert sind. |

ILa. Sei A eine beliebige Indexmenge. Auf dem Hilbertraum g [2(A) bilden
die Standardeinheitsvektoren

€a = (Oao)o &1 a LAl

eine orthonormale Familie.
b. Sei T [[3mt,mt]. Auf L?(T,A) wird durch
(I

]
Eﬂ,g@fg'%')\ I% _nfg'%')\

25.11
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ein Skalarprodukt definiert. Die Funktionen
en [, nCZ

bilden diesbeziglich eine orthonormale Familie, denn

1 Lrd ;
(eh.emF —— e (M~Mt gt = 3nm.
21T 1

Diesen Raum werden wir im nachsten Abschnitt noch genauer betrachten. 111

Das folgende Lemma ist elementar, aber wichtig. Es zeigt unter anderem,
dass jede orthonormale Familie linear unabhéngig ist.

L1
Lemma Die Vektoren us, .., Um seien orthonormal und X = | e XkUk €ine
beliebige Linearkombination aus ihnen. Dann gilt

Xk = X, ux ] 1 K1,
und

—
XIZ= Ixc]?2. [
1 [KIIml

[ O Cedsichtlich ist

1 1
M, ug=F X My, ux =F X|6|k:Xk

1 O01ml 1 TIml
und
1 N — .
LL_J."_El: XX M, uy = XkX|6k| = |Xk| .
10k rml 1k1rmi 1 [KIIml

Ist also u =0, so sind alle xx Null. Daher ist jede orthonormale Familie linear
unabhéangig. (1

Die hierbei auftretenden Koe [ziehten spielen im Folgenden eine entschei-
dende Rolle und haben daher auch einen eigenen Namen.

Definition Ist (Ug)aaieine orthonormale Familie, so heil3en
Xoa [H,uq] o CA]
die Fourierkoe [ziehten von x bezuglich dieser Familie. [

Satz  Sind die Vektoren usg, .., um orthonormal, so ist die orthogonale Projektion
auf den Unterraum M = span{u, .., um} gegeben durch
—1

P: E-M, Px= XiUk.
. . 1 CKIml
Far diese gilt

[Re]? = X3 XI-Px 2] [
1 [KIIml

25.12
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umml Es ist klar, dass M abgeschlossen ist. Die orthogonale Projektion P auf

M ist somit wohldefiniert 10, und es gilt
—1
Px = XUk
1 [KIml

mit Koe [ziehten xi derart, dass x —Px [CMl. Also ist [XI—Px,ux[= 0, oder
Xk = [PX, ux [ &F X, ux [ =F fk, 1 CkarCm.
Die letzte Identitat ist aquivalent zu [Pk 2 [XI— Px 2 X2 hg. (11

Bemerkung Man gelangt zu diesem Ergebnis auch durch eine direkte Rech-
nung. Seien ug, .., Uy orthonormal. Fur beliebiges u = x3u; + .. + Xpum und
jedes x gilt dann

 — —
xXl—ulZkE [XK — Ri|? + [xk|?
1 [KIIml 1 [KIIml

mit den Fourierkoe [ziehten Xk = X, ux[IDie rechte Seite wird minimal fur
Xk = Xk und liefert so das bestapproximierende Element in span{uj,..,um}
an X go5. [1

Besselsche Ungleichung Ist (Ua)araieine orthonormale Familie in E, so gilt
fur jeden Vektor x [CEldie Ungleichung 13

1
[Ra|? CIXIED
o [Al

Insbesondere ist {a [CAlL Xq #Z 0} hochstens abzahlbar unendlich. [
i Far jede endliche Indexmenge B [CAlgilt aufgrund des letzten Satzes

—
[Ra|? CIXIZD
a[B1

Also gilt dies auch fur das Supremum Uber alle solche Teilmengen B [CAlL [

s Der Satz von Riesz-Fischer

Ist (Ua)a taieine orthonormale Familie in einem Hilbertraum E, so kénnen
wir also jedem x [CElseine diesbezugliche Familie von Fourierkoe [ziehten

X = (X)o7
zuordnen, wobei Xy = X, uq C1Dies definiert eine lineare Abbildung
F: E - [A), x [XFE (Ro)arm

Diese ist stetig, sogar 1-lipschitz aufgrund der Besselschen Ungleichung 1.
Wie bei jeder linearen Abbildung stellt sich die Frage, ob JF injektiv, surjektiv
oder sogar bijektiv ist. Die Frage nach der Surjektivitat beantwortet der

25.13
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Satz von Riesz-Fischer Sei (Ug)araieine orthonormale Familie in E. Dann ist
die zugehorige Fourierkoe [ziehtenabbildung & surjektiv. [ 1

il Ist z = (zg) CTE(A) gegeben, so sei
An & CAL |zq| = 1/n}, n Il

Wegen [ZI g oo bilden die A eine steigende Folge endlicher Mengen. Fur

1
Xn (1 zgUgq, n [TI]
a[Ad
gilt dann

Xh,Uq 3 Zq, o Al

Die Folge (Xn) der Fourierkoe [ziehten konvergiert also punktweise gegen z.
AuBerdem gilt X} [ 1T ZMit dem Satz von der dominierten Konvergenz
folgt hieraus Xk — z [ 0. Somitist (Xn) eine Cauchyfolge in [2{A). Wegen 14

[Xh — Xm [} [Xh — Km [

gilt dasselbe flr die Folge (xn) in E. Somit existiert X = limp_ X in E. FOr
dieses Element gilt X =z, da

iazlﬂ,ualﬁzrlim Xn,Uq F 2q, a CAl

= Orthonormale Basen

Es bleibt die Frage, unter welchen Bedingungen die Fourierkoe [ziehtenab-
bildung F auch injektiv ist. Mit anderen Worten, wann ist ein Element durch
seine Fourierkoe [Ziehten eindeutig bestimmt? Dies ist o [edlsichtlich nicht der
Fall, wenn die orthonormale Familie (ug) >zu klein< ist. Vielmehr muss diese
Familie vollstdndig sein und eine Basis des Hilbertraums bilden.

Definition Eine Familie U orthonormaler Vektoren in E heil3t maximal, wenn
U2 {oy.

Mit anderen Worten, man kann keinen weiteren nichttrivialen Vektor zu U
hinzufigen, der orthogonal auf allen Vektoren in U steht.

Satz  FUr eine orthonormale Familie U = (Ug)o rajin E sind folgende Aussagen
aquivalent.
(i) Die Familie U ist maximal.
(ii) Der Raum L aller endlichen Linearkombinationen aus U ist dicht in E.

25.14
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(iii) Far alle x CEIgilt die Parsevalsche Gleichung
—1
XEPE  |Rql?.

a[A]
(iv) Faralle x,y CEIQilt X,y (1= X,y &, [

(i) Cl O Censichtlich ist L ein linearer Unterraum von E. Also ist
M = L~ ein abgeschlossener Unterraum von E und; M CMI"2 E. Ware M #E,
so ware M Micht trivial, und es gébe ein 0 # v M. Dann aber ist auch v [0
ein Widerspruch zur Maximalitat von U.

(i) (i) Sei x [CElL Da L dicht in E ist, existiert zu jedem € > 0 eine

endliche Linearkombination
1
u= Ao Ug;
1 Gioml
mit [XI— u = €. Dies gilt erst recht, wenn wir die Aq; durch die entsprechenden

Fourierkoe [Ziehten Xy, ersetzen. Es gilt also

—1
Xxl—-vIide, Vv = Xo; Ug; -
1 Tml

Dann ist XICITWIC# € und
1 1
(XIFe)? CIWEE Rey 12 T |Ral?.
1 O00ml o [A]
Da dies fur alle € > 0 gilt, folgt hieraus
1
X |Ral?.
a[Al

Zusammen mit der Besselschen Ungleichung 16 ergibt dies die Behauptung.
(iii) M) Nach Annahme gilt X, x[gl= [X,X [}HDa ein Skalarprodukt be-
reits vollstandig durch seine Werte auf der Diagonalen bestimmt ist 5, gilt dann

auch X,y (1= X,y [h
(iv) CAGIlt (i) nicht, so existiert ein 0 # u CI-Also ist [, ulgl# 0, aber

—|
M,aEs |M,uqdi=o,

o [A]

ein Widerspruch. i

Definition Eine maximale orthonormale Familie heil3t orthonormale Basis des
Hilbertraums. [ 1

Satz Ist (Ug)aaaeine orthonormale Basis eines Hilbertraums, so definiert die
diesbezlgliche diskrete Fouriertransformation

F: E - 2(A), x Cx1

25.15
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einen linearen isometrischen Isomorphismus. [

i Die Surjektivitat ist bereits gezeigt 17. Ist F(x) =0, so ist x [}, far
alle a CAlund damit x = 0 wegen der Maximalitat der (Uy). Somit ist F auch
injektiv. Die Isometrie ist gleichbedeutend mit der Parsevalschen Identitat ;g . [0

Eine orthonormale Basis eines Hilbertraums ist tibrigens keine Hamelbasis,
denn die endlichen Linearkombinationen spannen nur einen echten, wenn auch
dichten Unterraum eines unendlich dimensionalen Hilbertraums auf.

Es gilt der allgemeine Satz, dass jeder Hilbertraum eine orthonormale Basis
besitzt — der Beweis beruht auf dem Basiserweiterungssatz und dem Auswabhl-
axiom und soll hier nicht ausgefiihrt werden. Somit ist auch jeder Hilbertraum
isometrisch zu einem Folgenraum [2{A) mit einer geeigneten Indexmenge A,
und diese unterscheiden sich untereinander nur hinsichtlich der Kardinalitat
von A. Alle uns interessierenden Hilbertradume haben allerdings eine abzéhlbare
Basis.

Satz Jeder unendlich dimensionale separable Hilbertraum besitzt eine abzahlba-
re orthonormale Basis und ist damit isometrisch zu [2N). [

V_
[0 Far jede orthonormale Basis (Ug)oamgilt Uy —upg= 2 fur a = 3.
Somit wére der Hilbertraum nicht separabel, wenn A Uberabzahlbar wéare. [

25.3
Fourierreihen

Das vielleicht wichtigste Beispiel einer orthonormalen Basis bilden die Funk-
tionen sin nx, cosnx fur Raume 21t-periodischer Funktionen. Zunachst einige
Begri Ce-ind Notationen. Wir setzen T [J31t, 1] und betrachten den Raum

L2(T) CLA(T.A)

aller komplexwertigen quadratintegrierbaren Funktionen auf T. Mit dem Skalar-

produkt
- -
M, OFgdA T fgdA
T 2Tt T

ist dies ein Hilbertraum 24,11 mit der Norm

- -
FIEC | dA % [ (0% dt.
T —T

Elemente in L?(T) fassen wir auf als periodische Funktionen auf ganz R, indem
wir diese periodisch tber das Intervall T hinaus fortsetzen. Ihre Werte an den

25.16
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Abb 3 Eine Funktion in C(T) und ihre periodische Fortsetzung

Punkten —1t und 1T spielen dabei keine Rolle, da diese eine A-Nullmenge bilden.
Diese periodische Fortsetzung ist naturlich nicht quadratintegrierbar!

Den Unterraum aller stetigen Funktionen in L2(T) bezeichnen wir mit C(T).
Dies impliziert, dass ihre periodische Fortsetzung ebenfalls stetig ist. Somit muss
in diesem Fall f(—1t) = f(11) gelten.

Bemerkungen a. Im Zusammenhang mit periodischen Funktionen bie-
tet das gemittelte Integral den Vorteil, an einigen Stellen skalare Faktoren zu
vermeiden. Notwendig ist es jedoch nicht.

b. Statt Funktionen mit Periode 21t kann man ebensogut Funktionen mit
Periode 1 oder jeder anderen Periode betrachten. Die Theorie bleibt dieselbe.

c. Wir betrachten von nun an Rdume komplexwertiger Funktionen und
Folgen, ohne dies in der Notation hervorzuheben. [—1

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass sich jede Funktion in L2(T) in eine Fourier-
reihe entwickeln lasst, und zwar im L2-Sinn. Insbesondere zeigen wir damit, dass
sich jede Funktion in L2(T) in der L2-Norm beliebig gut durch trigonometrische
Polynome approximieren lasst.

= Trigonometrische Polynome

Ein reelles trigonometrisches Polynom ist eine Funktion der Gestalt
1 )
f(t)=ap+ (an cosnt + b sinnt)
1ATN
mit reellen Koe [ziehten a, und b . Wegen eint = cosnt + i sinnt beziehungs-
weise
eint + e—int eint _ e—int

cosnt= ————, sinnt = -
2 2i

schreibt sich ein solches Polynom kompakter in der komplexen Form

1
f(t) = cne'
In| N0

25.17
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mit den komplexen Koe [ziehten cp = ap und

an —ib an +ib
cnzin2 n c_nzin2 n n 1

Ein solches Polynom ist reellwertig fur reelle t, wenn die Realitatsbedingung

erfullt ist. Dies ergibt sich aus dem Vergleich von f(t) mit

— L1 _ L1 .
()= che Mt = c_ne'm, t R
[n] [N |n| NI
Wir haben bereits gesehen, dass die Funktionen ep et bezuglich des
gemittelten Skalarproduktes eine orthonormale Familie in L2(T) bilden. Um auch
deren Vollstéandigkeit zu zeigen, bendétigen wir folgenden

Approximationssatz Die trigonometrischen Polynome liegen bezilglich der Sup-
remumsnorm dichtin C(T). [

Die Aussage dieses Satzes entspricht dem Weierstra3schen Approximations-
satz, wenn wir das trigonometrische Adjektiv fallen lassen. Und genau wie jenen
beweisen wir diesen durch Faltung einer stetigen Funktion mit einer geeigneten
Diracfolge 2421 .

Lemma In C(T) existiert eine Diracfolge aus trigonometrischen Polynomen. [1

(17 Setze

(!
I?+(2308t ’ n CT

Th(t) =cn

mit ¢, > 0 so, dass
1

[(M,dt=1, n C1
=

O [endsichtlich sind dies normierte, nichtnegative trigonometrische Polynome.
Bleibt zu zeigen, dass sie auBerhalb jeder Umgebung von 0 gleichmaRig gegen
Null konvergieren.

Wegen der Symmetrie von Tp, gilt

1 e .
1= Cp()de=Sn 1St 7,
T Tt 2
Cn Ly cost T
> — —— sintdt
T o 2
__ 2cn Cl cost %_ 2¢n
T (n+1)m 2 o (n+1)Tm’
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Also ist
ch <(n+1T/2.
Da T gerade ist und auf [0, 1] monoton féllt, folgt fur & CJi] [T

I__.m_'_l)n I__I|+cosES Lol
2 2 '

Wegen cos o < 1 strebt dies fur n - oo gegen Null. Also gilt auch
1

Tn(t) LThH(S)

Th(t)dt CO1
5 T

il Beweis des Approximationssatzes  Sei (Tp) die Diracfolge des voran-
gehenden Lemmas 2, . Fur £ [CCIT) sei dann
1

fo=F [TA = CF)Th(- —s)ds
T
Mit Tqn = |mmvcme'™t wird

_ [ —
fa(t) = CEmf(s)e!mtS) gs = cLelmt
Imj s T |m] N

mit den Koe [Ziehten
1
cH =cm CIF(s)e™'™Ms ds.
T
Aufgrund der Periodizitat und Stetigkeit von T gilt aul3erdem 2424
) —FL )= @ELCT4 —FLJ- O, n - oo,
Somit liegen die trigonometrischen Polynome dicht in C(T). [
Satz Die Familie (en)n rbildet eine orthonormale Basis von L2(T). [ 1

1l Die endlichen Linearkombinationen der e, sind gerade die trigonometri-
schen Polynome, und diese sind dicht in C(T) bezuglich der Supremumsnorm »; .
Da C(T) wiederum dicht in L?(T) beziiglich der L2-Norm liegt und

Fl-pLILFI-¢ LK [D—pl.l ¢ LCIT),

gilt, liegen die endlichen Linearkombinationen der e, ebenfalls dicht in L2(T).
Also ist diese Familie vollstandig 1g. [0

= Fourierreihen

Die Fourierkoe [Ziehten einer Funktion ¥ [CIL3(T) beziiglich (en)nzasind
1

fn =M enF CF()e Mdt, n A
T

25.19
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Die Folge dieser Koe [ Ziehten,

f = (Fo)na1112),

heil3t die diskrete Fouriertransformierte von . Wir formulieren die vorangehen-
den allgemeinen Ergebnisse noch einmal fur diesen wichtigen Spezialfall.

Satz Die diskrete Fouriertransformation
F: LA(T) - 212), f CFEE (Fo)niz

definiert einen isometrischen Isomorphismus des Hilbertraums L2(T) auf den
Hilbertraum [2{Z). Zu jeder Folge ¢ [T%{Z) existiert also eine eindeutige
Funktion ¥ CL3(T) mit f = ¢, und es gilt

= F3, [

Insbesondere verschwindet eine L2-Funktion ¥ fast tberall genau dann,
wenn alle ihre Fourierkoe [ziehten fn verschwinden.
Aufgrund dieses Satzes ist jede Funktion in L2(T) durch ihre Fourierreihe
im L2-Sinn darstellbar. Denn setzen wir
—1 . .
Sm = Sm(F) = fren = fre'm,
|n| Cml |n| Cml

so folgt aus der Parsevalschen Gleichung

. —
- sm k= Fl-§y, Bk [fn]? -0, m - oo.
In|>m

Hierfur schreibt man

— 1.
f [ fe™
n[Z1]
und nennt die Summe auf der rechten Seite die Fourierreihe von f. Diese ist als
der L2-Limes der symmetrischen Partialsummen s, zu verstehen.

Das Gleichheitszeichen kann man hier nicht setzen, denn Konvergenz in L2
bedeutet ja keineswegs Konvergenz in irgendeinem Punkt. Tatsachlich ist die Fra-
ge nach der punktweisen Konvergenz einer Fourierreihe zum Teil sehr schwierig,
und wir werden nur einige elementare Ergebnisse in dieser Richtung beschreiben.
Aber zumindest in einem Hilbertraum ist die Frage der Entwickelbarkeit in eine
Fourierreihe, oder allgemeiner die Darstellung bezuglich einer orthonormalen
Basis, vollstandig beantwortet.
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Abb 4 Rechteckimpuls xn mit Fourierpolynomen sz und sg

= Sin- und Cos-Reihen

Fur reelle Funktionen ist es gelegentlich praktischer, Entwicklungen nach
Cosinus- und Sinusfunktionen zu betrachten. Aufgrund der Eulerschen Formel
el = cosnt + i sin Nt gibt es auch eine Darstellung

1
f I—_9|9+ (an cos nt + B sinnt).
2
n 11

Multipliziert man diese Darstellung mit cos nt respektive sinnt und integriert
Uber T, so erhalt man direkt

1 - 1 -
O = — f(t) cosntdt, Bn=— f(t)sinntdt,
Tt TT 11 T

fir n COlrespektive n [I] genannt die Fourier-Cosinus- und Fourier-Sinuskoef-
fizienten von f.

Die verschiedenen Darstellungen der klassischen Fourierreihe haben ihre
jeweiligen Vorteile. Die Exponenzialreihe ist kompakter und rechnerisch leichter
zu handhaben. Die sin- und cos-Reihen haben den Vorteil, dass die Koe [ziehten
reeller Funktionen ebenfalls reell sind. Ist eine Funktion zudem gerade, also
f(—t) = f(t), so ist ihre Fourierreihe wegen [, sinnt&= 0 fur alle n [Tl
eine Cosinusreihe. Ist eine Funktion ungerade, also f(—t) = —f(t), so ist ihre
Fourierreihe wegen [, cosnt[= O fur alle n [Oleine Sinusreihe. Umgekehrt
reprasentieren die Cosinus- und Sinusreihen den geraden und ungeraden Anteil
einer beliebigen L2-Funktion 4.23.

I"Rechteckfunktion FOr 0 < h < 11 sei pn die 21t-periodische Fortsetzung
der charakteristischen Funktion von [—h, h]. Dann ist p gerade, und seine
Fourierreihe eine Cosinusreihe mit Koe [Ziehten

25.21
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O

cosntdt
0

-

1
O = — ph(t) cosntdt =
Tt T

=NEN]

2 2
= —sinnt%= ——sinnh, n [CT]
mn ntt

0

und
2 L 2h .
Qg == — dt=—=Iliman,.
T 0o Tt n-0
Somit erhalten wir
2 Lsidn
Ph + — cosnt
L | QN
1 1 1
h h Lsidnh .,
=— 1+2 cosnt =— 1+ 7he o
n n[11 n n n#0 n

I—Bprungfunktion Die 2m-periodische Funktion o sei bestimmt durch

o(0) =0, 0(t)=%(n—t), 0<t<2m.

Dann ist o ungerade, und seine Fourierreihe eine Sinusreihe mit Koe [ziehten

1 I;l
Bn=— o(t)sinntdt
m -1
=2 IQl(r{—t)sinntdt
T o 2
1 1 L 1
= —— (T —-t)cosnt|—— — cosntdt = —.
nTt 0 N1t o n
Also ist
I glﬂ I éflt
o 1 nt = —_—. o1
n 11 n nZ0 2in

254
Fourierkoe [ziehten

Die Fourierkoe [ziehten bezlglich der orthonormalen Basis (en)nzwie
auch der Cosinus- und Sinusbasis sind nicht nur fiur Funktionen in L2(T) erklart,
sondern ebenso fiir Funktionen in L1(T). Wir betrachten daher jetzt allgemeiner
Fourierkoe [Ziehten und -reihen fir Funktionen ¥ CL3(T). Wegen

LP(T) Cd(M), 1<p [Ced,

25.22
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Abb 5 Sprungfunktion o mit Fourierpolynomen sz und sg

_— s

beinhaltet dieser Raum sowohl den Hilbertraum L2(T) als auch alle anderen
LP-Raume, ist aber selber naturlich kein Hilbertraum.
Zunachst eine einfache Ungleichung, wobei AnT wieder definiert sei durch

(Anf)(t) CE(t+h) — F(1).
Lemma Fur die Fourierkoe [Ziehten einer Funktion £ [CIT3(T) gilt
[Fnl I__%IIE[/nf [ I -
mm Mit der Substitution t X3 1m/n und e”'™ = —1 ist
1 1
fn= [CH()e Mdt=— (Rt +m/n)e "dt

aufgrund der Periodizitat des Integranden. Also gilt auch
1 1

~ 1 ) 1 )
o =5 L@ — Ft+m/ne ™ dt = —2 Lhnmf (e dt,
woraus die Behauptung folgt. (1
Eine unmittelbare Konsequenz 248 ist das

Riemann-Lebesgue-Lemma Die Fourierkoe [Ziehten einer Funktion ¥ CIL3}(T)
bilden eine Nullfolge. [ 1

Die diskrete Fouriertransformation bildet somit L1(T) in den Raum ¢, der
doppelt-unendlichen komplexen Nullfolgen ab. Diese Abbildung ist linear und
stetig bezuglich der Supremumsnorm, denn

EI1= sup [fn] = sup | 0, e, [0 CSip FIGI6) [Ll= CFIL]
n[Z] n[Z] n[Z]

Sie ist auch o [edsichtlich injektiv. Sie ist jedoch nicht surjektiv:

25.23
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Satz Die diskrete Fouriertransformation
F: LY(T) -~ co, F CEQ
ist linear, stetig und injektiv, aber nicht surjektiv. [

Der Beweis beruht auf folgendem Satz der Funktionalanalysis, den wir am
Ende dieses Kapitels beweisen 55 .

Satz von der o [eden Abbildung Sind E und F Banachrdume und die lineare
Abbildung A: E - F bijektiv und stetig, so ist auch A™1 stetig. [

o Beweis der Nicht-Surjektivitat  Ware F surjektiv, so ware nach dem
Satz von der o [efen Abbildung F~1 stetig, also [FTf C1CcITI.l Es gabe also
ein 8 > 0, so dass

Ol CBIFL]  f CO().
Die sogenannten Dirichletkerne D mit

I%Lt _sin(n+1/2)t

D =
n(®) sint/2

[k| [0
denen wir spater noch begegnen werden 3¢, sind aber in L*(T), und es gilt 424
M, I=1, [Dh G- oo.
Also kann JF nicht surjektiv sein. M
Das Riemann-Lebesgue-Lemma sagt aus, dass die Fourierkoe [Ziehten einer
L1-Funktion gegen Null konvergieren — aber mehr nicht. Um weitere Aussagen
Uber die Geschwindigkeit dieser Konvergenz zu machen, bendétigen wir weitere

Regularitétseigenschaften der Funktion. Die beiden folgenden Satze geben hierfur
Beispiele. — Zuné&chst eine allgemeine Definition.

Definition Eine Funktion ¥: R™ O R heifl3t holderstetig mit Exponent a [(Q,1],
oder kurz a-hdlderstetig, falls es eine Konstante L gibt, so dass
[f(u) —F(v)| CQu—v]|° Y
fur alle u und v im Definitionsbereich von f. [ 1

Die bestmdgliche Holderkonstante auf einem Definitionsbereich Q ist

[f(u)—fWV)I
A A T
Jede holderstetige Funktion ist stetig, und 1-holderstetig ist gleichbedeutend mit
lipschitzstetig. Der Raum der a-hdlderstetigen Funktionen auf Q wird oft mit
C%9(Q) bezeichnet.
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IIa. Eine a-holderstetige Funktion auf R mit a > 1 ist konstant.
b. Sei 0 <o [I1Dann ist

f: R-R, t[Jff°

a-hdlderstetig fur 0 < a [Cal, aber nicht fur o <a [Tl
c. Fur jedes Gebiet Q [RI' gilt

cl(@) et Q) tcPP) tcf(Q), Oo<B<arCm
30 Satz Fur £ CCPO(T) gilt

|f"n||_—r—r|12|—a[f]a, nz0. [ 1

[ Dies folgt aus 26

[l %”E‘r/nf @I:Z}I:fz [flg.

Bei di Cerknzierbaren Funktionen spiegelt sich der Grad der Di [erknzierbar-
keit direkt im asymptotischen Verhalten ihrer Fourierkoe [ziehten:

31 Satz Fur £ CTHT) gilt

[fnl %nﬂg n#o0.

Allgemeiner gilt fur £ CCI(T) mit 1 [rk o die Abschatzung

[Fnl %Eﬂ”@ nz0. [ 1

[ Mit partieller Integration erhalten wir
(I 1

~ A 1 :
fn= CF()e M dt = — CF¢)e " dt, n =0,
T n T
da sich die Randterme aufgrund ihrer Periodizitat aufheben. Daraus folgt

1
3 -1
[Fl T3 IOl = Ot

Ist £ CCI(T), so erhalt man mit r-maliger partieller Integration
1

n

— (r) —int
(in)rl?f (t)e Mg,

und damit das allgemeine Ergebnis. [

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht. Fur die Sprungfunktion o 25 gilt
1
|6nl = —, n#0,
n

sie ist aber nicht stetig di Cerenzierbar.
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Bemerkung Diese Ergebnisse lassen sich kombinieren. Sei dazu
] 1
cromy = F cci(T): £fO cPoT)

Far £ CCI9(T) gilt dann

~ 2
|fn|%[f(r)]a, nz0. [

25.5
GleichméaRige & Punktweise Konvergenz

Fir eine Funktion £ CIL3(T) heiRen

—1 . 1
snf 1 fe™,  SF [ fie',
|k CAl k[Z1
das n-te Fourierpolynom respektive die Fourierreihe von f. Letztere ist zu verste-
hen als die Folge (snf) der Fourierpolynome von f, unabhéngig von der Frage
ihrer Konvergenz in einzelnen Punkten. Konvergiert diese Folge in einem Punkt t,
so steht die Reihe auch fur deren Grenzwert, also

ST (t) = lim sof (1),

Dies entspricht der Konvention fur Zahlenreihen. — Zunéchst eine einfache
Beobachtung.

Satz Ist die periodische Funktion F stetig und konvergiert ihre Fourierreihe ST
gleichméalig, so gilt f =Sf. [ 1

i Sei @ = limsp ¥ der gleichmafige Limes der Fourierreihe von f. Dann

ist ¢ stetig, und aufgrund der gleichméaRigen Konvergenz gilt
1

Hn = I:kb(t)e_i”tdt=nLim Chnf()e Mdt=F,, n A
T - T

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes »4 ist also ¢ =, T. Da aber beide Funktionen
stetig sind, folgt hieraus ¢ = f. (I

Bemerkung Fur Taylorpolynome gilt etwas Analoges nicht. Denn es gibt
C*-Funktionen, deren Taylorreihe gleichmaRig konvergiert, ja sogar identisch
verschwindet, die aber nicht die Funktion darstellt 1021. [
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= GleichméaRige Konvergenz

Wir zeigen nun, dass die Fourierreihe einer stetig di Cerknzierbaren Funk-
tion ¥ gleichmé&gig gegen ¥ konvergiert. Tatsachlich geniigt es sogar, dass f
absolut stetig ist. Um dies hier nicht im Detail definieren zu mussen, fordern wir
der Einfachheit halber, dass ¥ Stammfunktion einer integrierbaren Funktion g
ist, also geschrieben werden kann als

O
f(t)=c+ g(s)ds, g CLH(T).
6]

Eine solche Funktion ist natirlich stetig, denn

J (|
1) -f®I Lol Ll xsalal.  s<t,

und dies verschwindet fir s - t aufgrund der dominierten Konvergenz.

Lemma Ist die periodische Funktion £ Stammfunktion einer L1-Funktion g, so
gilt

f\n:%;*ny n#0,
in
sowie §o=0. [ 1

i Aus der Integraldarstellung und der Periodizitat von  folgt

1
N f()—Ff(—T1
gozlig(t)dt=—( ) ( )=0.
T 27T
Flr n = 0 erhalten wir
] (| | I
fn = CF(t)e Mdt = [ g(s)ds e '"tdt,
T T {s 1}

da das Integral Giber ce™'"t verschwindet. Vertauschen der Integrationsreihenfol-
ge mit Fubini ergibt .26

I 1 =
=0 e”iNtdt g(s)ds=-— [Ch(s)(e '™ —e "M)ds.
T {tisH n T

Da das Integral Gber ge™ "™ wegen §p = O verschwindet, erhalten wir
1 - g
fn="— s)e '™ ds =" mmm
" in I;g( ) in
Satz Ist die periodische Funktion ¥ Stammfunktion einer L2-Funktion g, so
konvergiert ihre Fourierreihe SF absolut und gleichméaRig gegen . [
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Abb 6 Stetige und unstetige, stiickweise stetig di [Lerenzierbare Funktion

(i Wegen L2(T) CLX(T) kénnen wir das vorangehende Lemma anwenden.
Es gilt also ﬁ, = gn/in fur n # 0. Mit Cauchy-Schwarz folgt
1 gy . He b
Foe™| Cfbl+ (0] Cffbl+ [gnl? 5 <o

n[Z] n#=0 l l n#0 n#=0

Somit konvergieren die Partialsummen sy absolut und gleichmé&Rig auf ganz T.
Aufgrund des letzten Satzes 3, konvergiert damit SF gleichmé&Rig gegen . [

Ein typischer Anwendungsfall sind periodische Funktionen, die stlickweise
stetig di [erknzierbar sind. D eildt, es gibt eine Zerlegung (to, .., tn) von T, so
dass die Einschrankungen fa%]k_l, ty) fur alle 1 CK1[Cnlstetig di Cerknzierbar
sind und die einseitigen Grenzwerte von ¥ und f"in den Teilungspunkten
existieren. Sind diese Funktionen auch noch stetig, so gilt folgendes

Korollar Die Fourierreihe einer stetigen, stiickweise stetig di Cerknzierbaren
periodischen Funktion konvergiert absolut und gleichmafig gegen die Funk-
tion. [1

Spater betrachten wir auch noch unstetige, stiickweise stetig di Cerknzierbare
periodische Funktionen 40 sowie den Fall einer Stammfunktion einer lediglich
integrierbaren Funktion g 46.

= Dirichletkerne

Um punktweise, nicht notwendigerweise gleichméaRige Konvergenz zu unter-
suchen, stellen wir die Fourierpolynome s, in Integralform dar. Dazu definieren
wir die Faltung ¥ [Cglzweier periodischer Funktionen durch

(f Lg)(® |j;'f(3)g(t —s)ds.

Fur £ CI3(T) und g CLP(T) ist ¥ [Cglin jedem Punkt wohldefiniert.
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36 Lemma Fur alle n CQlgilt

shnF =Ff D}
mit den Dirichletkernen
b= gk _ sin((n+1/2)t)
n - sin(t/2)

Dies sind gerade Funktionen mit [ Dp(t)dt=1 furn CI1 [ 1
T
il Dies ist eine direkte Rechnung:

snf(t) = frelkt = e'kKt [IF(s)e ' s ds

=
|k| A ]
T
= Lif@s) e ds
=
] |k| 0

= I;If(s)Dn(t—S)dS = (F [Dh)(V)

[ —
Dn(t) = e'kt,
|k| CA1

Die Auswertung dieser geometrischen Summe ergibt die zweite Identitat, sowie
1

CDn(t) dt = Ceiktdt= Chdt=1.
=

iy
P T

Die Dirichletkerne bilden Ubrigens keine Diracfolge, da sie nicht die Konzen
trationseigenschaft (d-2) besitzen und auch das Vorzeichen wechseln.

37 Lemma FUr eine integrierbare 21t-periodische Funktion f gilt in jedem Punkt
1

(snf —F)(X) = I;boxf(t)Dn(t) dt
mit

W F(t) X +t);f(x Y _fx).

i Aufgrund des vorangehenden Lemmas und D (t) = Dp(—t) ist
1

spnfF(X) = (F [Dh)(X) = [H# (X —t)Dn(t)dt = [H#(x +t)Dn (1) dt
und O

f(x) = CH(x)Dn(t)dt.

Nehmen wir die halbe Summe der ersten beiden Integrale und subtrahieren das
dritte Integral, so erhalten wir die Behauptung. [
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Abb 7 Die Dirichletkerne D;, D2 und D3

= Punktweise Konvergenz

Es gilt nicht, dass die Fourierreihe einer stetigen Funktion in jedem Punkt
gegen diese Funktion konvergiert - siehe letzter Abschnitt. Jedoch konvergiert sie
in solchen Stetigkeitspunkten, die eine gewisse zuséatzliche Regularitét besitzen.
Mit der Funktion wx T des vorangehenden Lemmas gilt folgendes

38 Kriterium von Dini  Sei ¥ [CI3(T) und x [T Gilt

S o F (O]

dt < oo,
0 t

so konvergiert die Fourierreihe von ¥ im Punkt x gegen f(x). [ 1

i Es ist sin((n + 1/2)t) = cos ntsint/2 + sinntcost/2. Mit dem letzten
Lemma 37 und der Definition der Dy, 36 folgt daher

]
_ _ sin((n +1/2)t)
(snf —F)(X) = S)xf(t)—sin%z)
= [¢;cosntdt + L, sinntdt

dt

cos(t/2)

@1 = wx T (1), @2 = wxT(t) sin(t/2)
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Diese Funktionen sind aufgrund der Voraussetzung des Kriteriums integrier-
bar. Aufgrund des Riemann-Lebesgue-Lemmas 27 konvergieren daher die letzten
beiden Integrale fir n - oo gegen Null. Dies ergibt die Behauptung. [

Bemerkung Dieses Kriterium betri [ d [ektiv nur das Verhalten der Funk-
tion F lokal um den Punkt x. Es kann auch nur von einem Funktionswert f(Xx)
erfillt werden. Dieser ist in diesem Fall somit auch fur ¥ CLH(T) fixiert. [

I"a. Das Kriterium ist erfillt in jedem Punkt X, in dem f di Cerknzierbar ist.
Denn dann ist F(x +t) = F(x) + F{x)t + o(t), und man erhélt
o(t)
t

Wy F () = =0(1).

b. Das Kriterium gilt ebenfalls in jedem Punkt, in dem ¥ hoélderstetig ist.

c. Fur die Sprungfunktion o 25 verschwindet wyxo flr jedes X in einer
Umgebung von t = 0. lhre Fourierreihe konvergiert daher tberall gegen o .
Wegen der Unstetigkeit von o ist die Konvergenz natirlich nicht gleichmaBig.

d. Das Gleiche gilt fur die Rechteckfunktion xn mit Ausnahme der beiden
Unstetigkeitspunkte in —h und h. 11

Das Kriterium von Dini lasst sich auf Sprungstellen verallgemeinern. Eine in
einer punktierten Umgebung einer reellen Zahl x definierte Funktion f besitzt
in X eine Sprungstelle, wenn dort ihre einseitigen Grenzwerte f.(Xx) existieren.

39 Zusatz zum Kriterium von Dini  Sei ¥ [CI3(T). Besitzt ¥ in x eine Sprungstel-

le und gilt
e T+ =T+ IFX - =TI 40 _
0 t '

so konvergiert die Fourierrihe von ¥ im Punkt X gegen die Sprungmitte
) + . (X)

> .
i Definieren wir die Funktion ¥ im Punkt X um zu

T (X) —1

F(x) L (X),

so erfullt diese Funktion das Kriterium von Dini 3g, und wir sind fertig. [

= Gleichmalige und punktweise Konvergenz

Mithilfe der Darstellung von s, — F 37 lasst sich zeigen, dass die Fou-
rierreihe der Sprungfunktion auf jedem kompakten Stetigkeitsintervall sogar
gleichmagig konvergiert 534 .
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Satz Ist die — nicht notwendig stetige — periodische Funktion F stuckweise ste-
tig di Cerknzierbar, so konvergiert ihre Fourierreihe auf jedem kompakten
Stetigkeitsintervall von ¥ gleichmaRig gegen £ und in den Sprungstellen
punktweise gegen die Sprungmitte von f. [ ]

[l Seien X, .., Xn die Sprungstellen von £ und hy, .., hy, ihre jeweiligen
Sprunghdhen. Dann ist die Hilfsfunktion ¢ mit

L |
P =TM -  hio(t—x)

i=1
stetig und stuckweise stetig di Cerknzierbar. Die Fourierreihe von ¢ konver-
giert daher absolut und gleichmafig auf ganz T 35. Da die Fourierreihen der
Sprungfunktionen auf jedem kompakten Stetigkeitsintervall von f gleichmafig
konvergieren 4.34, gilt dies dann auch fir die Fourierreihe der Funktion ¥ selbst.
Die Aussage Uber das Verhalten in den Sprungstellen folgt direkt aus dem Zusatz
zum Dinischen Kriterium. [

m Der Satz von Carleson

Die bisherigen Satze gelten fur stetige Funktionen, die gewisse Regulari-
tatseigenschaften aufweisen. Die Frage, was fur >nur stetige< Funktionen gilt,
beantwortet der folgende, tief liegende

Satz von Carleson Ist die periodische Funktion f stetig, so wird sie fast Uberall
durch ihre Fourierreihe dargestellt. [

Dieser Satz kann nicht verbessert werden, wie wir im letzten Abschnitt
sehen werden.

25.6
Gemittelte Konvergenz

Das im Allgemeinen schwierige Problem der punktweisen Konvergenz einer
Fourierreihe kann man umgehen, indem man nicht die Fourierpolynome selbst,
sondern geeignete Mittel hiervon betrachtet. Ausgangspunkt ist die folgende
Bemerkung a.521. Ist (an)nrmeine konvergente Folge komplexer Zahlen mit
Grenzwert a, so konvergieren auch ihre arithmetischen Mittel gegen denselben
Grenzwert, also

+.. +anp .
on | %17 "a:r!'rgoa”'

n
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Die Mittel kdnnen aber auch konvergieren, wenn die Folge selbst nicht konvergiert,
wie das einfache Beispiel ((—1)")nrmzeigt. Die Mittelung kann also zu einem
verbesserten Konvergenzverhalten fihren.

Wir betrachten deshalb jetzt die arithmetischen Mittel

onf I__Jﬁ‘l(sof + .. +5sp1T), n [T}
der Fourierpolynome von f . Diese werden Fejérpolynome genannt.

Lemma Esist on¥ =F [EJ mit den Fejérkernen

1 21
1 sin(nt/2) [ R
_ 1 sin(nt/2)
Fn=0 sinvzy @ "
i Wegen 3 snf = F LD} ist
) 1 TSk + 1/2)t
Fn= ~(Do+ . +Dn-1) = — %
0[KkK2n

Mit den trigonometrischen Identitaten 2sinasin3 = cos(a — 3) — cos(a + )
und 1 — cos2a = 2sin? a folgt

1
nsinz(t/2) Fn = sin((k + 1/2)t) sin(t/2)

0 [k=2n
L__ebs(kt) — cos((k + 1)t)
0[kdn 2
_ 1- cc;s(nt) — sin? nt -

Lemma Die Fejérkerne F, bilden eine Diracfolge gerader Funktionen mit F, Q1
auRerhalb jeder Umgebung von 0. [ 1

[l Es ist o Censichtlich, dass die F, gerade und nichtnegativ sind. Die

Mittelwerteigenschaft folgt aus der entsprechenden Eigenschaft 3g
1

[D,hdt =1, n [CT]
-

der Dirichletkerne. Um die letzte Behauptung zu zeigen, sei & > 0. Dann gilt
sin(t/2) [Csih(d/2) fur & Il und deshalb

Fn(D) o i [Cml

nsin®3/2’
Also gilt F, [COFur & CJf| [l

Es ist damit klar, dass die Fejérpolynome o, = T [l in Stetigkeitspunkten
gegen T konvergieren 2424 . Ebenso konvergieren sie in Sprungstellen.
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Abb 8 Die Fejérkerne F2, F4 und Fg

Satz Die Fejérpolynome onF einer Funktion ¥ [CI3(T) konvergieren auf jedem
abgeschlossenen Stetigkeitsintervall von f gleichmé&gig gegen f. In einer
Sprungstelle x konvergieren sie gegen die Sprungmitte. [ 1

i Der erste Teil der Behauptung folgt direkt aus dem allgemeinen Satz
Uber Faltungen mit Diracfamilien 2424 . — Sei nun X eine Sprungstelle. Aufgrund
der Symmetrie der Fejérkerne gilt wie bei den Dirichletkernen 37

1

onf(x) = CIF(x — t)Fn(t) dt
|

= f(x —t)Fn(t)dt
[ttLOHLEIoy
[ [
=[O f(xX—t)+F(x+1t) Fh(t)dt
{tox

und

Abb 9 Rechteckimpuls mit Fejérpolynomen o3 und og
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Abb 10 Sprungfunktion mit Fejérpolynomen o3 und og

-1
(I
[onf(X) = Fmn(X)| [F(x — 1) = ()| Fn(t) dt
{tp

+ [0 [F(x +t) — F.(X)| Fn(t) dt.
{trop

Die beiden letzten Integrale konvergieren gegen Null fir n - oo, denn wir kénnen
sie au [@asken als die Faltung einer im Punkt x stetigen und dort verschwindenden
Funktion mit der Diracfamilie F. Il

Wahrend also die Fourierpolynome stetiger Funktionen im Allgemeinen nur
fast Uberall konvergieren 41, verhalten sich die Fejérpolynome besser:

Korollar Ist die periodische Funktion ¥ stetig, so konvergieren ihre Fejérpolyno-
me onT gleichmaRig gegen £. [ 1

Wir erhalten aber auch ein besseres Resultat fur die Fourierpolynome, wenn
die Funktion ¥ Stammfunktion einer L1-Funktion g ist.

Satz Ist die periodische Funktion £ Stammfunktion einer L!-Funktion g, so
konvergieren ihre Fourierpolynome s, punktweise gegen f. [

[ Betrachte

L1 "
snf(t) = fire'kt,
k| CAl

Fur jedes t [CTlgqilt
onf(t) - F(t)
aufgrund der Stetigkeit von  45. Ferner ist ﬁ, =gn/in fur n # 0 33, so dass

nfa(t)e™ = gn(t)e'™ - 0
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aufgrund des Riemann-Lebesgue-Lemmas 7. Aufgrund des folgenden Lemmas 47
konvergiert dann auch s, (t), und es gilt

SF(t) = r!im snf(t) = rI1im onf(t) = ()
fur jedes t [CT1

1
47 Lemma Konvergieren die arithmetischen Mittel einer Zahlenreihe |, gfn ge-
gen den Grenzwert s und gilt na, - 0, so konvergiert auch die Reihe selbst
gegen denselben Grenzwert s. [ 1

) 1
[ Mit Sp = g an @k und

Nnop Csd+ .. +sp—1

—1
=nag+(n—1a; +..+apn-1 = (n —k)ak
0 [k2n
wird
I 1 | 1 —1
N(sn —0Onp) = nay — (n—K)ak = kag.
0 [K2Nn 1 KAl 0 [K2Nn

Also sind s, — o gerade die arithmetischen Mittel der Folge (kak). Konvergiert
diese Folge gegen Null, so konvergieren auch deren arithmetische Mittel gegen
Null 5521 . Also gilt s, — o - 0, und das ist die Behauptung. [

25.7
Divergenz

Ist eine periodische Funktion f stetig, so konvergiert nach dem Satz von
Carleson ihre Fourierreihe Sf fast Uberall gegen f 4;. Ist sie sogar Stammfunk-
tion einer L1-Funktion g, so konvergiert Sf punktweise gegen f 46.Und ist g
sogar L2, so konvergiert SFf gleichmaRig gegen f 34.

Jetzt zeigen wir noch, dass fur >nur stetige< Funktionen die Divergenz
ihrer Fourierreihe in einer Gberabzahlbaren, dichten Teilmenge von Punkten ein
>Uberall anzutre Cenddes< Phanomen darstellt. Dazu bendétigen wir zwei Ergebnisse
der Funktionalanalysis. Das erste ist der

48 Satz von Baire In einem Banachraum ist der Durchschnitt abzahlbar vieler
o [eder dichter Teilmengen ebenfalls dicht. [
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Abb 11

Zum Beweis des Satzes Vo
von Baire

Bo

Vi ™, i B1

il Sei (Vn)nceine abzahlbare Familie o Ceder dichter Teilmengen des
Banachraums E. Sei Bg eine beliebige, nicht leere o [ede Kugel. Dann ist Vi n Bg
o [en und nicht leer, und es existiert eine abgeschlossene Kugel B; B}, (x1) mit

B: [\ n Bo.

Dann ist auch V2 n By o[ed und nicht leer, und es existiert eine weitere abge-
schlossene Kugel By Eﬁ}z (X2) mit analoger Eigenschaft. Induktiv finden wir
damit zu jedem n [Tleine abgeschlossene Kugel B, [CBJ (xn) mit

Bn [} N Ba_i.

Wir kénnen es auch einrichten, dass r; >r, > .. >r, - 0. Wegen X, [B) fur
m [l bilden die Kugelzentren X, damit eine Cauchyfolge. Da wir in einem
Banachraum sind, existiert x = limp_ .« Xn . FUr diesen Grenzwert gilt

x B} M3} n Bo, n O

Also gilt auch

1
X L1 Vnh nBp.
n 11

Da Bg beliebig war, ist der Durchschnitt aller V,, dicht in E. 1l

Entsprechendes gilt auch fur Gs-Mengen, also den Durchschnitt abzéhlbar
vieler o Ceder Mengen. Diese sind naturlich im Allgemeinen nicht mehr o [en.

Korollar In einem Banachraum ist der Durchschnitt abzahlbar vieler dichter
Gs-Mengen wieder eine dichte Gs-Menge. [ 1

Der Satz von Baire wird oft mithilfe des Begri [S-dler Baireschen Kategorie
formuliert. Zur Erinnerung: Eine Teilmenge eines topologischen Raums heif3t

25.37
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nirgends dicht, wenn ihr Abschluss keine inneren Punkte enthélt. Mit anderen
Worten, dass Komplement ihres Abschlusses ist o Ced und dicht. Nirgends dichte
Mengen sind das topologische Analogon zu den Lebesgueschen Nullmengen.

Definition Eine Teilmenge eines topologischen Raums hei3t von erster Baire-
scher Kategorie, wenn sie als abz&hlbare Vereinigung nirgends dichter Men-
gen dargestellt werden kann. Andernfalls heif3t sie von zweiter Bairescher
Kategorie. [

Es gibt also nur zwei Bairesche Kategorien, und jede Teilmenge eines topolo-
gischen Raumes ist von genau einer solchen Kategorie.

I"a. Nirgends dicht sind
= die leere Menge in jedem topologischen Raum,
= Ein-Punkt-Mengen in einem normierten Vektorraum,
= echte Unterrdaume von normierten Vektorrdumen.
b. Nicht nirgends dicht ist Q [CRlund allgemeiner Q" [RI'.
c. Von erster Kategorie sind
= Q [Rlals abzahlbare Vereinigung von Ein-Punkt-Mengen in R,
= abzahlbare Teilmengen eines nichttrivialen Vektorraumes,
= abzéhlbare Vereinigungen von Mengen erster Kategorie.
d. Ist C = A [Blvon zweiter Kategorie, so ist wenigstens eine der Mengen
A und B von zweiter Kategorie. 111

Das wichtigste Beispiel einer Menge von zweiter Bairescher Kategorie ist ein
Banachraum selbst.

Bairescher Kategoriesatz Jeder Banachraum ist von zweiter Bairescher Kate-
gorie. [

[ Wir zeigen, dass ein Banachraum E nicht die Vereinigung von abzéhlbar
vielen, nirgends dichten Teilmengen sein kann. — Sind A1, Ay, .. nirgends dichte
Teilmengen von E, so sind

Vp = E A},

o [ene, dichte Teilmengen von E. Nach dem Satz von Baire 4g ist

1 1
Z1 V,=E L[ A,
n 11 n 11

Also ist E nicht darstellbar als Vereinigung abzahlbar vieler, nirgends dichter
Mengen und damit von zweiter Kategorie. [
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II"Der Banachraum R ist von zweiter Kategorie. Da
R=Q LQf

und Q von erster Kategorie ist, ist Q°, also die Menge aller irrationalen Zahlen
ebenfalls von zweiter Kategorie. 11l

Korollar Eine dichte Gs-Menge eines Banachraumes ist von zweiter Kategorie
und damit insbesondere Uberabzéhlbar. [ 1

1
[ Sei B =, Vn der Durchschnitt o Cedler Mengen V. Ist B dicht, so ist
jedes Vi, dicht und daanes Komplement A, = V5 nirgends dicht. Also ist
deren Vereinigung A = |, An von erster Kategorie. Nun ist

E=ALB]
und E ist von zweiter Kategorie. Also ist auch B von zweiter Kategorie. [
Das zweite Resultat aus der Funktionalanalysis ist der

Satz von Banach-Steinhaus Sei E ein Banachraum und (Aq)q z€ine beliebige
Familie stetiger linearer Funktionale auf E. Dann gilt entweder

sup Ak [k oo,
a A1
oder es existiert eine dichte Gz-Menge X in E, so dass

sup |[AgX| = oo, x X1 —1
a Al

Bemerkung Aus o [edsichtlichen Grunden wird dieser Satz auch Prinzip
der gleichmaligen Beschranktheit genannt. [

i Definiere ¢ @ E - [0,00] durch
$(x) Lsip [Aax|
o [A]
und betrachte die Mengen
1 [
Vo CX CEL (X)) >N, n 11

Wegen der Stetigkeit der A4 ist jedes V, o[en. Die erste Alternative ist, dass
eine dieser Mengen nicht dicht in E ist, zum Beispiel V. Dann existiert eine
nichtentartete abgeschlossene Kugel Br (u) im Komplement von Vy . Es gilt also

é(u + %) = sup [AL(u + x) N, XI1rrl
a Al
Dann aber sind die Ay gleichméaRig beschrankt, denn

[Ax CICTAL (u + X) CH# [ARyu T2, XICIrl

25.39
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Die andere Alternative ist, dass alle V, dicht in E sind. Dann ist aufgrund des
Satzes von Baire 4g der Durchschnitt aller V, eine dichte G5-Menge X, und in
jedem Punkt x CX1gilt ¢p(X) = oo, [

= Anwendung auf Fourierreihen

Jetzt kommen wir wieder zur Divergenz von Fourierreihen.
Lemma Zu jedem t [Tlexistiert eine dichte G5-Menge E; [CIT), so dass
s'flt) Csip|snF(t)] =
n ol
fur jedes ¥ [CEJ. [
um Fixiere t CTlund betrachte die Funktionale
An: C(T) - R, T [Spif(b).
Diese sind beschrankt bezlglich der Supremumsnorm, denn
IAnF] = I(snf)(D)] 1D} L IFIL]
Tatsachlich gilt
[AL Lo = [Dh L]
Fur die Treppenfunktion ¢ = sgnDn(t — -) gilt ndmlich
1 1
Anp = ;kp(s)Dn(t —s)ds = Ean(t —s)|ds = D ;]

Approximieren wir ¢ durch eine Folge stetiger Funktionen @k mit [k [J1=1,
so erhalten wir

I!im IAn@| = [An@] = [Dh L]

was die Behauptung [AlL [ = [D} [ lergibt.

Nun gilt aber [D}, 1 o flir N - oo 524 . Die Familie (Ap) ist somit nicht
gleichméRig beschrankt. Aufgrund des Satzes von Banach-Steinhaus s, existiert
deshalb eine dichte Gsz-Menge E; in C(T) mit

lim [Anf] = lim [snf(1)] =s Fi{t) =, F LEL.
Das ist die Behauptung. (1

Dieses Lemma betrachtet nur die Konvergenz in einem einzelnen Punkt. Der
folgende Satz dehnt dies auf dichte Gsz-Mengen in T aus.
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Satz Es gibt eine dichte Gs-Menge E in C(T), so dass fur jedes £ [El
1 1
Ef CA CIL s"Ftt) =
eine dichte Gs-Menge in T ist. Insbesondere ist E¢ Uberabzéhlbar. [ 1

il Sei (tn) eine beliebige, in T dicht liegende Folge. Dann ist 53
1
E 1 E,
n 11
als Durchschnitt abzahlbar vieler dichter Gs-Mengen wieder eine dichte Gs-Menge.
Far £ CElgilt

s 'F{tn) = oo, n CO
Die Funktion s "Fist jedoch unterhalbstetig — das heiRt, es gilt tiberall

Iirsn itnfs Ifts) Csirtt).

Daher gilt auch s {t) = o fur t in einer Gs-Menge, die alle t, enth&lt und
somit ebenfalls dicht ist 5.36. I

= Noch etwas Funktionalanalysis

Zum Abschluss tragen wir noch den Beweis des Satzes von der o [eden
Abbildung nach, der ebenfalls auf dem Satz von Baire basiert.

Satz von der o [eden Abbildung Sind E und F Banachraume und A: E - F
stetig und bijektiv, so ist auch A~ stetig. [

Bemerkung Sei A: E — F umkehrbar. Die Stetigkeit der Umkehrabbildung
A1 ist dquivalent zur O [edheit der Abbildung A selbst, also der Eigenschaft,
o [ene Mengen auf o [ene Mengen abzubilden. Daher die Bezeichnung als Satz
von der o [eden Abbildung. [1

i Der Beweis erfolgt in vier Schritten.
a. Sei U [CEloled und O [U. Wir zeigen zunéchst, dass A(U)™ eine
o Ledle Menge V [Elenthalt.

Die o [ede Menge U enthélt eine kleine, o Cede Kugel B um 0. Damit gilt

1
E= nB
n 1]

mit NB = {nx :x [B}. Da A surjektiv ist, gilt dann auch

1
F= nAGB)".
(g |
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Dabei kdénnen nicht alle Mengen NnA(B)™ nirgends dicht sein so. Also enthélt
wenigstens ein mA(B)~ eine o [ede Menge. Dann enthalt aber auch A(B)~ selbst
eine o [ende Teilmenge V [E] da Multiplikation mit m einen Homéomorphismus
darstellt.
b. Nun zeigen wir, dass A(U)™ auch eine o Lede Umgebung von O enthalt.
Die Abbildung E <xE - E, (ui,uz) [CUd — uy ist stetig. Also gibt es eine
o [ede Umgebung N von 0 mit

N—N [{li; —uy : ug,u; CNI} U1

Dann gilt auch
AU)™ LANN) —A(N))” CAIN)” —ANN)” V-V

mit einer gemal dem ersten Schritt existierenden o Ceden Menge V. LCAIN)™. Die
Menge V —V st aber o [ensichtlich o Ced in F und enthélt 0.

c. Wir zeigen nun, dass das Bild jeder o [eden Nullpunktsumgebung U [E]
eine o Ledlen Nullpunktsumgebung V [Elenthalt.

Sei € > 0. Sei B; [CEldie olede Kugel um 0 mit Radius g&; = /211 fur
i=0,1,2,... Gemé&R dem letzten Schritt enthalt A(B;)~ eine o Cede Kugel V; [CE1
um O mit Radius s;. Daraus folgt induktiv, dass zu jedem v [V} Punkte u; [Bj

existieren, so dass
—1 B
yn [Lyl— Au; V), CA(BR) .
00N
FUr n = O ist nichts zu zeigen. Gilt dies aber fur ein n [Q] so existiert zum

Urbild von yn innerhalb von B ein u, derart, dass
Vh — Aup [ sp1. @

Also ist yn — Aup [V}, und die Behauptu%lt auch fir n+ 1.

Aufgrund der Wahl der g; existiert u [—J; g4, und es ist LS €. Da die
Radien der V,, o [endsichtlich gegen Null streben, gilt Au =y wegen (2). Fur die
o [ene Kugel U um 0 mit Radius € gilt somit A(U) [\3. Das wollten wir zeigen.

d. Damit ist gezeigt, dass das Bild einer o Leden Umgebung von 0 CElunter
N1 beschrankt in E ist. Also ist A™1 stetig. [

25.42



