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Fouriertransformation

Die Fouriertransformation Ubertragt die Idee der diskreten Fouriertransfor-
mation von periodischen Funktionen auf nichtperiodische Funktionen.
Sei ¥ [I3(R). Dann ist fir jedes t [CRlder Wert
1

Pt) = F(x)e ™dx
R

erklart und definiert eine stetige Funktion ¢: R - C. Diese repréasentiert das
kontinuierliche Spektrum von f. In Analogie zum diskreten Fall sollte man
hieraus wieder die ursprungliche Funktion f rekonstruieren kénnen, und zwar

durch
1

f(x) [ @(t)e™tdt.
R

Im Unterschied zum periodischen Fall ist jedoch ¢ fiir L2-Funktionen im All-
gemeinen nicht definiert. Wir kdnnen also nicht von einem allgemeinen Theorem
fur Hilbertraume ausgehen und dieses auf L1-Funktionen ausdehnen. Vielmehr
gehen wir genau umgekehrt vor. Die Fouriertransformation ist naturlicherweise
fur L1-Funktionen definiert und wird von dort auf andere Funktionsklassewn
ausgedehnt.

Von Anfang an betrachten wir Funktionen auf dem R". Dies ist nicht kompli-
zierter als der eindimensionale Fall, aber wichtig fur die Anwendung der Theorie
auf partielle Di Cerknzialgleichungen.

26.1



740 26 — Fouriertransformation

26.1
Definition und Umkehrsatz in L?

Das Lebesgueintegral Uber R™ gewichten wir mit einem geeigneten Faktor

und setzen
1 1 1

CIfdA I ?7 T dA.
RN 2]-[)n/2 RN

1
Der Faktor ist so gewahlt, dass 2113 [Je~t/2dt = 1 und mit Fubini 21.2
R
1
O] e X172 g = Cle—X/2 dx, = 1.
R 1vam R

Dementsprechen&ldefinieren wir [ Iglin diesem Kontext durch
Eﬂ[g] [F1° dA.
SchlieB8lich sei E]X[ZF t1X1 +.. +thXn.
1 Definition Die Fouriertransf%mierte einer Funktion ¥ CIL}(R") ist
f: R".cC, f@) f(x)e—iEﬂX%lx. —1

Die Fouriertransformierte ist o Cendsichtlich unabh&ngig vom Reprasentanten
einer L1-Funktion und in jedem Punkt wohldefiniert. Sie ist auch fir reellwertige
Funktionen im Allgemeinen komplexwertig a-2 .

2 Ca. Far X = X[-1,11 und t #= 0 ist
—
K1) = Cix(x)e ™ dx
R
—1
I—_1—I H —itx i
_ !17 et gy = v & _ 2 sint
2 -1 2n t = m ot
sowie . L |__1_| ?
X(0) = dx =¥=—= dx= = =Ilimx(t
X(©) = EXO)dx=~o= dx= - =limx(®)

Die Funktion X ist stetig, aber nicht in L1(R), sondern in L?(R).
b. Sei ¢ gegeben durch ¢p(x) = e Xl Dann ist

1 , W
@(t) — Eb—lxle—itx dx = PV A e—X(e—itX + eitX) dt
R 21 o [ —
1 :Il 1 ] 2 1
2t 1+it  1-it T 1+ t2

Hier ist die Funktion ¢ stetig und integrierbar.
c. Das nachste Beispiel formulieren wir als Lemma. 11
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Definition und Umkehrsatz in L — 26.1

Abb 1 Die Fouriertransformierte von Xp-1,11

Lemma FUr die Gaussfunktion
¢: R"-R, X)) = e X2
gilt P=w. 1

[ Sei zuerst n = 1. O [edsichtlich ist ™= —xyP und Y(0) = 1. Di [erkn-
ziation unter dem Integral 2036 und partielle Integration ergeben ebenfalls
1 1
§r) = He—leze—itX)q.jx = —j [CxeX/2g-itx gx
: jum

— ie—leze—itx % —t I%Ie_leze_itx dx = —tll’:l(t).

—oo

Ebenso gilt aufgrund der Normalisierung des Integrals
(.
P(0) = [ t2dt = 1.
R

Also l6sen P und  dasselbe Anfangswertproblem und sind daher gleich.
FUr n > 1 schreibe Y fur Y. Dann ist Pn(X) = P1(X1)--W1(Xn) und mit
Fubini

Pn(t) = Pr(ty)-- P1(tn) = Wi (ty)--Wi(tn) = WYn(t).

Also ist 0 = @ fur alle n 1 o

Abb 2  Die Gaussfunktion e **/2

14.05.2019 — 17:11 26.3
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Satz  Die Fouriertransformation definiert eine stetige lineare Abbildung
F: LYR™ - C(RM), F [T
und es gilt (FIl CTEIIfur alle f CLHR"). [ ]

[ Die Linearitat der Abbildung ist o [Cedsichtlich. Die Stetigkeit von f folgt
aus dem Satz von der dominierten Konvergenz 2029 mit |f| als integrierbarer

Majorante fur alle t:
1

limF(t) = lim CfF (x) e TxCdx
t-a - (|
= tim f(x)e_imxgdlx = [(#(x)e ' @*Hx = f(a).

O Censichtlich gilt fur alle t auch
[

[ ()] COPF ()| dx = CFI]
Somit ist F stetig. [

Bemerkungen a. Konvergiert eine Folge (fy) in L gegen F, so konver-
giert die Folge ihrer Transformierten (ﬁ() also gleichmé&Rig gegen f,da

[ — F [)= [ — F) ] CIF — F 1~ 0.

b. Fur die Operatornorm von ¥ gilt sogar [FI,F 1, da die Gaussfunktion
Y auf sich selbst abgebildet wird.

¢. Wir haben ihm letzten Beweis den Satz von der dominierten Konvergenz
auf einen kontinuierlichen Grenzwert t - a angewandt, wahrend er eigentlich
fir abzahlbare Folgen formuliert wurde. Genau genommen mussten wir beliebige
Folgen t, - a betrachten und argumentieren, dass das Ergebnis nicht von der
Wahl der Folge abhéngt 721 . Das Ergebnis bleibt nattrlich dasselbe. [1

Es gilt auch das Analogon des Riemann-Lebesgue-Lemmas 75,7 Uber das
Verhalten der Fouriertransformierten im Unendlichen. Sei

L1 . 1]
Co(R™) CF LTIRM) : liMxj.o F(X) =0

der Raum der im Unendlichen verschwindenden stetigen Funktionen. Dies ist ein
abgeschlossener Unterraum von C(R"™) und damit ebenfalls ein Banachraum 5_g.

Satz  Die Fouriertransformation ist eine stetige lineare Abbildung

F: LY(RM) - Co(RM). [

26.4



Definition und Umkehrsatz in L — 26.1

il Es genugt, den Fall n =1 zu betrachten. Mit h = 1t/t gilt dann
1

f(t) = CH(x)e ™ dx
(| (|
CR(x + h)e tCFN gy = — [F(x + h)e "™ dx.

Mit der halben Summe des ersten und dritten Integrals erhalten wir

HOIE % %f(x +h) —f(x:?} e it dx%

COPF (x + h) — F(x)| dx = [OhF G

Fiar |t] - oo und damit |h| - O konvergiert die rechte Seite gegen Null 245.

Somit verschwindet ¥ im Unendlichen.

= Der Umkehrsatz in L1

Aus der Fouriertransformierten £ kénnen wir die Funktion f rekonstruieren.
Die Formel ist das kontinuierliche Analogon zur entsprechenden Formel fur
Fourierreihen. Allerdings mussen wir heirfur annehmen, dass die Funktionen f
ebenfalls integrierbar ist. Wie wir bereits gesehen haben, ist dies nicht immer der
Fall 2.

Umkehrsatz in LT Sei ¥ CLI(RM). Ist auch ¥ CLI(R"), so gilt
1

f =, CI1f(t)e' @t
Rh
Gleichheit besteht insbesondere in jedem Stetigkeitspunkt von . [ 1

wm Da wir £ L3 annehmen, ist die Funktion ¢ mit
1

d(x) = M) ™t

in jedem Punkt wohldefiniert. Mit die Gaussfunktion @ und dem Satz von der
dominierten Konvergenz 329 gilt dann
1

¢ = lim LA (t)e' ™ (t/k) dt LI ().

Mit Fubini gilt -
dr(x) = LI CH(s)e 'TsHys e Xty (t/k) dt
1D 1
= O OPpt/k)e T4t £(s)ds
1D 1

= I R"Y(t)e 'WKE>IMgt £(s)ds.

26.5
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Das innere Integral ist aber gerade
KTP(k(s —x)) =K "P(K(s —x)) Cgk(X —s).

Es gilt also
dr(X) = LR(S)Wk(X —s)ds = (F L) (X).

Da (Y«)k o Cedsichtlich eine Diracfolge 2421 bildet, folgt 2424
[l — F - 0.

Zusammen mit ¢ - ¢ punktweise Uberall folgt daraus f =, ¢.
Ist schlie8lich K eine kompakte Menge von Stetigkeitspunkten von f, so
gilt auch ¢k - T auf K 2424 . Das ergibt die zweite Behauptung. i

Bemerkungen a. Statt der Gaussfunktion g kann man auch jede andere

L1-Funktion ¢ wahlen mit den Eigenschaften
1

¢ o] éraol  ¢O)= 'Endid?\=l-
Ein Beispiel ist ¢p(x) = e~ 1¥I.
b. Wirde man wie im Umkehrsatz fur Fourierreihen verfahren und direkt
(| [ (| 1

H(t)e! X thyt = I CH(s)e ' Tshys Xty

betrachten, so gelangte man zu einem undefinierten Integral der Gestalt
1

[ el Mu=xCy¢,
Rn

Man bendtigt deshalb einen integrierenden Faktor. [

26.2
Einfache Rechenregeln

Fur das Weitere fuhren wir eine Reihe allgemein uUblicher Notationen ein. Sei
er: R C, e(x)=e™xE ¢ R
Mit dieser Bezeichnung wird
[ [
f(t) = I F(x)e ' TXMlx = [ Fe_y dA.
RN RN

Weiter verwenden wir die Ubliche Multiindex-Notation

26.6



Einfache Rechenregeln — 26.2

Abb 3 Xf-n,n] furn=1,3

t* =t{*ta", D% [aj--an".
AuBerdem definieren wir

Do CEi)°D® = ?1@ I%i“l‘lzﬂl.
Mit dieser Notation wird, wie man sofort nachrechnet,

Dget = t%y.
SchlieB3lich definieren wir die Translation Thf durch (ThF)(x) CE(Xx —h).
Lemma Fur £ CI3(R") gilt

enf)y =tf, (tnf) =e_nf, h CR,

sowie
FoAY " =A"(For), A>0. [

[ Es ist

(enf) (D)

1
[ (x)en(Xx)e—t(Xx) dx
1

= CF (X)e—-ny(x) dx = F(t —h) = (tnF)(D).
Mit der Substitution )I(Ilm h und e_¢(h) = e_n(t) wird
(thf) (1) = CH(X — h)e_t(X) dx
1
= [#H(X)e_t(Xx + h)dx
1

=e_¢(h) CF(x)e_¢(X) dx = e_n(t)F (T).

26.7
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746 26 — Fouriertransformation

Und mit der Substitution X [CAX und e_¢(AVv) = e_x: (V) erhalt man
1
(FoAH) (1) = RO Ix)e—¢(x) dx
(I
= A" Cf(x)e—t (AX) dx
1
=A" R (x)ean(X)dx = A"F(At).
s Lemma Fur f,g CI3(R") gilt
1 1
(f gy =F4g, COfgda= O fgda. [
R" RN
i Mit Fubini und der Substitution x X u gilt
1
(f £g) (0) = LF Cg)(x)e—(x)dx
o —1
= IMHf(x —uw)g(u)du e_¢(x —u)e_¢(u)dx
o 1
= O (x —uwe_t(x —u)dx g(ue_t(u)dv
o 1

= O HF(X)e—¢(X)dx g(u)e—¢(u)du

=f(DG(),
und ebenfalls mit Fubini
1] 1] 1
(fgdx = [F(x) [Cg(y)e ™Yy dx
1 (i 1 (|

= [g(y) [H(x)e”'¥*Hdx dy = [gf dy.
Ubrigens sind £§ und fg integrierbar, da f und § beschrankt sind 4. [

Man beachte, dass die Faltung hier ebenfalls durch das gewichtete Integral
definiert ist.

[ Beispiele  Fur gy CAT W = A mit A > 0 gilt
WA =AW A =P oAt =Pt =y
Es ist X[-n,n] = X[-1,1] © N~! und somit
—1

gsinnt
m ot

X[—n,n]A = n)’(\[—1,1] °n=

Ebenso ist X[n-1,n+1] = ThX[-1,1] und somit
—1
e g _ 2 e'"sint -

X[in-1,n+1] = €-nX[-1,1] = Tt

26.8



Der Schwartzraum — 26.3

Abb 4 Wr)Y =W, fur A =1,3

26.3
Der Schwartzraum

Innerhalb des Raumes der integrierbaren Funktionen L'(R"™) definieren
wir nun einen Unterraum, in dem das Di Lerknzieren und Multiplizieren mit
Polynomen uneingeschrankt maoglich ist, also nicht aus ihn herausfihrt.

Im Folgenden verwenden wir fur schnell abfallende Funktionen auf dem R"
die gewichteten Normen

24N
LPITey |3X|JER%(1+IXI )7 le()|

Definition Eine schnell abfallende Funktion oder Schwartzfunktion ist eine Funk-
ton ¥ CCFP(R") mit
Ly Csup HD) Ly < o
la]
fur alle N [0 Der Raum aller Schwartzfunktionen auf R"™ wird mit S
bezeichnet. [ 1

Ia. Jede C*”-Funktion mit kompakten Trager ist eine Schwartzfunktion.
b. Die Gaussfunktion { 3 ist eine Schwartzfunktion.
c. Kein Polynom auBer dem Nullpolynom gehort zu S§,,. [0

O Cendsichtlich ist 8, ein linearer Vektorraum. Seine Elemente lassen sich
auf folgende Weisen charakterisieren.

Lemma Fur ¥ 8} sind aquivalent:
(i) Fly < oo furalle N [T
(i) PDOF ist beschrankt fur jedes Polynom P und jeden Multiindex o.

(iii) Jede Ableitung von ¥ verschwindet schneller als jede Potenz von |x|_1. 1

26.9
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i Dies ist eine gute Ubung. (i

Jede Funktion [Iny definiert eine Norm auf 8. Doch mit keiner dieser
Normen ist S, vollstéandig, da jeweils nur endlich viele Ableitungen kontrolliert
werden. Man kann sogar zeigen, dass es Uiberhaupt keine Norm gibt, mit der S,
vollstandig wird. Fur unsere Zwecke reicht es aber aus, Konvergenz in 8, wie
folgt zu definieren.

Definition Eine Folge (k) in 8, konvergiert gegen eine Funktion ¥ S} genau
dann, wenn

I!im O — Ty =0, N [Q1
Sie bildet eine Cauchyfolge in 8, genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge
beztglich jeder Norm Il bildet. [
Bemerkung 8, wird zu einem metrischen Raum mittels der Metrik
1 [F1-
d(f,g) 1 >N - Ohvk
N [T 1+ [MFl—g ik

Konvergenz in dieser Metrik ist &quivalent zu dem hier vereinbarten Konvergenz-
begri L Da wir metrische Rdaume ansonsten nicht bendtigen, vertiefen wir dies
nicht weiter. [

Lemma Sei (k) eine Folge in 8, und ¥ [§). Dann sind aquivalent:
(i) fx - F in 8.
(i) By—fLy -~ O farjedes N [Tl
(iii) PD%f [CPIYF fur jedes Polynom P und jeden Multiindex a. [ 1

(i) (i) dist gerade die Definition der Konvergenz in 8.

(i) 1) Sind P und o gegeben, so wahle N gréRer als |a] und den Grad
des Polynoms P . Die Behauptung folgt dann aus [ft — f [}y - O.

(iii) (i) Fur jedes N [OJund o CNf gilt insbesondere auch

IIII“(fk—f)@) - 0.
Da es nur endlich viele a mit |a| NI gibt, gilt damit auch [ — F Ly -~ 0. [0
Satz  8p ist ein vollstandiger Raum. [ 1

o Sei (Fk) eine Cauchyfolge in 8. Dann ist (D%F) fur jeden Multiin-
dex a eine Cauchyfolge beztiglich der Supremumsnorm. Ist also ¥ der gleichma-
Rige Limes der fy, so existiert D®Ff aufgrund des Satzes von der Vertauschbarkeit
von D und lim, und es gilt

D% [CDYf.

26.10
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Da fur jedes Polynom P auch PD%fy eine Cauchyfolge in der Supremumsnorm
bildet, gilt ferner

PD%f, CPIDSF.
Also g gilt ¥ S} und fx - F in S, 10. Also ist 8, vollstandig.

Lemma Fir jedes Polynom P, jede Schwartzfunktion g und jeden Multiindex o
sind

f [P, T [CgT, f [CDYf
stetige lineare Abbildungen von S insich. [

o Es ist klar g, dass alle Abbildungen S, linear in 8, abbilden. Es geht
also nur noch um die Stetigkeit. Fir D® folgt dies zum Beispiel aus 19

[DPf [y CTFyly, M =N+|al.

Entsprechend fur die beiden anderen Abbildungen 4.5. [

Wir bendtigen noch zwei Satze Uber dichte Einbettungen von Unterrdumen.

Zunachst betrachten wir den Raum
Dn CTP(R™) CSA

aller glatten Funktionen mit kompakten Trager, dem wir im nachsten Kapitel als
Raum der Testfunktionen wieder begegnen werden.

Satz Dy, ist stetig und dicht eingebettet in 8§,. [ 1

i Wahle eine Abschneidefunktion ¢ zur Kugel vom Radius 1, setze
¢r CPlor™! fur r COund damit

fr CTtp,.

Dann ist ¥ = f, auf der Kugel vom Radius r und f, D, fur alle r I FUr
die Ableitungen gilt aufgrund der Leibnizschen Formel

 —
ID(F = F)(x)] CO  B5 IDF(X)] DY (X))
O oTal

[cd max |D%F(x)|,
|o| Ol

mit einer nur von ¢ und a abhangenden Konstanten cq, da ja r [I1AufRerdem
verschwindet die linke Seite fur |x| [Tl Somit folgt

26.11
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D (f — fr) [y [cd max sup (1+ [x]?)N |DF (x)]
0o Ta)x| [F1
Iﬁ max sup (1 + [x|?)N*L |DOF ()]
' 0 oTok [(R1

Drf .
5% e P

Damit erhalten wir

01— f Gyl = max [DF(F — fr Ly,

|a] N

I% |uTE%§1 [DPF [y I——%NE E 3 ISRV
Dies verschwindet flrr r - oo. Da dies fur jedes N gilt, gilt auch fx - f in 8. mmm
Satz Der Raum Dy, ist stetig und dicht eingebettet in Co(R™). [ 1
i Sei £ CCH(R™) und € > 0. Dann ist
FRd (5 < €/2

fur ein hinreichend grofRes r . Wahle wir also eine Abschneidefunktion ¢ zu By,
so ist g = f¢ stetig mit kompaktem Trager und
@Fl-glrd = O(1 — ¢) [rd [THIRd (g5 < /2.

Glatten wir jetzt die Funktion g mit einer beliebigen Diracfolge aus glatten
Funktionen 4.0 mit kompakten Tragern, so erhalten wir eine Folge (gk) in Dn
mit

[gl—gklrd - 0, k - co.

Dann ist auch [F1— gk [gd < € fur hinreichend groRes k. Somit liegt D, dicht
in Co(R™). (mmm

26.4
Die Fouriertransformation im Schwartzraum

Nun wieder zuriick zur Fouriertransformation. Da wir im Schwartzraum
uneingeschrankt di Cerknzieren und mit Polynomen multiplizieren kénnen, bené-
tigen wir fur die entsprechenden Rechenregeln der Fouriertransformation keine
weiteren Voraussetzungen.

26.12
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Sei P ein Polynom in n Variablen mit reellen oder komplexen Koe [Ziehten,

also
a az On
P(x) = Cax® = CaXq ==Xn".
Jof N0 Jof KO

Wir definieren damit den linearen partiellen Ableitungsoperator

1
P(D) C1 cuDg
|a] (NO

mittels der mit i versehenden Ableitungen Dq. Wegen Dger = t%e¢ gilt hierfur
P(D)et = P (t)ey, P(—D)e_t = P(t)e_t.

Satz Fur ¥ 8} und jedes Polynom P gilt
(P(D)FY =Pf, (PFY =P(-D)f. [ 1

o Mit £ ist auch P(D)F in 8, 12, und mit partieller Integration folgt
1

LP(D)f)e—tdx
1

[fP(—D)e_tdx
1

PDOF) (D)

-
[HP (t)e_c dx = P(t) [He_cdx = (PF)(1).

Um die zweite Identitat zu zeigen, betrachten wir zunachst eine partielle Ablei-
tung 8xF . Mit dem k-ten Einheitsvektor e, und e_pe, (X) = e~ ist
i 2 o iHo =

— f(t+hex—F(@) = - [F e_t—pe — €t dX
h h

- - —ihx

= e i(e_pe, — 1)dx = Ttefe & T dx

h —t(€-ne, kTe—t i .
Die Funktion xxf ist integrierbar, und der Quotient ist gleichmé&Rig beschrankt
mit Grenzwert 1 fur h - 0. Also kénnen wir mit dem Satz von der dominierten

Konvergenz zum Grenzwert h - 0 Ubergehen und erhalten
(I

0 F (1) = GhFe_gdx = (xkF)(L).
FUr a mit |a] = 1 ist damit gezeigt, dass
—Dqof = (XOF)"~.
Der allgemeine Fall folgt mit Induktion. [

Diese Identitéaten begrinden die Bedeutung der Fouriertransformation fir
die Untersuchung partieller Di Cerknzialgleichungen. Denn unter Transformation

26.13
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wird aus einem partiellen Di Cerknzialoperator mit konstanten Koe [Ziehten ein
Multiplikationsoperator — und dieser ist wesentlich einfacher zu untersuchen.
Dies werden wir in Abschnitt 6 noch etwas vertiefen.

ICa. Esist —U + u = (—902 + 1)u, das Symbol des Operators somit
P(t) = (-2 +1) 1 .= t? + 1.
Far eine Funktion u einer Variablen gilt somit
(—u+u) = (2 +1)a.

b. Entsprechend gilt (U™ uy" = —i(t® — t)a.
Fidr eine Funktion u in n Variablen ist

(—Au)y = (2 + .. +t2)a=|t’a.

Satz Die Fouriertransformation ist eine stetige lineare Abbildung des Schwartz-
raums S, insich. |

i Sei £ CSd . Dann ist
PDof =PG=(P(D)g)",  g=(—x)°F.

Hierbei ist P(D)g) eine Schwartzfunktion, deren Fouriertransformeirte also be-
schrankt. Also ist PDof beschrankt fur jedes Polynom P und jeden Multiindex o
und damity ¥ S}, Die Stetigkeit der Abbildung f E‘Efolgt mit einer analogen
Uberlegung .. 111

Umkehrsatz in 8, Die Fouriertransformation ist ein linearer Isomorphismus
F: 8n - 8n mit Umkehrabbildung

Fl=Fop,
wobei p die Reflexion x [C=X bezeichnet. Es gilt also
1
T = O fexdA. [
Rr’l
mm Fur g, ¢ CS3 und A > 0 gilt
] 9.¢ 3 g
Cd/AN () dt = LA (t) dt
(I

LD (t/A)"dt 7
1
LM (/N dt. g

Mit A - oo und dominierter Konvergenz folgt hieraus
1 1

g(0) LHdA = d(0) LgdA.

26.14
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Wahlen wir jetzt fir ¢ die Gaussfunktion Y, so erhalten wir 3
1 1 1

g(0) = g(0) LPdA = (0) FLGdA = [dA.

Dies ist die Umkehrformel fiir x = 0. Der allgemeine Fall folgt hieraus mit
1 1

g(x) = (1-x9)(0) = Lr—xg) dA = [Jex dA.

Somit ist F auch injektiv, denn aus § = 0 folgt g = 0. Mit § = f erhalten wir
1

FIf = [He, dA,

also genau die Behauptung F 1= Fop. mmm

Gilt 771 = F-p, so ergibt Anwenden von F von links und p von rechts
F2 = p. Zweimaliges Anwenden der Fouriertransformation liefert also die ur-
sprungliche Funktion in reflektierter Form. Dafur schreibt man auch

fT=Ff-p [TT.
Weiter folgt
F4 =p? =id.

Das heif3t, die Fouriertransformation ist ein isometrischer Isomorphismus der
Periode 4. Fir den L1(R™M) ergibt sich daraus noch folgender verbesserter Satz s .

Satz  Die Fouriertransformation ist ein stetiger Endomorphismus
F: LY(RM) -~ Co(RM)
mit dichtem Bild. [

i Die Stetigkeit der Abbildung haben wir bereits gezeigt 5. Die Injektivitat
ergibt sich aus dem Umkehrsatz ¢, denn aus f=0 folgt ¥ =, 0. Die Dichtheit
des Bildes folgt aus 8,y 11 2417,

8n =F(8n) CHLY) [Ty,
und der Dichtheit von 8, in Cq 14. [N

Das Bild von L! ist allerdings nicht abgeschlossen in Cg, die Abbildung
somit auch nicht surjektiv 5.12 . Ein analoges Ergebnis hatten wir bereits fir die
diskrete Fouriertransformation bewiesen.

26.15
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26.5
Die Fouriertransformation in L2

Wir dehnen nun die Fouriertransformation vom Schwartzraum 8, auf
L2(R™) aus. Fir ¥ [CIL3(R") definieren wir dazu, wie zu erwarten,
1

FIaE O [F]2dA.
Rn
Zuerst stellen wir fest, dass die Fouriertransformation auf S, die L2-Norm erhlt.

Satz Fur f,g CS) gilt A,g=* Eﬁ,g‘ljund damit die Parsevalsche Gleichung
L= F] [
i Bezeichnet o die komplexe Konjugation, so gilt

d 1 (0 1
[d(g)exdA= Ld(ge-x)dA =0 [de_xdA =0o(§).

Mithilfe des Umkehrsatzes 17 und Fubini 212 erhalten wir damit
[

f,g=F [(fo(g)dx
I 1

(1 (fle,dt o(g)dx
[ [T i T -

(A [d(g)exdx dt= flo(§)dt=@F,gGra mm

Satz von Plancherel Es existiert eine lineare Isometrie
®: L>(R™) - L2(R™M),
welche eindeutig durch ¢ &, = F bestimmtist. [ 1

[ Es ist 3 8 — Sy eine Isometrie bezuiglich der L2-Norm 19, und 8, ist
dicht in L2(R") 24.17. Daher lasst sich J eindeutig zu einer stetigen, isometri-
schen Abbildung ® auf L? fortsetzeng. [

Die Abbildung ® setzt also die Fouriertransformation J isometrisch von
8 zu einer Abbildung von L2(R"™) in sich fort. Diese Fortsetzung wird eben-
falls als Fouriertransformation oder genauer Fourier-Plancherel-Transformation
bezeichnet. Wir schreiben daftr weiterhin F und

f C7F, f CEARD).

Aus Stetigkeitsgriinden bleiben dabei alle Eigenschaften erhalten, die in L2 sinn-
voll erklart sind.
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21 Satz Die Fouriertransformation F ist ein isometrischer Isomorphismus des
Raumes L?(R™) mit Umkehrabbildung 51 =Fop. [

Die Ausdehnung auf L? kénnen wir auch konkret wie folgt beschreiben.

22 Satz Ist ¥ CIA(R™) und
1 1

@ () CO ferdx, Yr(x) CO  fe.dt,
[-r,r]" [-r,r]"

so gilt
or LF, YL f, r-ooc [

i Far fr CEKp—r g0 gilt £ CCY und fr = @, . AuBerdem gilt
F- @, F FI-f, = Fl-f ]

Da die rechte Seite flir r - co aufgrund des Satzes von der dominierten Kon-
vergenz verschwindet, folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ergibt
sich durch Anwendung der ersten auf f und die Identitat £~ =~ .

Die Funktion f = X{_1.1] gehort zu L' n L2 und f ist gegeben durch ,
1
-~ 2 sint
f= =312
(V) —

Diese Funktion ist nicht in L1, aber in L2, wie es sich von der Theorie her auch
gehort. Wir erhalten

J 2 0J
= 2 sin“t = 2 42
Ifl%lz; EL @ dt = FIG k= FIMX[—lvlldX_PTT['

Also ist im ungemittelten Integral
Ll gin2t

@ dt =1t. o

26.6
Fouriermultiplikationsoperatoren

Eine wichtige Anwendung der Fouriertransformation ist die Theorie der
partiellen Di Cerknzialgleichungen. Einen winzigen Aspekt hiervon wollen wir

hier betrachten. — Ist
1
P = Cax®
|a| Cml

26.17
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ein Polynom in n Variablen x = (X1, .., Xn) vom Grad m, so nennt man
1
L=pP(D) = CoaDa
|al Cml
einen linearen Di Lerknzialoperator der Ordnung m mit konstanten Koe [ziehten.
Dieser operiert auf einer hinreichend oft di Lerenzierbaren Funktion u mittels

—1
Lu=P(D)u 1 cuDqu.
|a| Cml
Das Polynom P selbst nennt man das Symbol des Operators L.
Wir betrachten solche Di Cerknzialoperatoren mithilfe der Fouriertransfor-
mation. Bekanntlich g ist

(P(D)u)” =Pa.
Transformieren wir zurtck, so ist also

P(D)u =FYPO) = (FP F)u.
Somit gilt in 8p,

P(D)=F"P 7.

Unter Fouriertransformation geht ein Di Cerknzialoperator also Uber in einen
Multiplikationsoperator: man transformiert, multipliziert mit P und transformiert
zurtck. Die Fouriertransformation fuhrt gewissermaBen auf S, >Koordinatenc<
so ein, dass jeder Di Lerenzialoperator P (D) zu einem Multiplikationsoperator
wird.

Ein Analogon in der linearen Algebra ist die Hauptachsentransformation.
Jeder normale Operator erhalt in geeigneten Koordinaten Diagonalgestalt und
wird damit ebenfalls zu einem Multiplikationsoperator.

Die Darstellung P(D) = F~1P F erméglicht eine wesentliche Verallgemeine-
rung. Die rechte Seite definiert einen beschrankten linearen Operator auf 8., da
jedes Polynom als beschrankter linearer Operator u [Pl auf 8, aufgefasst
werden kann. Dasselbe gilt aber auch fir eine wesentlich gréRere Klasse von Funk-
tionen, die bei Multiplikation Schwartzfunktionen wieder in Schwartzfunktionen
uberfuhren.

Definition Eine Funktion ¥ [CF°(R") heif3t langsam wachsend, wenn es zu
jedem N [Olein K [COlgibt, so dass

iyl = sup [DFF [y < oo.

la] (N

Der Raum dieser Funktionen wird mit M, bezeichnet. [

26.18
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Sn M.

O LCendsichtlich gilt auch P, CM;,.

Fur jedes reelle s ist x C(I+ |x|2)S langsam wachsend.
Die Exponenzialfunktion wéachst nicht langsam. 111

Qoo

Eine Funktion ist also langsam wachsend, wenn jede Ableitung héchsten po-
lynomial anwéchst. O Cedsichtlich sind Summe und Produkt langsam wachsender
Funktionen wieder langsam wachsend, alsoM,, eine kommutative Algebra. Sie
enthalt auch die Eins, da sie alle Polynome enthalt.

Satz Jede langsam wachsende Funktion ¢ [CM,, definiert einen beschréankten
Multiplikationsoperator

&: Sn - 8n T LCHF. [

Wir bezeichnen hier, wie allgemein Ublich, den Operator mit demselben
Symbol wie die Funktion, mit der wir multiplizieren. Nur selten benétigt man
eine di Lerenzierende Bezeichnung wie Mg, .

i Aufgrund der Leibnizschen Produktregel gibt es zu jedem a eine Kon-
stante cy, SO dass

o a—o a
IDT(PTH()| Lcd max |DT )] [DTF ()]
Somit gilt
[D(PT) L) = Sﬁ(l + [x|)N IDX(DF) ()|
X
[cd sup max (1+[x|*)™ DY) (1 + x| [DIF ()|
s[R10[aTal
Ccd Jmax D% [dky MO F Ll -
Somit gilt
[T Ly CCl DTN L i DRIk Nk -
Wahlen wir zu gegebenem N [Olein K [COImit [l ¢ < oo, so folgt
G QEVE VR B IV DRV
mit einer anderen Konstanten cy . [0

Wir kdnnen nun - zumindest auf 8, — den Begri [Cdes Di [erknzialoperators
erweitern zum Begri [_des Fouriermultiplikationsoperators.
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Definition Jede langsam wachsende Funktion ¢ [M, definiert durch
$(D) CIT DT : Sh - Sn
einen Fouriermultiplikationsoperator, kurz Fmo, mit Symbol ¢. [

Die Notation ¢ (D) ist konsistent mit der bereits eingefuhrten Notation
P (D) fur Polynome. Denn es ist P, M, und, wie bereits bemerkt,

FPFu=9F"Pa=F1P@D)u)y =P(D)u.

Ein linearer Di Lerknzialoperator mit konstanten Koe [Ziehten ist also nichts
anderes als ein Fouriermultiplikationsoperator, dessen Symbol ein Polynom ist.

Lemma Fur ¢,p CMp gilt (¢w)(D) = (D)w(D) = Y(D)d(D). [
[ Denn
(PW)(D) =T 'oWTF = F 1 pF I YT = d(D)Y(D).
Vertauschen von ¢ und  liefert die zweite Identitat. (1

Mithilfe der Theorie der Fmo kann man nun in besonders einfachen Fallen
partielle Di Cerkénzialgleichungen 16sen.

II_Besitzt ein Polynom P [CH, keine reellen Nullstellen, so ist P(D) ein
Automorphismus von S, mit

P(D) ! = (/P)(D).

Das heif3t, die Umkehrabbildung zu P (D) ist der Fmo mit Symbol 1/P . Denn da
P keine Nullstellen besitzt, ist auch 1/P [CM,,, und aufgrund des vorangehenden
Lemmas o4 ist

(1/P)(D)P (D) =P(D) (1/P)(D) = 1(D) = ids,,.

Also ist P(D) ein Automorphismus von 8, mit Inverser (1/P)(D). Man beachte,
dass 1/P (D) kein Di Lerknzialoperator ist, wenn P nicht konstant ist. 11

—1
["Der Laplaceoperator A = lmﬁpﬁ hat das Symbol
(ix)? == Ix/,
k=1

das Symbol von 1 — A ist somit 1 + |x|2. Dieses Polynom besitzt keine reellen
Nullstellen, so dass

QA-28)"t =@+ |x|)HD).
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Die partielle Di [erknzialgleichung
QAQ-Nu=-Au+u="*F

hat fur jedes ¥ 8} eine eindeutige Losung u [ S8}, gegeben durch
u = (1/P)(D)F = F1(f/P).

Diese Losung Losung u hangt in der Topologie des Raumes 8., stetig von der

rechten Seite ¥ ab. 11
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