Distributionen

Der Kalkul der Distributionen erlaubt es, stetigen und anderen Funktionen
eine Ableitung zuzuordnen, auch wenn sie im klassischen Sinne nicht di Ceren-
zierbar sind. Hierzu wird der Funktionsbegri [_géeignet verallgemeinert, weshalb
Distributionen auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet werden.

Die Idee ist folgende. Eine stetige Funktion f: R - R kénnen wir als
definierenden Kern eines linearen Funktionals A¢ au [@sken, dass auf geeignete
Testfunktionen ¢ I%ittels

Ar($) T FbdA

angewnedet wird. Ein geeigneter Raum von Testfunktionen ist beispielsweise
CZ(R), denn dann existiert dieses Integral auf jeden Fall.
Ist T stetig di Cerknzierbar, so ist nach partieller Integration
[ [

AECHE qubdk= - Rfd)%l?\,

da die Randterme fir Testfunktionen verschwinden. Die rechte Seite involviert
aber nur £, nicht £5 und ist ebenfalls fur alle Testfunktionen wohldefiniert. Es
liegt daher nahe, die Distributionsableitung von ¥ durch

1

Ne)(d) =1 qu)%l)\

zu definieren. Ist F stetig di Cerknzierbar, so ist (Af)™= A5 und Distributions-
und klassische Ableitung stimmen Uberein.

Dieser Prozess lasst sich wiederholen. Die r-te Distributionsableitung einer
beliebigen stetigen Funktion IEIiSt demnach definiert durch

A (d) CEFD" qu,(r) dA, ¢ [TPR).

Eine stetige Funktion, als verallgemeinerte Funktion aufgefasst, ist also
beliebig oft im Distributionssinne di Lerenzierbar. Nur sind die Ableitungen im
Allgemeinen keine klassischen Funktionen mehr.
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Diese Verallgemeinerung des Funktionsbegri [S_@rfullt folgende sinnvolle
Forderungen:
(i) Jede stetige Funktion ist eine Distribution.
(i) Jede Distribution ist beliebig oft di Cerknzierbar, und jede Ableitung ist
wieder eine Distribution.
(iii) Ist eine Funktion stetig di Cerknzierbar, so sind Distributions- und klassische
Ableitung identisch.
(iv) Die klassischen Ableitungsregeln gelten weiterhin.
Aullerdem vertauschen verschiedene Grenzubergénge unter recht allgemeinen
Bedingungen.
lhren Ursprung hat die Theorie der Distributionen in der Modellierung
physikalischer Messvorgange. Angenommen, die Funktion ¥ beschreibt eine
physikalische GrofRe wie Druck oder Temperatur als Funktion des Ortes. Kein
Messvorgang ist vollkommen exakt und liefert den Wert f(x) genau am Punkt x.
Vielmehr liefert je(Ij:eI Messung einen gemittelten Wert

Ne(P) = thb dA,

wobei ¢ das Messverfahren modelliert. Je besser ¢ am Messpunkt x konzen-
triert ist, desto genauer die Messung. Wir messen also f, indem wir es mit der
Funktion ¢ testen, und dies ist die einzige Moglichkeit, ¥ zu sehen. Dieser
Kalkul wurde von den Physikern verwendet, lange bevor die Mathematiker die
entsprechende Theorie entwickelt hatten - as usual.

27.1
Testfunktionen und Distributionen

Im Folgenden sei Q immer eine nichtleere, o Lede Teilmenge des R". Die
Notation K [I_®@I steht im Folgenden fur kompakte, nichtleere Mengen K [CQl.
Definition

D(Q) CCr(Q) L LTr(Q) : suppP [TDI}
heiRt Raum der Testfunktionen auf Q. [

Es ist klar, dass skalare Vielfache, Summe und Produkte von Testfunktionen
auf Q wieder Testfunktionen auf Q sind. Somit ist D(Q) eine Algebra. Sie
enthalt jedoch nicht die Eins, da deren Trager nicht kompakt ist. Jede Testfunkti-
on auf Q kdnnen wir auch als Testfunktion auf R" betrachten, indem wir sie
aulRerhalb ihres Tragers durch Null fortsetzen.

27.2 27.05.2019 — 18:52



Testfunktionen und Distributionen — 27.1

Satz  FUr 1 [Cpl< oo gilt
D(Q) T-'Ce(Q) T LE(Q) I1'LP(Q),
wobei LR(Q) = {f CL¥(Q): suppf [LD}. [ 1

i Die Inklusionen D(Q) CCI(Q) CLR(Q) CLP(Q) sind o Lensichtlich.
Sei ¥ CLP(Q). Ist (Kk) eine steigende Ausschopfung von Q durch kom-
pakte Mengen, so hat fix [Ekx, kompakten Trager, gehort zu LR(Q), und

k—fL1-0, k- oo,

aufgrund des Satzes von der dominierten Konvergenz. Also gilt LP(Q) IL'LP(Q).
Sei nun ¥ CL®(Q). Somit ist supp(f) LD Ist (Ppk) eine Diracfolge mit
glattendem Kern 2423, so ist

supp(f) + supp(¢i) [0

fur alle hinreichend groRRen k. Fur diese k ist dann fi C¥1Lpk wohldefiniert,
gehort zu C°(Q), und es gilt 2424
o — f1- 0, i —fLJ- 0.
Also gilt auch D(Q) [L'C(Q) [L'LP(Q).
Unser Ziel ist, stetige Funktionale auf D(Q) zu studieren. Die erforderliche
Topologie ist jedoch weder durch eine Norm noch durch eine Metrik definierbar —

sie ist nicht metrisierbar. Aufgrund der Vektorraumstruktur von D(Q) kénnen
wir uns aber damit behelfen, Stetigkeit mithilfe von Nullfolgen zu erklaren.

Definition Eine Folge (¢k) in D(Q) ist eine Nullfolge genau dann, wenn
(n-1) supp ¢k CKI fur alle k mit einem festen K [I—@1, und
(n-2) D%y O fur alle Multiindizes . [ 1

Die Trager einer Nullfolge (k) durfen also den Definitionsbereich Q nicht
ausschopfen, sondern mussen in einer kompakten Teilmenge von Q enthalten
sein. — Eine lineare Abbildung

A DQ) - K

ist nun per definitionem stetig, wenn sie jede Nullfolge in D(Q) in eine Nullfolge
in K abbildet. Solche Abbildungen heil3en Distributionen.

Definition Eine Distribution auf Q ist ein stetiges lineares Funktional auf D(Q).
Der Raum aller Distributionen auf Q wird mit DYQ) bezeichnet. [ 1

27.05.2019 — 18:52 27.3
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Bemerkung In klassischer Terminologie werden Distributionen auch als
verallgemeinerte Funktionen bezeichnet. Der Strich Pfiir die Bezeichnung des
Dualraums ist ebenfalls klassisch. Er ist auch kompakter und weniger aufdringlich
als der Stern = [

Um ein handliches Stetigkeitskriterium zu formulieren, sei
Dk (Q) [Id CIN(Q) : suppP KL, K [T

Fur ¢ CDQ) sei ferner
- .
(@) Cmlax (DF ¢ L)

Die Supremumsnormen [DF¢ [g1sind endlich, da der Trager jeder Testfunktion
kompakt ist.

Stetigkeitskriterium Ein lineares Funktional A: D(Q) - K ist stetig genau
dann, wenn fur jedes K [T @l ein N [Olund ein ¢ [Olexistieren, so dass

NG| CeTdnyd, ¢ CDk(Q). [

o [_$ei (Ppk) eine Nullfolge in D(Q). Dann existiert ein K [, so
dass supp ¢k CKIfir alle k. Da jedes D® ¢k gleichmaRig gegen Null konvergiert,
gilt auch [l 1- O fur jedes N [0l Da |Ady| CcT P L Ifur ein N [COlnach
Voraussetzung, folgt

Somit bildet A jede Nullfolge in eine Nullfolge ab und ist damit stetig.
[ Wir zeigen die Kontraposition, nehmen also an, die zweite Aussage gilt
nicht. Dann gibt es ein K [I_®@l und zu jedem N [Qlein ¢, CDk(Q) mit

Adn| COILG, L1

Wir kdnnen auch [, 1= 1 annehmen. Dividieren wir ¢, durch n, so erhalten
wir Funktionen &, Dk (Q) mit

IAN®n| CT) Ll L1 14N,

Damit aber bildet ($) eine Nullfolge in D(Q), die von A nicht in eine Nullfolge
in K abgebildet wird. Also ist A auch nicht stetig, und die Kontraposition ist
bewiesen. [l
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Definition Eine Distribution A [CDYQ) heilt von endlicher Ordnung, falls es
ein N [COlgibt, so dass fur alle K [1T-®I eine Konstanten ck existiert mit

NP| Cod [Py, d CDk(Q).

Das kleinste dieser N heif3t dann die Ordnung von A. Andernfalls hei3t A
von unendlicher Ordnung. [

a. Istp ein fester Punkt, so wird durch

Sp¢d CPI(P)

die sogenannte Diracdistribution mit Trager in p definiert. Diese hat Ordnung O.

b. Ist allgemeiner a ein Multiindex, so wird durch
dp¢d CDFd(p)
eine Distribution der Ordnung |a| definiert. Denn
85| = [DD(p)| CIdL,

und dieses |a| kann nicht verbessert werden.
c. Jede FurI\ZIktion g [I3(Q) definiert durch

Ao = _gddA
eine Distribution der Ordnung 0. Denn fur alle ¢ CDI(Q) gilt
(I
Ng I Cglz 9l 1P| dA LI, Tily]
d. Ist allgemeiner o ein Multiindex, so wird durch
[

NG =1 gD (p) dA

eine Distribution der Ordnung |a| definiert. (1

Bemerkung Da jede Diracdistribution stetig ist, ist ihr Kern abgeschlossen
in D(Q). Also ist auch

—1
Dk (Q) = ker 8p
p [QTK]

abgeschlossen in D(Q). Andererseits besitzt Dy (Q) keine inneren Punkte 5.3.

Somit ist Dk (Q) von erster Bairescher Kategorie. Mit einer Ausschdpfung von Q
durch kompakte Mengen Ko K] [ 1gilt aber
1
DQ) = Din(Q).
m [0
Somit ist auch D(Q) von erster Bairescher Kategorie. Hieraus folgt letzten Endes
auch, dass D(Q) nicht metrisierbar ist. [

767



768

27 — Distributionen

= Reguléare Distributionen

Das letzte Beispiel kann wesentlich verallgemeinert werden. Da der Trager
jeder Testfunktion kompakt ist, muss das Integral von g nur tUber kompakte
Teilmengen von Q existieren. Gegen den Rand von Q dagegen durfen solche
Funktionen beliebig schnell anwachsen. Es genugt also, dass diese Funktionen
lokal integrierbar sind.

De1‘initio|n:I Eine messbare Funktion ¥ auf Q heildt lokal integrierbar, wenn
|F]dA < o
K

fur jedes K [T Der Raum dieser Funktionen wird mit L, (Q) bezeich-
net. [

i—a. Naturlich ist LY(Q) [L}.(Q).
b. Unabhéngig von p(Q) gilt allgemeiner LP(Q) EEjLC(Q) fur 1 [CplCed.
c. C(Q) [} .(Q).

d. |x| """t ist auf R" lokal integrierbar, nicht aber |x|™". 1
Jede Funkti% g Eljoc(Q) definiert nun wie zuvor durch
Agb -1 g dA
eine Distribution zla%}‘ Q der Ordnung O£enn fur @ CDK(Q) gilt
NgPl CQI) lgl 1P| dA = [dilg] « lgldA,
und das letzte Integral ist endlich fir jedes K [Tl

Satz  Die Abbildung
Li.(Q) - DYQ), g [

ist linear und injektiv. [

[l Die Linearitat ist klar. Um dE Injektivitat zu zeigen, verschwinde g
nicht fast Uberall auf Q. Dannist 2027 o |g|dA > 0. Also gibt es auch ein K [1TX1
so, dass

lg|dA = 0.
K

Approximieren wir die L1-Funktion sgngxk durch Testfunktionen ¢y 1, so gilt
aufgrund des Satzes von der dominierten Konvergenz
[ [

lim Agy = lim gk dA = limgpkdA= |g|dA=>0.
K- oo koo Q Q kooo K

Also ist Ag¢k # 0 fir fast alle k, und Ay ist nicht das Nullfunktional. 1

27.6
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Wir kdnnen also L,loc(Q) mit einem Unterraum von DYQ) identifizieren.

Oder umgekehrt, es gibt einen Unterraum von Distributionen von der Form

A= ANg, g [T} (Q),

die wir mit Funktionen identifizieren kdnnen. Solche Distributionen hei3en regu-
lar, alle Ubrigen singular. Eine Distribution ist also singular genau dann, wenn
sie nicht durch eine lokal integrierbare Funktion dargestellt werden kann.

[TJede Diracdistribution 3, mit p ist singuldr. Denn angenommen, es
gibtein g EE':LC(Q) mit &, = /\g. Fur die o [ene Menge Q = Q [{p} gilt dann
1

ng)d)\:o, b CIHQ).

Also gilty g % =, 0. Dann gilt aber auch g =, 0 und somit Ag = 0. Also kann
g nicht &, darstellen. 11

27.2
Rechenregeln

Als Nachstes wollen wir Ableitungen einer Distribution erklaren. — Wird
eine reguléare Distribution /g durch eine glatte Funktion g dargestellt, so sollten
ihre distributiven Ableitungen durch die Ableitungen von g gegeben sein, also

Da/\g = /\Dug

gelten. Um diese Distribution wieder durch g darzustellen, rekapitulieren wir
die klassische Situation.

Lemma Sei g CCr(Q) und ¢ CD(Q). Dann gilt
1 1
D% dA = (-1)l°l  gD%¢p dA
Q Q
far alle Multiindizes a. [

o Betrachte D = 9;, der Rest folgt mit Induktion. — Wegen ihres kom-
pakten Tragers kdnnen wir die Funktion ¢ durch 0 auf Q€ fortsetzen, ohne ihre
Regularitat zu beeintrachtigen. Also gilt di(gd) = dig ¢ + gdid auf ganz R".
Integration Uber R in der i-ten Koordinate ergibt

CJ CJ (.
0= di(gd)dx; = dig pdx; + goi¢p dx;.

27.7
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Integration Uber alle Gbrigen Koordinaten ergibt mit Fubini
(- (|
Jig pdA + goip dA =0.
RN RN

Da beide Integranden aullerhalb von Q identisch verschwinden, kbnnen wir
ebensogut nur Gber Q integrieren und erhalten die Behauptung fir 0;,
1 1

JdigpdA=— godipdA.
Q Q
Far eine glatte Funktion g gilt also
(Apag) () = Ng((—=D)*P).
Dies nehmen wir zum Anlass fur folgende Definition.
Definition Sei A [CDI{Q) und a ein Multiindex. Dann wird durch
(DN)($) CA((—-D)“d)

eine Distribution DA auf Q definiert, genannt die Distributionsableitung
von A der Ordnung a. [1

0 Wir massen die Stetigkeit von DYA zeigen. Zu jedem K [IL_@lexistieren
ein N und c, so dass »

INP)| CeTPny], ¢ CDk(Q).
Dann gilt auch

|(D°A) ()| CEIDFd Ll LIl )y, & CDK(Q).
Also ist DA stetig  und damit eine Distribution. m

Far glatte Funktionen g gilt damit s

D%%g = Ag © (—D)% = Apqg.
Distributions- und klassische Ableitung stimmen also wie gewiinscht Uberein.
Lemma Fur Polynome P und Multiindizes o, T gilt

P(D)A=A-P(-D), D°D'A=D°*"A=DT'D°A. [ |

Il Far P = X% entspricht dies der Definition der Distributionsableitung.
Der allgemeine Fall folgt hieraus mit der Linearitat von A. Und fir jede Testfunk-
tion gilt
(D°DA)(P) = (D'A)((—D)° d)
=N({(-D)"(-D°)¢)
=A((=D)°" ) = (D A)(P). T

27.8
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Abb 1 Knickfunktion K und Heavisidefunktion H

a. Betrachte die Heaviside- und die Knickfunktion,
H [CXjo, ), K [COdiH,

auf R. Beide sind lokal integrierbar und fast tiberall di Cerknzierbar, aber nicht cl
Fur Testfunktionen ¢ gilt
1

(DA)(P) =— KoHdt
|
- tpHut

0 - .
—t¢%+ Cddt= HOdt=An(d).

Also ist DAk = Ay . Andererseits gilt auch DK = H Uberall auRer im Nullpunkt.
Also gilt in diesem Fall sogar

D/\K = /\H = /\DK-

b. FUr die Heavisidefunktion H gilt wiederum
(OA(P) = — - Hpdt = — . odt= -0 = $(0) = So0.

Also ist DAy = &8¢ die Diracdistribution mit Trager in 0, die wir auch kurz mit &
bezeichnen. Andererseits gilt DH = 0 au3er im Nullpunkt. In diesem Fall ist also

D/\H :6¢/\DH =0.

Die Heavisidefunktion ist fast Uberall di Cerenzierbar, trotzdem stellt ihre Ablei-
tung nicht ihre distributive Ableitung dar. 1

Wir bilden nun das Produkt einer Distribution mit einer C*-Funktion. Auch
hier bildet die Definition nur nach, was fur reguléare Distributionen aufgrund
Ublicher Rechenregeln gilt.

27.9
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Definition Sei f [CCIP(Q) und A CDIH{Q). Dann definiert

(FA(P) CAFD)

eine Distribution fA auf Q, genannt das Produkt aus ¥ und A. [

i Wir miassen die Stetigkeit von £A zeigen. Zu jedem K 1@l existieren
ein N und c, so dass »

INFP)| CeITH L], & CDK(Q).

Aufgrund der Produktregel fur die Ableitungen von f gilt
@@lﬂm%mﬁf@@@@ LI L]
mit weiteren Konstanten c; und c;, die von ¥, K und N abhangen. Also gilt

[((FA) (D) CeITFp LACCI DL, & CDK(Q).
Somit ist £A ebenfalls eine Distribution auf Q ,. [Tl

Far die Ableitung von Produkten klassischer Funktionen mehrerer Variablen
gilt die Leibnizsche Formel

D%(fg) = BS DY"°f D°
(fo) o g
OLoTal

mit den Binomialkoe [ziehten
C1C 1101
aq an

O1 On

Bg [BY;-Boy =

Sie folgt aus der eindimensionalen Leibnizformel g 19 durch Induktion tber die
Dimension. Fur Produkte mit Distributionen gilt Entsprechendes.

Lemma Fur £ CCP(Q) und A CDOHQ) gilt
L1
DE(fA) = BSDY°FD°A. [ |
0 LoTal
) Wenden wir die rechte Seite auf eine Testfunktion ¢ an, so wird
L1
BS DY °F DA(P) = BS DA(HD*°F)
0 LaTal 0%

= B A((—=D)°(dD*"F)) = A(P)
O0oTal

1
W= (—D°IBID (D).
OLoTal

27.10
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Mit der klassischen Leibnizformel wird
— —1
Y= (—1)lelgg BSD'$p DO

O%I (O] el Ko} 1 )
= (—1)I°IBSBS D¢ DT TF.
O[xIal tlolal

Die geschweifte Klammer verschwindet fiur T # a und ist (1)@ fur T = a,

denn
—1
t9=(s+(t—s))%= BSs* o (t —s)°
° —
— Bgsa—o (_1)|U—T|B$SG—TtT
0lolal 0rTIg] — 1

L1 L1
= (DT (-n'°lBgBY
0 [Ial T [oTal

Also ist Y = (—1)!9IFD%¢p und
1
BS DY°F DA(d) = A(W)
otetal = (1) DP)
= (—DIUFAD D) = DUFA) ().

Das wollten wir zeigen. [

= Konvergenz

Definition Eine Folge (Ax) in DXQ) konvergiert gegen eine Distribution A im
Distributionssinn, geschrieben

A BLA,
falls limg_o Ak =Ad furalle p CD(Q). [ 1]

Bemerkung Dies definiert auf DYQ) die schwach- [=Tbpologie. Die allge-
meine Situation ist folgende. Sei X ein linearer topologischer Raum mit Dualraum

X =dnd
OO XxX 3 K, (u,v) C,vEvu)

die duale Paarung. Dann ist die schwach- [=Topologie auf X "die grébste Topolo-
gie, in der jedes Funktional [, - CStetig auf X —ikt.

In einem Hilbertraum H bedeutet dies Folgendes. Identifizieren wir H mit
seinem Dualraum H "0 ist die duale Paarung durch das Skalarprodukt gegeben.
Somit gilt v, ﬁ:zlv genau dann, wenn

W, v 3 [, v uCH

27.11
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Beispielsweise konvergiert eine Folge (en) paarweise verschiedener, orthonorma-
ler Vektoren schwach- [gégen O, da

M,en[ZF 0l - 0

aufgrund des Riemann-Lebesgue-Lemmas 7527 . Auf einem Hilbertraum hat die
schwach- [=Tbpologie die schéne Eigenschaft, dass abgeschlossene und beschrank-
te Mengen kompakt sind. [

1
loc

a. Fur eine Folge (gk) in L. .(Q) ist gk ﬂﬂg aquivalent mit

(I 1
JIPdA~ gddr o Q).

Hinreichend hierfur ist wegen des Satzes von der dominierten Konvergenz, dass
Ok - g und |gk| ChImit einem h [} (Q).
b. Fdr eine Diracfolge (k) gilt Pk ELDB. Denn fir alle ¢ DL gilt
1 1

[P L= dcpdu=  d(0—w)d(-u)du
= (px CPH(0)
- $(0) = $(0) =3(p). 0

Dieser — sehr weit gefasste — Konvergenzbegri [Cmacht es leicht, Grenzlber-
gange und Ableitungen ohne weitere Voraussetzungen zu vertauschen

satz  Gilt Ax b A, so gilt auch D9 . DOA fur alle Multiindizes o, [ 1
i Fur jede Testfunktion ¢ CDI(Q) haben wir
'E[TO(D“Ak)(d)) = lim Ak((=D)%) = A((—=D) ) = (DN)(P).
Das bedeutet gerade, dass D%\x A DO,

Wir bemerken noch, dass bereits aus der punktweisen Konvergenz einer
Distributionenfolge — das heil3t, der Konvergenz auf jeder Testfunktion - die
Konvergenz gegen eine Distribution im Distributionssinne folgt. Es ist also nicht
notig, die Stetigkeit des punktweise definierten Grenzwerts zu fordern.

Satz  Sei (Ax) eine Folge in DYQ). Existiert
A LI A

fur jedes ¢ CIHQ), so definiert dies eine Distribution A CDI¢Q). [

27.12
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il Beweisskizze  FUr jedes K [I—®I existiert also
NP Ellﬂn/\kd), ¢ CIk(Q).

Nun ist Dk (Q) mit der Metrik des Schwartzraums 610 ein vollstandiger me-
trischer Raum, auRerdem lokal konvex und damit ein Frechétraum. Aufgrund
einer verallgemeinerten Satzes von Banach-Steinhaus 2552 ist daher A stetig auf
Dk (Q) —denn da Dk (Q) selber nur von erster Kategorie ist 3, kann (Ax¢) nicht
auf einer Menge zweiter Bairescher Kategorie unbeschrankt sein. Da dies fur
jedes K [T gilt, ist A auf ganz D(Q) stetig, somit eine Distribution. [

27.3
Darstellungssatze

Eine regulére Distribution wird durch eine lokal integrierbare Funktion
dargestellt. Wir wissen also, wie eine solche Distribution >aussieht«<. Bleibt die
Frage, wie man sich singuléare Distributionen vorstellen soll. Hierfir bendtigen
wir den Begri Cdes Tréagers, der indirekt definiert wird.

Definition Eine Distribution A auf Q verschwindet auf einer o [eden Menge
w [, falls

AP =0 ¢ CDw).

Der Trager von A, bezeichnet supp /A, ist das Komplement der Vereinigung
aller o Ceden Teilmengen von Q, auf denen A verschwindet. [ 1

[—a. Der Trager der Diracdistribution &, ist {p}.
b. Fur die Heavisidefunktion H gilt supp Ay = [0, o).
c. Fur ¥ CCIR) ist supp/As =suppf. 11

Der Trager ist per definitionem relativ abgeschlossen in Q. Da er aber als
Komplement einer lokal erklarten Menge definiert ist, missen wir noch zeigen,
dass eine Distribution aufRerhalb ihres Tragers tatsachlich verschwindet.

12 Lemma Jede Distribution verschwindet auf dem Komplement ihres Tragers. Fir
eine Distribution A und eine Testfunktion ¢ gilt also

suppAnsuppd = I AP =0. —1

27.13
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il Definitionsgeman ist

—1
Q [CsdppA\ = o Po

die Vereinigung aller o Cedlen Teilmengen wqy von Q, auf denen A verschwindet.
Zu dieser Familie (wq) existiert eine untergeordnete Zerlegung der Eins (o) 21.7-
Jede Testfunktion ¢ [CII(Q) mit Trager auRerhalb von supp /A kénnen wir

damit schreiben als lokal endliche Summe
—
b= okP

K

Nun ist der Trager von oy in einem wg enthalten und daher auch oxd CD(wq).
Also ist A(ok¢) =0 fiur jedes kK und damit

[ —
A= A(ok¢p)=0. @

K

Lemma Sei A COYQ) und x CTP(Q). Gilt x%s 1 fur eine o Lede Umge-
bung U von supp A\, so ist

XA\ =A. 1

i Sei p CDI(Q) . Die Trager von ¢ — xX¢ und A sind disjunkt. Somit 1
gilt A(p — x¢P) = 0, was aquivalent ist mit

AP = NA(XP) = XN)(P).
Da dies fur alle @ Q) gilt, ist A = x/A. D

Satz Ist der Trager einer Distribution A kompakt, so ist A von endlicher Ord-
nung. Es existieren sogar ein N [COJund ein festes ¢ [Q] so dass

NG| CeT@inyd, ¢ CDI(Q). ]

i Wahle eine Abschneidefunktion x [CCF°(Q) zu einer kompakt in Q
enthaltenen o Ceden Umgebung von supp A 2426 . Hierfur gilt XA = A 13. Zu der
kompakten Menge K = supp X existieren N [CQlund ¢ CQImit

N| CeTdnd, ¢ CDk(Q).
Fur alle d CDI(Q) gilt dann xd Dk (Q) und deshalb
IND| = (XN(P)] = IN(XP)| LeTxip Lyl Ccd [PiL]
aufgrund der Leibnizformel g mit einer Konstanten c;, die von x abhangt. i

Eine Distribution mit leerem Trager verschwindet identisch — dieser Fall ist
trivial. Betrachten wir also Distributionen, deren Trager aus einem Punkt besteht.
Diese kdnnen wir vollstandig beschreiben.
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Satz  Sei A CDI{Q). Gilt suppA = {p}, so ist

1
N= Cadp
lal

mit gewissen Konstanten ¢y und der Ordnung N von A. Umgekehrt hat jede
nichttriviale Distribution dieser Gestalt den Trager {p}. [ 1

umm Die zweite Aussage des Satzes ist o [edsichtlich. Betrachte also die
erste Aussage, und sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit p = 0. Wegen der
Kompaktheit ihres Tragers ist A von endlicher Ordnung N und 14

NG| CeXdily], ¢ CINQ).
Sei x Q) eine Abschneidefunktion zum Punkt O, die auRerhalb einer in Q

enthaltenen kleinen Kugel um 0 verschwindet 2426, und

NG = —ill D% (0)x™
laj NOT°

das N-te Taylorpolynom von ¢ in 0. Dann ist
W =x(d—Tnd) CINQ).

Wir zeigen gleich, dass A = 0. Wegen XA\ = A 13 erhalten wir damit
AP = AXP) = AXTn D).

Das wiederum bedeutet, dass A eine Linearkombination der Koe [ziehten von
Tnd sein muss. Diese kbnnen wir darstellen als

D% (0) = 30(D"P) = (—D)*3o(¢) = (—1)!%55 ().

Dies ergibt die Behauptung.
Bleibt zu zeigen, dass AP = 0. Mit X = X o€~ gilt a1

D@ w L= O(¢g), € >0.
Wegen Xe = 1 in einer gewissen Umgebung von O gilt somit
INP] = [(XeND (W] = INXW) | EexdW [nd= O(e).
Also ist Ay = 0.

Wir betrachten jetzt noch den Fall eines beliebigen kompakten Tréagers. Fur

den Beweis des folgenden Satzes siehe Rudin, Functional Analysis, Seiten 152-3.
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Satz  Sei A [CDI{Q) von endlicher Ordnung N. Ist der Trager von A kompakt,

so existieren stetige Funktionen Ay auf Q so, dass

1
N= DNo. [
oo [NF2
Die Ableitungen sind naturlich im Distributionssinn gemeint. Es ist also
—
A= (D9 A D% dA.
a Q
Da A auf seinem kompakten Trager konzentriert ist, kann man zu jeder o [eflen
Umgebung U von supp A die Funktionen Ay auch noch so wéahlen, dass

supp Aq 1

Dieser Satz enthalt den vorangehenden, denn Ein-Punkt-Mengen sind kom-
pakt. Die Aussagen stehen nur scheinbar im Widerspruch, denn die Dirac-
Distribution kann als zweite Ableitung einer stetigen Funktion geschrieben wer-
den.

27.4
Temperierte Distributionen

Wir betrachten nun eine Klasse von Distributionen speziell auf dem R",
die nicht nur auf dem Raum der Testfunktionen D, auf dem R" erklart und
stetig sind, sondern auch auf dem groReren Raum der Schwartzfunktionen S,
Dies erlaubt uns, auch die Fouriertransformation zu erklaren, erfordert aller-
dings gewisse Wachstumsbeschrankungen im Unendlichen, weshalb man von
temperierten Distributionen spricht.

Wir haben bereits gezeigt 2614, dass

Dn [ 8n.

Ist also L ES,? ein stetiges lineares Funktional auf 8., so ist dessen Einschran-
kung auf Dy, eine Distribution auf R", denn L"P, = L i ist ebenfalls stetig.
Hat umgekehrt eine Distribution A [T} eine stetige Fortsetzung zu einem
Funktional L auf 8., so ist diese eindeutig, da Dy, dichtin S, liegt. Wir kénnen
daher SE‘ mit einem Unterraum von D5 identifizieren. Dies ist der Raum der
temperierten Distributionen.

Definition Eine Distribution A D5 heiRt temperiert, wenn sie stetig zu einem
Funktional L [CS¥ fortgesetzt werden kann. [_1
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Ia. Jede Distribution A mit kompaktem Trager ist temperiert: Wéhle eine
Abschneidefunktion X zu einer Umgebung der kompakten Menge K = supp A
und definiere

L(F) CAxT), f CS).
Dies ist eine Fortsetzung von A, denn fur ¢ DL gilt 13
Ly = A(XP) = XN (D) = N).
L ist auch stetig auf S, denn mit dem Stetigkeitskriterium , ist
ILF| = IA(XF)| CeIxF G CeHFIR) -
b. Ist
g [}.(RM, w Mg CLI(R")
fur ein m Q) wobei w(x) =1+ |x|2, so ist /Ay eine temperierte Distribution:

D
enn O O

AgF| COFfg|dA CIE™F Clw ™ |g|dA [1.mOfF.
g

Also ist /\g stetig.

c. Insbesondere kann jede Funktion g CI3(R™) als temperierte Distribu-
tion aufgefasst werden, ebenso jedes Polynom, und Uberhaupt jede messbare
Funktion, deren Wachstum durch ein Polynom dominiert wird. 11

Satz Ist A\ eine temperierte Distribution, so auch DA, PA und A fur jeden
Multiindex a, jedes Polynom P und jede Schwartzfunktion ¢. [

[ Die Abbildungen
f [CDYf, f [P, f CoF
bildet S, stetig in sich ab 2.13. Somit sind auch
DA=A=(-D)%, PA=A-P, JA=A-0}
stetig auf 8, also temperierte Distributionen. [
Wir schreiben von nun an 85' [CDF fir den Unterraum der temperierten
Distributionen in D5 und bezeichnen diese wieder mit A.
= Fouriertransformation

Im Hinblick auf die Anwendung dieser Theorie auf partielle Di Lerknzialglei-
chungen benétigen wir noch die Fouriertransformation von temperierten Distri-
butionen. Ausgangspunkt ist die Identitét Eﬁ,g = A, § Fir L*-Funktionen 25 .
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Definition Sei A eine temperierte Distribution. Dann wird durch

Ad D, ¢ 34,

eine temperierte Distribution A definiert, genannt die Fouriertransformierte
von A. [

i Aufgrund der Stetigkeit von J: 85 — 8n 2617 ist auch A = A= T stetig
auf 8, und damit eine temperierte Distribution. I

Bemerkungen a. Diese Definition ist fur allgemeine Distributionen nicht
moglich, da die Fouriertransformierten von Testfunktionen keinen kompakten
Trager besitzen und daher keine Testfunktionen sind.

b. Dies ist eine stetige Fortsetzung der Fouriertransformation auf L1(R").
Denn fir eine reguldre Distribution A¢ mit f CI3(R") gilt 268

A (D) = Ae(P) = O, = [, dL=F (M) (P)
furalle ¢ CDL. Alsoist (Af) " =Af. [

Satz Die Fouriertransformation J ist ein linearer Isomorphismus des Raumes
8L mit Periode 4. 1

[ Far die hier benétige Topologie verweisen wir auf Rudin, Funktional-
analysis. Die Topologie auf 85 ist die von 8, induzierte schwach- =Tbpologie
und damit die grobste, in der fur jedes £ [§) das lineare Funktional A [CAF
stetig ist. Zu jeder Nullpunktsumgebung W in SE existieren deshalb Funktionen
fq,..,fx CS) so, dass

]
A CSE: INFf|<1 [,
1Ok
Dann ist auch

Ch ~ (.
V= A CSH: |AFfil<1
1010k

eine Nullpunktsumgebung in S5 Wegen AF) = /\(f?) wird diese von F in W
abgebildet. Also ist JF stetig.

Da ¥ Periode 4 auf 8, hat, hat F wegen FA = A= JF Periode 4 auf 85 Also
ist F bijektiv, und wegen F~1 = 3 ist auch F~1 stetig. (I

Lemma Fir eine temperierte Distribution A und ein Polynom P gilt

(P(D)A)" =PA, (PAY =P(-D)A. [
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[ Zum Beispiel ist 2616
P OIN(P) = (P(DIN(P)
= AP (-D)P)
= A(POY) = AP P) = PA) ().
Analog die zweite Identitat. [0
20 Umkehrsatz fur Distributionen  Fur temperierte Distributionen gilt
F2N=AN-p
mit der Reflexion p: x [=%. Oder kiirzer: A" =A". [ 1

[ Mit den entsprechenden Eigenschaften flr Schwartzfunktionen 2618 gilt

(T2N(P) =A([T?P) = A(Pp=p) = (A=p)(P). 1

a. Das konstante Polynom 1: Jedes Polynom P kann als temperierte Distri-

bution betrachtelt:vlverden. Insble:slondere ist fur das konstante Polynom 1 1!
I(Pp)=0L11-pdA= L1PpdA,
R" R"

also
1

() = 1(P) = LH dA = d(0) = 3(P).

Umgekehrt gilt ebenso
1

3(d) = 8(P) = P(0) = Ch dA = 1(P).
Also gilt
i=5 d=1
b. Beliebige Polynome P: Mit dem vorletzten Lemma 19 gilt
(P(D)3)" =P&=P1=P
und
P =(P1)" =P(-D)1I=P(-D)d.
c. Man kann auch mit dem Umkehrsatz argumentieren. Aus 1 = 3 folgt
3=1"=1"=1,
und aus (P(D)d)” =P folgt
P =(P(D)3) =P(—-D)d=P(-D)5. 11

L wir schreiben hier kiirzer 1 statt A; fiir die regulare Distribution zur Funktion 1.
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= Faltungen

Wir bendtigen noch die Faltung einer temperierten Distribution mit einer
Schwartzfunktion. FUrélwei L-Funktionen haben wir

(f C9)(x) = LIF(u)g(x —u)du
(A}
= O fFW)gu —x)du
(A}
= E‘ F(U)TxG(U) du = Ar (Tx9).
Dies nehmen wir zum Anlass fur folgende Definition.
Definition und Lemma Fur A 8% und ¢ [S8) wird durch

(N CPh(x) CAlTP), x [RT,

eine glatte Funktion A\ @l definiert, genannt die Faltung von A und ¢.
Diese wachst hochstens polynomial und definiert daher eine temperierte
Distribution A Ll CSY. [

i Wie far Distributionen 2 410 zeigt man, dass es flr eine temperierte
Distribution A ein m [CQlund ein ¢ [CQlgibt, so dass

IANP| Ccl.mmd, ¢ CS3.
Somit gilt
(N C@)(X)| CcA.mmTxP.
Dabei ist, (1 + |u + x|?) CZq1 + [u]?)(1 + [x]?),
1.mOD%(tx @) = sup (1 + |ul’)™ D% (u —x)|
uR1
= sup (1 + |u+x|?)™ DY (u)]
u[R1
2T (1 + [x]®)™M1.mO0D%p.
Also gilt
1.mmtxd 2ZTA + |[x]2)M1.mmd,
und A [l wachst héchstens polynomial. (i

Bemerkung Die Definition der Faltung ist auch sinnvoll fir Distributionen
und Testfunktionen. Das Ergebnis ist in diesem Fall eine C*-Funktion. [1
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I_RBur die Diracdistribution & und ¢ L[S} erhalten wir

(G CPD(X) = 3(TxP) = (P (X — -)) = G ().
Somit gilt d Cpl=¢. T

= Rechenregeln

Satz  Sei A CSF und ¢ [SJ. Dann gilt
(i) DN L) =N L(D%P) = (DYN) Pl fiur jeden Multiindex o,
(i) (A L)~ = PA,
(i) (dA)"=A [
(iv) (N Cp) CQ=A [(p ) fur jede Schwartzfunktion Y. [

Man beachte in (ii) und (iii) die Reihenfolge der Faktoren.

i (i) - Far die erste ldentitéat betrachten wir zundchst den Di Cerknzenquo-

tientenoperator bezuglich der i-ten Koordinate, AL = (T—¢ce; — To)/€. FUr diesen
gilt aus Linearitatsgrinden

AL TP = A (@B ).

Im nachfolgenden Lemma 23 zeigen wir, dass qun -~ 0i¢d im Schwartzraum.

Somit ist

0i(N\ L) = A [(di).
Iteration Uber alle Ableitungen in D® ergibt die erste Identitat. Die zweite folgt
daraus direkt:
(N ED))(X) = A(tx(D%P)7)
=Nt ((-D)“®)
=NA((-D)txP)
= (DN)(txP) = ((DN) CPD(X).

(i) Wegen A Ll £S5 existiert die Fouriertransformierte. Fur ¢ D,
gilt dann

(N Ch) (D) = % L) (P) @
= OO\ CPH(u)P(u)du 218
1
= CA(Tu®)P(u)du
] 1

CA(Tu® U(u)) du = A [P P(u) du.
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Die letzte Umformung ist mdglich, da sich die Integrale e [eKitiv nur Uber den
kompakten Trager von ( erstrecken und dort als Limes tiber Treppenfunktionen
dargesteIH:tlwerden k(‘jnnen.lglas letzte Integral definiert die x-Funktion

Htud P(u)du = S(U —X)y(—u)du
= Lp(—x—wyu)du= (¢ "

Somit erhalten wir insgesamt
N CP) (D) = A (P D7) @
=N((¢ CT)) = A(BP) = (PA)(D).
Dies gilt fur alle ¢y [CI&,. Aus Stetigkeitsgrinden gilt es auch fir alle @ CS).

Da ¥ diesen Raum isomorph auf sich abbildet, folgt hieraus (ii) auf ganz Sp,.
(iiiy Mit dem gerade Bewiesenen gilt auch

A CP)" = PA = (PN = (dN) ™

Rucktransformation ergibt (iii).
(iv) Mit (ii) gelten (1) und (2) far alle Y S}, also auch

A CP)(P) = A((P Cq)).
Somit gilt es auch fur T statt (J. Das ergibt

(A CP) L= (A Ch)(txP)
=A((¢ [TxP)7)
=NA(tx (¢ Q7)) = A (P [q).

Lemma Fur den Di [erknzenquotientenoperator Al = (T_ee; — To)/€ gilt
Al L oip, e-0 [
i Wir beweisen dies fur die Fouriertransformierten. Wir zeigen also 2.7
) _ . . gixi —q
@lo-opy =nid Lo nl rH———ix.
Far ein Polynom P und einen Multiindex a gilt mit der Leibnizformel

. 1 .
PDY(N:®) = BsP (D °$)(Dny),
oraTal

und es ist leicht zu zeigen 5., dass

|
Lelx;|>71°l, o] 20

ID°ngl
€ %;J,[ﬂ—l, |0-| > 2.

Somit gilt PDY(ni®) - O fir £ - 0. [l
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27.5
Fundamentallésungen

Wir betrachten nun wieder lineare partielle Di [erknzialgleichungen mit
konstanten Koe [ziehten, also Gleichungen der Form

P(D)u=TF

mit einem Polynom P . Besitzt das Polynom keine reellen Nullstellen, so ist die
Gleichung im Schwartzraum eindeutig I8sbar durch

u=PMD)'f, PMO)*T=FTP'F

Diese Nullstellenbedingung wollen wir jetzt fallen lassen, aber weiterhin anneh-
men, dass die Losung u eindeutig ist. Dann ist u eine lineare Funktion von T,
symbolisch

u = of.

Dieser noch unbekannte Operator ® bestimmt die Losung u von P(D)u = f fur
jedes F, weshalb er auch Fundamentallésung dieser Gleichung genannt wird.

Aus der linearen Algebra ist dies vertraut. Angenommen die lineare Glei-
chung Ax = b hat fur jedes b eine eindeutige Losung X%, die wir als

X = o®b

schreiben. Dann ist Adb = Ax = b fur alle b und x = ®b = ®PAXx fir alle x.
Also ist

Die Fundamentallésung ist in diesem Fall also gerade die Inverse ® = A1,
Um eine solche Fundamentallésung zu finden, setzen wir sie in der Form

u=E ¥

mit einer temperierten Distribution E an. Dies ergibt eine L6sung, wenn
P(D)u=P(D)(E () =(P(D)E) (=T

fur alle ¥ DL, . Dies gilt dann, und auch nur dann, wenn
P(D)E = 0.

Dies motiviert die folgende Definition.

27.23
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Definition Eine Distribution E [CAf heiRt Fundamentallésung des linearen
partiellen Di Cerknzialoperators P (D), falls

P(D)E=53. [

Eine Fundamentalldsung ist Ubrigens nicht eindeutig. Man kann immer eine
Lésung der homogenen Gleichung P(D)u = 0 addieren.
Mit einer Fundamentallésung E ist u = E CEIfur jedes £ DL, eine Losung
der Di Lerknzialgleichung P(D)u = f, denn
P(D)u=P(D)(E () =(P(D)E) (fI=0 [TI=T.

Besitzt P keine reellen Nullstellen, so entspricht dies der Fouriermultiplikatoren-
Lésung. Denn wegen (P(D)E)~=PE =38 =1 istdann E = 1/P eine temperierte
Distribution, und

u=E FI= 5 J(E )
= FL(EF)
= 1P F)
= (F P IR (F).

Dies ist die Gleichung u = P(D) *f.

= EXistenz von Fundamentallésungen

Die Frage ist natirlich, ob es solche Fundamentalldsungen tGberhaupt gibt -
ob sich also E = 1/P auch bei Vorliegen reeller Nullstellen durch eine Distribution
16sen lasst. Tatsachlich ist dies der Fall.

Satz von Malgrange-Ehrenpreis Jeder lineare partielle Di Cerenzialoperator mit
konstanten Koe [ziehten besitzt eine Fundamentallésung. [ 1

mm Beweisskizze  Mit ¢ ist immer auch
Y =P(-D)¢
eine Testfunktion, und Fouriertransformation ergibt
P=P.
Nun sind die Fouriertransformierten von Funktionen mit kompaktem Trager

ganze Funktionen, also analytisch auf C". Daher bestimmt die letzte Gleichung
& eindeutig als lineare Funktion von (. Damit ist auch ¢ und 3(¢) = ¢(0) als
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lineare Funktion von Y eindeutig bestimmt. Die Krux ist zu zeigen, dass die so
formal erklarte Abbildung

b L (P))(0)

stetig ist und damit eine Distribution E darstellt. Dann wére also

(P(D)E)(P) =E(P(—D)P)
=EW)
=03(d)

fur alle ¢ DL, und E waére die gesuchte Fundamentalldsung.
Der Nachweis der Stetigkeit von Y [ pI{P)(0) zieht sich Uber knapp vier
Seiten - siehe beispielsweise W. Rudin, Funktinalanalysis, Seiten 194-7. (il

= Stammfunktionsgleichung

Wir beschreiben einige Beispiele. Betrachte zunéchst die vertraute Gleichung
ut=f

fur die Stammfunktion einer Funktion ¥ auf der reellen Geraden. Dies ist zwar
keine partielle Di Cerenzialgleichung im engeren Sinne, da die Funktionen nur
von einer reellen Variablen abhéngen. Sie ist aber von der Form P(D)u = f mit
P (t) = it. Die Fundamentallésung muss also der Gleichung

P(D)E=E =5

genugen. Die Heavisidefunktion E = H ist eine Distributionslésung, und alle
Loésungen von u™= f mit einer Schwartzfunktion ¥ sind gegeben durch

J
u=H CF=  H)Ff(x—t)dt
oy

=  f(x-t)dt

=  f)dt

Das uneigentliche Integral existiert, da ¥ schnell abfallt.

Man beachte, dass mit ¥ [T}, auch u D}, dann und nur dann, wenn
1

fdt=0.
R

Andernfalls ist u lediglich eine temperierte Distribution. Mehr haben wir aber
auch nicht behauptet.
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= Laplacegleichung

Als zweites Beispiel betrachten wir die Laplacegleichung
Au=T*F

auf R™ mit n [Z1 Gesucht ist eine Distribution, die wir nun der Einfachheit
halber ebenfalls mit u bezeichen, mit Au = &. Diese Distribution hat ihren Trager
o Ledsichtlich im Nullpunkt, denn fur jede Testfunktion ¢ mit O CSlipp ¢ ist

(Au)(¢) =3(P) = $(0) =0.
Wir betrachten daher zuerst die harmonische Gleichung
Au=0

auf dem punktierten Raum R" [{Q}. Da sowohl der Laplaceoperator als auch
dieses Gebiet invariant unter Rotationen sind, ist es naheliegend, eine rotations-
symmetrische Losung

u=v(r), r =|x|,

zu suchen. Die harmonische Gleichung geht dann Uber in die eindimensionale
gewoOhnliche Di Cerknzialgleichung a.16

]

n—1
v — —yH=0.

Diese l6sen wir mit Separation der Variablen. Wir kénnen vz 0 auf (0, )
annehmen — warum Ubrigens? — und gelangen zu vt= a/r"1 und weiter

1
Calogr, n=2,

Vv = 3)
%r”_z, n 31

Eine additive Integrationskonstante kdnnen wir ignorieren, da diese einer kon-
stanten Losungen von Au = 0 auf dem R" entspricht und diese fir eine Funda-
mentall6sung frei gewéhlt werden kann.

Die Integrationskonstante a ist nun so zu bestimmen, dass >bei Null alles

stimmtg¢, wir also (Au)(d) = d(¢P) erhalten. Dazu schreiben wir
[ [
QAu)(P) = uAd¢p dx =Ilim ulAdp dx
R" €50 QO

mit Q¢ = {|x| > €}. Nach der Formel von Green »32, ist
1 1

(UAP — pAU)dx = (Uord — Pporu)dS,
Q 00,
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da die Ableitung nach r der Ableitung nach der duf3eren Normalen n an Qg

entspricht. Da Au = 0 auf Qg, gilt also
1 1

ulAdpdx = (uord — Pporu)ds.

Q. 0Q;

Fir n C3ist nun u = v(r) = a/r" 2. Also ist u(e) = O(g>™ ") und deshalb
1

uodrPpds =0(g).
00,

Dieses Integral verschwindet also fuir € — 0. Fur das verbleibende Integral ergibt
eine Reskalierung der Koordinaten
1 (|

- $dorudS =a(n—2) P

—ds
3Qe 29: rn

=a(n—2) ¢ o€ dS
Sh
- a(n —2)wn $(0),
wobei wp den Oberflacheninhalt von S™ bezeichnet. Ist also a(n —2)wn =1,

so wird
]

Au)(@) =lim Ul dx=(0) =3(P).

Das heil3t, u ist eine Fundamentalldsung des Laplaceoperstors. — Die entspre-
chende Rechnung fiir n = 2 ist als Ubung tberlassen.

25 Ergebnis Eine Fundamentallésung des Laplaceoperators auf dem R" ist

In|x]|, n=2,
1
E=,_——, n=3,
T %]
1 1
n 3]

(N —2)wn |x|"?’
wobei wp den Oberflacheninhalt der Einheitssphéare im R™ bezeichnet. [ 1

Eine Losung der Gleichung Au = f im R3 ist damit gegeben durch

1
UG =€ TN =5

4 g3 [X—u|

Bemerkung Im Fall n = 1 hatten wir als Lésung der Gleichung u™= &
bereits die Knickfunktion K erhalten. Es ist instruktiv, dieses Ergebnis analog
zum allgemeinen Fall herzuleiten. [
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= Evolutionsgleichungen
Eine Di Cerknzialgleichung der Form
U = Lu

wird auch Evolutionsgleichung genannt. Hier ist u eine Funktion in n + 1 Varia-
blen (t,x) [CRIx R", von denen t als Zeitkoordinate und x = (Xg,..,Xn) als
Ortskoordinaten aufgefasst werden. Der partielle Ableitungsoperator L bezieht
sich nur auf die Ortskoordinaten. Ein Beispiel ist die Warmeleitungsgleichung
u¢ = Au, auf die wir gleich zurickkommen.

Interpretieren wir

u(t) Cutt, -)

als Beschreibung eines raumlichen Zustandes zum Zeitpunkt t, so beschreibt
u: = Lu dessen zeitliches Veranderungsgesetz. Wie in der Theorie der gewéhnli-
chen Di Cerknzialgleichungen erhélt man - unter geeigneten Voraussetzungen —
eine eindeutige L6sung erst durch Angabe eines Anfangswertes. Man betrachtet
also im Allgemeinen das Anfangswertproblem

u¢ = Lu, u(0) = up. 4)

Um auch hier eine Fundamentallésung zu finden, suchen wir nicht nach einer
einzelnen Distribution auf dem R™*!, sondern vielmehr nach einer geeigneten
Schar oder Kurve von Distributionen auf dem R".

Definition Eine Kurve
G: [0,0) -~ DY, t CGqt),

heil3t Fundamentallosung der Gleichung u¢ = Lu, wenn sie stetig di Cerkn-
zierbar ist und G™= LG im Distributionssinne sowie G(0) = & gilt 1

Wir Ubergehen an dieser Stelle die Definition von stetig und di Lerknzierbar,
da es uns hier auf diese Aspekte nicht ankommt. — Ist nun G eine solche
Fundamentallésung, so ist

u(t) =G(t) L

eine L6sung des Anfangswertproblems (4). Denn es ist ja
u(0) =G(0) [y = LUy = up

und

u = Gy = (LG) [Cup = L(G ) = Lu.
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