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Wintersemester 2014 /15

Analysis |

Warnung: Dies ist kein vollstandiger Vorlesungsaufschrieb. Dieses Skript
ist zur Erleichterung beim Mitschreiben gedacht, Erganzungen sollen nach-
getragen werden.

1 Grundlagen

1.1 Awussagenlogik und Beweise

1.1 Aussage: Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das entweder wahr oder falsch ist (w/ f).

1.2 Verkniipfung von Aussagen p, q:

Operation in Worten Definition durch Wahrheitstabelle
=p nicht p, Negation von p p|—p
w| f
flw
pVq p oder q, logisches Oder plqg|lpVglpANqg|p—=q|p+q
N d 0. logisches Und wlw| w w w w
pAq p und ¢, logisches Un
wl fl| w f f f
P —q wenn p dann ¢, Subjunktion flw] w f w f
w w
P q genau dann p wenn ¢, Bijunktion U /

1.3 Beispiele: 1) Wir sind in Baden-Wiirttemberg:

Wenn es Mitternacht ist, dann jst die Sonne nicht zu sehen .

v~ '

p q

2) Wenn z < 3, dann z < 5.

1.4 Definition: Die Implikation p = ¢ bedeutet: Aus p folgt ¢, die Aussage p — ¢ ist wahr.
Also: Wenn p wahr ist, dann ist auch ¢ wahr. Wenn p falsch ist, wird liber ¢ keine Aussage gemacht.
Man sagt: p ist hinreichend fiir ¢,

q ist notwendig fiir p.
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1.5 Beispiel: [z —4| <1 = x <5.
Wenn |z — 4| < 1 erfiillt ist, ist das hinreichend fiir x < 5.

x < 5 muss notwendig erfiillt sein, damit |z — 4| < 1 wahr sein kann.

1.6 Definition: Die Aquivalenz p < ¢ bedeutet, dass die Aussage p <> q wahr ist.

Also: Entweder sind beide Aussagen wahr oder beide falsch.

1.7 Beispiele: 1) (z—4)7’<1 & |z—4|<1
& —l<r—-4<1 |[+4

&S 3I<r<h

2) (p—q) < (—qg — —p). Beweis durch Wahrheitstabelle:

plalp—=aq|~q|p|~q—p|(p—=q < (g—p)
wlw| w fl1f w w
wif\ f jw]|f f w
flw| w flw w w
flf w w | w w w

Die Bijunktion ist immer wahr = Aquivalenz ist bewiesen.

3) De Morgansche Gesetze (Beweis in Ubungen):

—(pVaq) & (pA—q)
—(pANqg) & (mpV—q)

1.8 Beweisprinzipien: 1) Direkter Beweis: Zeigt p = ¢, indem aus der Giiltigkeit von p durch

Umformungen oder Folgerungen die Gliltigkeit von ¢ bewiesen wird.
2) Kontraposition: Zeigt p = ¢ durch Nachweis von —¢ = —p (vgl. letztes Beispiel 2)).

3) Widerspruchsbeweis: Zeigt p = ¢ durch Nachweis von p A ¢ = f (geschrieben % Wider-
spruch).

2) und 3) heiBen indirekte Beweise.

1.9 Beispiel: Beweise |x — 4| <1 =z < 5.
—_—

D q
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1) Direkt: Gehe davon aus, dass |z —4| < 1 wahrist. Falla) z—42>0
= z—4d=|z—4]<1 |+4
= <5 & ¢
Fallb) z—4<0 |+4

S <4

4<5
:<>:1:<5<:>q

2) Kontraposition: Beweise x > 5 = |z —4| > 1.
S~—~— ———
—q —p

2>5 " g—dl=2-4>5-4=1 = |[z—4|>1 < .

3) Widerspruchsbeweis: Annahme |z —4| <1 A x > 5.

wie bei 2 Ann

2>5 Y=Y Yy >1 W 1< 4<1 > 1<1

1.2 Mengen

1.10 Definition (naiv): Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener
Objekte zu einem Ganzen. Diese Objekte heiBen Elemente der Menge. Schreibe m € M, falls
das Objekt m Element der Menge M ist, m ¢ M andernfalls. Zwei Mengen A, B heiBen gleich

(A = B), wenn sie dieselben Elemente besitzen, d.h. wenn

r€EA & x€B.

1.11 Definition von Mengen: e Explizit: M ={1,2,3}, N={1,2,3,...}.
e Durch Angabe einer charakterisierenden Eigenschaft:

P = {n € N:nist Primzahl} = {n € N | n ist Primzahl}

e () oder {}: Leere Menge, enthalt kein Element.

1.12 Bemerkungen: 1) Ein Element kann nicht mehrfach in einer Menge enthalten sein:

{m,a,t,h,e,m,a,t,i,k} = {m,a,t,h,e ik}

2) Es kommt nicht auf die Reihenfolge an:

{1,2,3} = {1,3,2}.
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1.13 Definition: Die Menge A heiBt Teilmenge der Menge B (A C B), falls

r€A = x€B.

Falls AC B A A# B, heiBt A echte Teilmenge von B (A & B).

1.14 Satz: Fiir jede Menge A gilt ) C A.

Beweis: x € () ist falsch, alsoist z € ) — x € A immer wahr.

1.15 Verkniipfungen von Mengen A, B:
ANB:={z:x€ A N x € B},

Schnittmenge:

Vereinigungsmenge: AUB:={x:x € A V z € B},
Differenzmenge: A\B:={r € A:z ¢ B}.

Veranschaulichung im Venn-Diagramm.

1.16 Definition: Zwei Mengen A, B heiBen disjunkt, falls AN B = ().

1.17 Rechenregeln fiir Mengen A, B:

Idempotenz: ANA
Assoziativgesetz: AN(BNCQC)
Kommutativgesetz: ANB
Distributivgesetze: AN(BUCQO)

AU (BNCQO)
De Morgansche Gesetze: A\ (BUC)

A\ (BNCQC)

A

(

ANB)NC

BNA

(

(
(
(

ANB)U(ANC)
AUB)N(AUC)
A\B)N(A\C)
A\ B)U(A\C)

AUA
AU (BUCQ)
AUB

O
A
(AUB)UC
BUA
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Beweis: (des letzten Gesetzes). Wir bendtigen
pA(gVr) & (pAq)V(pAT) (Distributivgesetz)

fiir Aussagen p, q,r.

re A\ (BNQO) & re€A N -(xeBNC)
& r€AN(xeB N azel)
ﬁ(p/\q)@‘;(ﬂpvﬂq)
De Morgan

€A N (~(zeB) V-(zel))

Aussagenlogik
Distributivgesetz

(:UEA A =(z€B)) V (€A N —(ze))

Aussagenlogik

& (xe€(A\B)) vV (z€(A\C))
= xre(A\BUA\C)

1.18 Definition: Sei A Menge. dann heiBit
P(A) := {B: Bist Menge AN B C A}

Potenzmenge von A.

1.19 Beispiele: 1) A={1,2,3} = P(4) = {0,{1},{2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} .

2) A={1{2}} = P) = {0,011 {{2}}. {1. 21} }.
3) P0)={0}.

1.20 Definition: Seien A, B # () Mengen. Dann heiBt
AXB = {{{a},{a,b}} caeA N beB}
Kreuzprodukt von A und B. Man schreibt

(a,0) = {{a},{a,b}}
AxB = {(a,b):ac A A be B}

und nennt (a,b) geordnetes Paar.

1.21 Beispiel: N x N = {(m,n) :m € N A n € N} (Menge der Gitterpunkte).
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1.22 Satz: Fiir a,a’ € A und b,V € B gilt

(a,b) = (V) & a=d N b=V

Beweis: 1) 7 = ":Sei (a,b) = (a',V) & {{a},{a,b}} = {{d'},{,V'}}

Fall a) a #b: {a}  hat 1 Element

{a,b} hat 2 Elemente

{a’}  hat 1 Element

= {d/,b'} hat 2 Elemente, insbesondere a’ # ¥’
{a} ={d'} A {a, b0} ={d’,V'}
= a=d Nb=1V.

= {{a} {a,b}} = {{a}}
= {{a'},{d,V'}} hat nur 1 Element
= o=V A {{a}} = {{d'}}

a=ad ANb=a=d =V

2) "="ra=d A b=V = {{a},{a,b}} = {{d}. {<,V}} & (a,b) = (V). 0

Y

Fallb) a=b

4

Also: Es kommt auf die Reihenfolge an: Fiir a # b gilt (a,b) # (b, a).

1.23 Russelsche Antinomie: Die naive Mengenlehre ist nicht widerspruchsfrei. Betrachte
M = {A:Aist Menge N A¢ A}

Dann ist weder M & M noch M € M wabhr.

1.3 Quantoren

Motivation: Der Satz ,n ist eine gerade Zahl" ergibt fiir verschiedene n € N eine wahre oder eine

falsche Aussage.

1.24 Definition:: Sei M # () eine Menge.

1) Ein sprachliches Gebilde H(m), das durch Einsetzen beliebiger m € M eine Aussage ergibt,
heiBt Aussageform auf M.

2) Sei H eine Aussageform auf M. Die Aussage
(i) Yxe M:H(x) (i) JxeM: H(x) (i) 3z e M: H(x)
ist genau dann wahr, wenn H (z) durch Einsetzen
(i) allerze M (i) mindestens eines x € M (i) genau eines x € M

eine wahre Aussage ergibt
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1.25 Negation von Aussagen mit Quantoren:

~(Vz e M:H(z)) & 3JrxeM:—H(z)
~(JzeM:H(z)) & VYoreM:—H(z)

1.26 Beispiel: Losbarkeit von Gleichungen: Va e RVb e R 3z e R:a -z =b.
Negation: Ja e RIbe RVr e R:a-x #b.

1.27 Definition: Sei M # () Menge. Fiir jedes Element m € M sei eine Menge A, definiert (M

heiBt Indexmenge). Dann:

ﬂ = {z|YmeM:xe€A,}
meM
U = {z|ImeM:zecA,}
meM

1.28 Beispiele: 1) M={1,2,3}, Ay =N, Ay, ={-1,0,1}, A3 ={-2}:

U 4. = ~1,0,1,2,3,...}, [ Awn=0.
meM meM
2) M=R, A, —[ m | fir m € R:
U An = ={ze€R:x>1}, (| An=0, () An={1}.
meR meR m>1

1.4 Relationen

1.29 Definition: Seien A, B # () Mengen. Eine Teilmenge R C A x B heiBt Relation. Fiir
(a,b) € R schreibe aRb: a steht in Relation zu b. Falls A = B, also R C A x A, heift R Relation
auf A.

1.30 Beispiele: 1) < :={(m,n) € NxN:m <n} ist Relation auf N.

2) GU:={(m,n) € Z x7Z :m — n ist durch 2 teilbar} ist Relation auf Z.

1.31 Wichtige Eigenschaften: Eine Relation auf A heiBt

o reflexiv, falls Va € A : (a,a) € R,

e symmetrisch, falls Va,b € A: ((a,b) € R = (b,a) € R),
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e antisymmetrisch, falls Va,b € A: ((a,b) € R A(b,a) € R = a=Db),

e transitiv, falls Va,b,c € A: ((a,0) € R A (b,c) € R = (a,c) € R).

1.32 Beispiel: GU ist

1) reflexiv: m —m = 0 ist durch 2 teilbar = (m,m) € GU.

2) symmetrisch: m — n gerade = n — m gerade.
3) transitiv: Sei (m,n) € GU A (n,k) € GU. Zeige: (m.k) € GU.
m—k = m—n+n—Fk ist gerade = (m,k) € GU.
—— =

gerade gerade

1.33 Definition: Eine Relation R auf A heiBt Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch

und transitiv ist. Schreibe a ~ b, a ~p b statt aRb. Zu a € A heiBt
[a] = [a]r = {be€ A:(a,b) € R}

Aquivalenzklasse zu a.

1.34 Beispiel: [llgy = {m € Z:mist ungerade} = [3Jgu = [Bleu = - ..
Olgu = {m €Z:m ist gerade}.

Durch GU wird Z in zwei disjunkte Mengen zerlegt.
1.35 Definition: Sei A # () Menge und L C P(A) \ {0} mit
1) U M = A und
MeK

2) VYM\NeK:(MNN#0 = M=N).

Dann heiBt X Klasseneinteilung von A.

1.36 Satz: 1) Ist K eine Klasseneinteilung von A, so definiert
R := ((a,b)e AxA|IMeK:acM A be M}

eine Aquivalenzrelation auf A, und es gilt X = {[a]z : a € A}.
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2) Ist RC A X A eine Aquivalenzrelation, so definiert
K = {la]lg:a € A}

eine Klasseneinteilung von A.

Beweis: 1) Rist

a) reflexiv, denn: Zu jedem a € A existiert ein M, € K mit a € M, da U M = A.
MeK

= dM,eK:ae M, N a € M, = (a,a) €R.

b) symmetrisch:

(a,b) R °E" IMeK:aeM AN beM < (ba)€R.

-~
& beM A aeM

c) transitiv: Sei (a,b) € R A (b,¢) € R.

P IM M €eK:aeM ANbeM ANbeM A ceM
= be MNM, also MNM #0
K Klasseneinteilung - 1/
= aeEM N ceM
= (a,c) € R.

Esgilt X C{la]lg:a€ A}: Sei M € K, ae M

es gibt nur ein

= [a]Jg = M, dennc € [a] & (a,c) € R ce M.

M mit aeM

Es gilt {[a] : R:a € A} C K: Es existiert ein M € K mita € M

_ es gibt nur ein
= [alg = M, denn c € [a|lg & (a,¢) ER Mm<it:>aeM ce M.

2) R sei Aquivalenzrelation, K sei definiert durch K := {[a] : a € A}.

Beweise: K ist Klasseneinteilung.
a) Firjedesac Agilt[a] CA = U[a] CA
Fiir jedes a € A gilt a € [a], da R reflexiv = a € U [a) = AC U [a]

acA acA
= A=J[a.

a€A
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b) Voriiberlegung: Zeige (a,b) € R = [a] = [b]:

[a] C [b]: Sei ¢ € [d] Dg[a} (a,c) €R Symgfme (c,a) €R

(c,a) ER A (a,b) € R "8 (e ) e R

M (be) € R & c€ [
[b] C [a]: Sei ¢ € [b], d.h. (b,¢c) € R.

(a,b) R A (bc)e R "™"E™ (4.0)e R = celdl.

Also [a] = [b] nachgewiesen.

Sei nun [a] N [b] # 0

= Jeelan] = (a,c) €R A (bc) € R LB (4] =[] = [1].

1.37 Beispiel: Klasseneinteilung des R? = R x R durch Kreise:
K, ={(z,y) eERxR:2*+9* =7}, K := {K,:r>0)

Zugehorige Aquivalenzrelation:

(z,y) ~r (@) & 2*+y* =27 +y"”

< (z,y), (2',y) liegen auf derselben Kreislinie.

1.38 Definition: Ist A # () eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf A, so heiBt
A/R = {[a]g:a € A}

Quotient oder Quotientenmenge von A nach R.

1.39 Beispiele: 1) N/GU = {[1], [2]}.

2) Kilasseneinteilung letztes Beispiel: R*/R = {K, : r > 0}.

1.40 Definition: Eine Relation R auf A # () heiBt Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, antisym-
metrisch und transitiv ist. Schreibe a < b fiir (a,b) € R. Dann

1) VaeA:a=aq,

2) Va,be A:(a=b ANb=a = a=0D),

3) Va,bce A:(a=b ANb=<c = a=xc).
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(A, =) heiBt teilweise geordnete Menge.

Gilt zusatzlich
Va,be A:a=<b V b=a,

so heiBt die Relation vollstandige Ordnungsrelation, (A, <) heilt geordnete Menge.

1.41 Beispiele: 1) (N, <) ist geordnete Menge.

2) =< := {(myn) € N x N : mist Teiler von n} ist Ordnungsrelation auf N, aber nicht

vollstandig: n = 3, m = 5 sind nicht vergleichbar, es gilt weder n < m noch m < n.

1.5 Abbildungen und Funktionen
Schulwissen: Zu einer Funktion f, defniert auf R, gehort der Graph

G = {(z,f(z):z€R} C RxR.

1.42 Definition:: Seien A, B # () Mengen. Eine Abbildung oder Funktion ist eine Relation
G C A x B mit der Eigenschaft

Vee Adly e B: (z,y) € G.
Fiir (z,y) € G schreibe f(z) :=y. Schreibe kurz f : A — B :z+— f(z).
e A heift Definitionsmenge,
e B heiBt Bildmenge,
e f(z) heiBt Bild von z,
e z heiBt Urbild von f(z),
o f(A):={f(z): 2 € A} heiBt Bild von f.

e Zwei Abbildungen f: A — B:x+— f(z)und g: C — D : z + g(x) heiBen gleich, wenn
A=C N B=D ANVze A=C": f(z) = g(x).

1.43 Bemerkung: f: R — R bedeutet: f ist auf ganz R definiert. Deshalb schreibe z.B.

f:R\{O}:x»—)é.
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1.44 Definition: Eine Abbildung f: A — B heiBt

e surjektiv, falls Vy € B3r € A: f(z) =y,

o injektiv, falls Vo, 2’ € A: (z # 2’ = f(z) # f(2))
oder dquivalent Vz, 2’ € A : (f(a;) =f(2') = x= 37'),

e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv.

1.45 Satz: Ist f : A — B bijektiv, so definiert
' " B=A:fx)—a

eine Abbildung, die inverse Abbildung oder Umkehrabbildung.
Also: f7(f(z)) =« fiir z € A.
AuBerdem gilt f(f*(y)) =y firy € B.

Beweis: 1) Zu f(z) € B gehort genau ein x € A, da f injektiv ist. Also ist f(x) — x definiert.
2) Zu jedem y € B existiert ein x, € A mit f(x,) =y, da f surjektiv ist.

{ f~1ist auf ganz B definiert,
PO ) Y f(z,) = v

1.46 Mengenabbildung: Sei f: A — B.

1) Fir M C Aist f(M) :={f(z): 2z € M} das Bild von M.

2) Fir M' C B ist
UM = {z € A: f(z) e M}

das Urbild von M’. Hierfiir muss f nicht als bijektiv vorausgesetzt werden.
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1.47 Beispiele: 1) f:R — R:z+— 2% Bild(f) =[0,00].
f ist nicht surjektiv, denn —1 ¢ Bild(f),
f ist nicht injektiv, denn f(—1) = f(1).

f([=2,2]) =10,4],
F71([-2,2]) = [-V2, V2] obwohl f nicht bijektiv ist.

FUN(=2.2)) = [0,2], F71({2}) = {-v2,V2}.

2) g:[0,00[—[0,00[: x> 2? ist bijektiv, g7 : [0,00[ = [0,00 [: z > /2.

1.48 Definition: Seien f: A — B, g:c— D, B C C. Dann heiBt
gof:A—)D:ng(f(x))

Hintereinanderausfithrung oder Verkniipfung von g und f.

1.49 Satz: Seien f: A—-BCC,g:C—>DCEFE,h: E— F.Dann

ho(gof) = (hog)of (Assoziativgesetz).

Beweis: hog:C —-F AN BCC = (hog)o f:A— F definiert
gof:A—-DCE = ho(gof):A— F definiert
Fir x € A:

Def o Def o

ho(gof)(z) "Z° h(go f(x)) °Z° n(g(f(x))
(hog)o flx) "L hog(f(x))

1
1.50 Beispiel: f 'R —>R:z———, ¢: R = R:y—
1+ 22

1
fog:R=Riym =g = fl9(y) = f(v°),

gof R R (o >3=g(f(x))=g< )

14 22 1422
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2 Zahlen und Korper

2.1 Die natiirlichen Zahlen

2.1 Definition (Peano): Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N, auf der eine Abbildung
NF:N—N (Nachfolgerabbildung)

definiert ist mit folgenden Eigenschaften:

(N1) Jlzg € N: zy & NF(N). Bezeichnung zy =: 1.

Es existiert genau eine natliirliche Zahl, die nicht Nachfolger einer anderen ist.
(IN2) NF ist injektiv.
(N3) Induktionsaxiom: Ist M/ C N mit den Eigenschaften

e 1c M,
eVneN: (neM = NF(n) € M),

dann gilt M = N.

Bezeichnungen: NF(1) =: 2, NF(2) =:3, ..., NF(n) =:n+ 1.

2.2 Vollstandige Induktion: Sei H eine Aussageform auf N. Beweise:

1) Induktionsanfang (IA): H(1) ist wahr,

2) Induktionsschritt (IS): Vn € N: H(n) = H(n+1).

Dann folgt Vn € N : H(n).

2.3 Bemerkung: Vollstandige Induktion funktioniert auch ab n = 0 oder z.B. ab n = 5.

Beweis: M :={neN: H(n

leM (I1A)
VneN:neM = n+1eM (IS)
(n)
=NF(n
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2.4 Rekursive Definition: Setze Ny := N U {0}.

1) Fakultdt n! ist definiert durch
0l:=1, (n+1!:=(n+1)- n!firneN,.
Nach (N3) ist n! fiir alle n € Ny definiert, z.B. 3! =3-2! =3-2.11 =3.2-1.01 = 3-2-1-1 = 6.

2) Rechenoperationen auf N: Sei n € N fest. Dann

n+NF(m) = NF(n+m) n-NF(n) = n-m+n
N——— S———
n+(m+1) = (n+m)+1

2.5 Satz: Fiir +,- gelten das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz:

(n4+m)+k = n+(m+k) (n-m)-k = n-(m-k)

n + m = m ~|» n n-m = mM-N
(Ohne Beweis)

2.6 Satz: Vn e NVk e N:n+k #n.

Beweis: Vollstandige Induktion nach n bei festem k.

(N1)
TA: n=1:1+kSk+1=NF(k) # 1

IS: Induktionsvoraussetzung IV:n+k #n
Induktionsbehauptung B:n+1+k#n+1

ntk#n Y ONFi+ k) £ANF(R) = n+1+k#n+1(IB)
S—— S~——

KG, AG =n+1

=(ntk)+1" = (n+1)+k

2.7 Kiirzungsregel: Vn,n'. ke N: (n+k=n"+k = n=1n’).

Beweis: Induktion nach k:

IA k=1:n+1=n"4+1 = NF(n) =NF(n') R
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ISIV: n+k=n"+k =n=n/,
IB: n+(k+1)=n"+(k+1) =n=n

n -+ (k?—i— 1) :G (n_|_]{;) +1= NF(H—i—/{Z) — NF(n'+k) NF injektiv

2.8 Ordnung in N: <:= {(m,n) eNxN|n=m VvV IkeN:n=m+k}
Schreibe m < n falls (m,n) € <.

2.9 Satz: (N, <) ist eine geordnete Menge.
(ohne Beweis)

2.10 Definition: m >n < n <m,
m<n & m<n A m#n,
m>n < m>n A m#n.

2.11 Folgerung: Fiir beliebige m,n € N ist genau eine der drei Aussagen wahr:

Beweis: Da < vollstindig: M :={neN:n<m V m<n}=N
Fall 1: n<mA m<n = m=n
Fall2: n<m A =(m<n) = n<m
Fall3: =(n<m) A m<n = m<n

2.2 Die ganzen Zahlen

Anschauung: Ganze Zahlen als Differenz natiirlicher Zahlen:

m—-n=m—-n < m+n = m +n.

2.12 Definition: Die Relation ~7 auf N x N ist definiert durch

~g = {((m,n), (m',n)) € NxNP?:m+n' = m'+n}.

2.13 Satz: ~y ist Aquivalenzrelation auf N x N.

ntk=n4+k X p=n.

!/

U
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Beweis: 1) reflexiv: Zeige: V(m,n) € Nx N: (m,n) ~z (m,n).

(m,n) ~z (myn) & m+n=m+n. v

2) symmetrisch: Zeige (m,n) ~z (m’,n') = (m/,n') ~z (m,n).

(m,n) ~z (M ,n') & m4+n"=m'+n & m+n=m+n" & (m' n)~z(mn).

3) transitiv: Zeige (m,n) ~z (m',n’) A (m/,n') ~z (m",n") = (m,n) ~z (m”,n").
(m,n) ~z (m',n') A (m/;n') ~z (Mm",n")
& m+n'=m'+n A m'+n" =m" +n/
= (m+n')+n"=(m +n)+n" K:Gn”+(m’+n) =(n"4+m')+n
K:G(m/+n”)+n:(m”+n/)+n

= (m+n)+n"=m"+n)+n

(9]

AG:,I>(G (m + n//) +n = (m// + n) +n
Kﬂrzu;gsregel m + n// — m/l +n
o <m7 n) ~7 (m”, n//)

2.14 Definition: 1) Z:= (NxN)/., = {[(m,n)]., : m,n € N}.

2) (m,n)]~y 2 [(m', 0], = [(m +m' s n+ )],

2.15 Satz: Die Addition + ist sinnvoll definiert, d.h.

[(m, )], = [(k, D]~

} = [(mv n)]NZ tz [(mlv n/)]NZ = [(m + mlv n+ n,>]~z

= [(k + k/v [+ ll)]NZ = [(kv l)]NZ tz [(klv ll)]NZ
(Ohne Beweis)

2.16 Satz: (Z,+7) ist eine kommutative Gruppe, d.h. es gelten

(AG) Va,y,2€Z: (v +7y) 4z 2 =2 +7 (y +2 2),
(NE) 30€ZVeeZ:x+20=2=04zx,
(IE) Ve € Z 3I(—x) €Z x4z (—x) =0 = (—z) +z ,

(KG) Ve, y€Z :x+7y=1y+z .
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Beweis: (NE): 0 =[(1,1)]~,, denn
[(m, )], +2 [(L, D]~y = [m+Ln+ 1), = [(mn)].,.
(IE) zu [(m,n)]~, ist [(n,m)].,, denn

[(man)]Nz +z [(nvm)]Nz = [(m+n7n+m)]~z = [(171)]~z'

2.17 Satz: Fiir eine beliebige Aquivalenzklasse aus Z gilt

[(1,1)]., fallsm =n,
[(m,n)]~, = [(m/,1)]~, fallsm > n,
[(1,n)]~, fallsm < n.

Beweis: Fall m >n: dk e N:-m=n+k

= (m,n) = (n+k,n) ~z m+k+1,n+1) ~z (k+1,1)
= [(mvn)]Nz = [(k+171)]~z

2.18 Bezeichnung: 0 := [(1,1)]-,, 1 = [(2,1)]~, ... n = [(n+1,1)].,,
-1 = [(172)]~zv -2 = [(173)]~zv e TR = [(17n+1)]~z'

2.19 Addition in Z und in N stimmen tuiberein:

mtzn = [(m+1,1)]., +2[(n+1,1),
(m+1+n+1,1+1)].,

= [(\m +1+n, 1)]NZ
=m+n+1
= m-+n

2.3 Die rationalen Zahlen

m  m , ,
—=— & m-n =m-n,
n n

Aus der Schule: Q = {% meZ N neN},

2.20 Definition: 1) Relation auf Z x N:
~g = {((m,n), (M, n)) € (ZxN)*:m-n'=m'-n}.
~g ist Aquivalenzrelation (Ubungen).

2) Q:=(Z x N)/.,. Definiere dann +, -, <.

2.21 Bezeichnung: Fiir m € Z schreibe m := [(m, 1)],.
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2.4 Geordnete Korper

2.22 Definition: Eine Menge K mit mindestens zwei Elementen bildet einen Kérper, wenn fiir alle

x,y, € K eindeutig definiert ist:

Die Summe =z +y € K,
Das Produkt = -y € K,

so dass gelten:

(AG+) Vr,y,z€K: (z+y)+z=a+ (y+ 2),
(KG+) Ve,ye Kz +y=y+z,

(NE+) 0 eKVreK:z+0=uz,

(IE+) Vz e K3(—2) e K: 2+ (—z) =0,
(AG') Vz,y,zeK: (z-y)-z=x-(y-2),
(KG) Ve,yeK:z-y=y-x,

(NE) 31 e K\ {0} Vz e K:z-1=u,

(IE)) Ve K\ {0} Iz eK:z-2z7' =1,

(DG) Vz,y,zeK:z-(y+2)=x-y+z- =z

2.23 Bemerkung:: Aquivalent und viel kiirzer: (K, +), (K\ {0}, -) sind kommutative Gruppen und
es gilt (DG).

2.24 Beispiele: 1) N ist kein Korper
2) Z ist kein Korper
3) Qist ein Korper
4) Der kleinste Kérper K = {0, 1} mit
01 +1011
0[0]1 0101
1101 11110

2258atz: 1) Ve,yeKIzeK:z+z2z=y.
Die Losung: z =y + (—x). Schreibe y + (—x) =y — x.
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2) Vae K\{0}VyeK3zeK:z-z=uy.

Die Lésung: z = y - 2~ L. Schreibe y - 27! =: Y

Beweis: 1) =z =y + (—x) ist Losung: Einsetzen liefert

v4z = o+ (y+(0) E (y+ (o) +r Tyt ((co)+z) = y+0 =y
=z+(—x)=0

Die Losung ist eindeutig: Sei 2’ eine Losung: x4+ 2/ =y = (z+2')+ (—z) = y+ (—x).
Es gilt

(r4+2)+(—2) € —z4(@+2) & (—x+a)+ € (z+(-z))+2 = 042 = 2

2.26 Satz: Seien x,y € K. Dann gelten:
1) z-0=0,
2) (—x)-y=—(z-y)

3) (—2)-(-y) ==y,

4) z-y=0 = 2z=0V y=0.

NE+ DG

Beweis: 1) z-0 = 2-(040) = z-0+4+xz-0.
= —2-0+2-0 = (z-0+2-0)+(—z-0)
—— ~ -

-0 e
=z-0+ (:v-OJr(f:v-O)) =z-0+0=z-0

= 0=x-0.
2) Letzter Satz: Die Gleichung
r-y+z=10

hat genau eine Lésung, namlich z =0+ (— (z - y)) NE —(x-y).

Fir z = (—z) - y gilt

vy t(-a)y € yaty-(—a) Ty (v (o) g0

Die Losung ist eindeutig = —(z-y) = (—2) - y.
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3) \Voriiberlegung: —(—z) = z, denn

—z+(~(—2)) = 0

—r 2 & z+(—2) = 0,

also sind z und —(—=z) beides Lsung von
—z24+y =0 (y gesucht).
Nach letztem Satz ist die Losung eindeutig.
= (=a) (=) 2 = (o (=9) C = ((p)0) 2 (=) TIEEEy ey,

4) Seiz-y=0.
Fallz =0: = =0 V y =0 ist wahr.
Fall 2 £ 0: 327! € K

O:xty = O:xil.():x*l.(x.y) A:G (g;il.x).y = (gj.xfl).y = 1y :E Y

= y=0,alsor =0 VvV y=0 wahr. (]

2.27 Definition: Seien a,aq,as,... € K. Dann

0 n+1
1) Zsk =0, Zak —<Zak>+an+1furn€No
k=1
Also Zak =a;+as+...a,.
k=1
0 n+1 n
2) Hsk =1, ap = (H ak> -y fur n € Ny.
k=1 k=1 k=1

n
Also Hak =ay-ay---ay.
k=1

3) FirneNy:n-a:= a-a(Zl)
k=1

4) FirneNpy:a":= Ha, insbesondere a® = 1.
k=1
a

a
F" : — :—— —_ . :—— . .
5) FirneN - n-l’( n)-a (n-a)

2.28 Binomialkoeffizienten: Fiir m,n € Ny, n < m:

<m) ' m! _ m(m—1)(m—2)--- (m—n+1) (m—n)!
nl(m —n)! n(n—1(n—2) (n—n+1) (m—n)

TV
im Zahler und Nenner gleich viele Faktoren
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|
2.29 Eigenschaften: 1) (m) = 1, (m) = 1.
m

) ()-(r)
» () ()=0)

5 4 100 100 100 - 99
2. B i i l . = — = ]_ — — — 4
30 Beispiele (2) 51 0, (98) ( 5 ) 5.1 950

ot

2.31 Satz: Seien a,b € K, n € N. Dann gilt die binomische Formel

(a+b)" = i (Z) a* bk,

k=0

Beweis: Induktion nach n.
IAn=1: IS:(a+b)l=a+b

1
1 1 1
r.S.: Z <k>ak bk = (0) a’ bt + <1> '’ =b+a.
k=0 < N

=1 =1

= 1.S.=rS. vV
IS: (a+0b)"" = (a+b)(a+b)"

Y (a+b) zn: (Z) a* o

k=0

n—1 n
D:G n k+1 bn—k n n+1 bO n k bn—l—l—k n
~ <k>a +<n)a +;<k)a "o

k':=k+1 - n T L W Y\ nt130 Y\ 0pn+l
k=k'—1 Z(k’—l)a b +;<k)a b +(n)a b +(O)a b
= ——

=1

=1 =

n+1 aF prtik n+1 amtip0 o n+1 o0 prt
k n+1

= |B, d.h. binomische Formel mit n + 1 statt n.

n n k pn+l-—k nt+1) o150 n+1
O ) ) E W
—— ———
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2.32 Satz: Fir ¢ € K\ {1} und n € N gilt

q¢ = q (geometrische Summe).

Beweis: Ubungen

2.33 Definition: Ein Korper K heit geordnet, wenn eine vollstandige Ordnungsrelation < auf K

definiert ist, so dass

(01) Vo,y,zeK:iz<y=zx+2<y+z

(02) Vo,y e K:0<zx AN 0<y=0<uz-y.

Man definiert: z <y & <y A x#vy
r2y = Yy
x>y & y<zwx

2.34 Folgerung: In einem geordneten Korper K gilt fiir jedes Paar =,y € K genau eine der Bezie-
hungen z <y, z =y, = > y.

2.35 Satz: Ist (K, <) ein geordneter Kérper, so gelten fir z,y, z € K:

1) 2<y ANy<z = x<z (Transitivitit),
2) z<y = r+z2<y+z

3) <y ANz>0=>zx-2<y-z

4) >0 & —x <0,

5 <0 A y<0 = x-y>0,

6) r#0 = 22>0,

7) x>0 & 71 >0.

Beweis: 1) z<y A y<z
= <y A y<z(x)

Transitivitat <
= ~ <z

Annahme: z = 2 (:*Q r<y ANy<cz = antisgmetrixh T=1y % (x <y)
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2) Wiel)

3) z<y AN z>0
A ry(co)<y+(—a)
—_—— —

=0 =y—x
2 OSZ-(y—x)D:GZ-y—z-:E
(01)

= 0+z2x<zy—z-2+z-x
S zrx<lz-y.

Annahme: z -z =z - y.

2>0 = 240 = Fz1eK

=zl (z-x)=2"1(2-y)

& x:y%

Def > (01)

4) "="x2>0 = 0<ux N O+ (—2)<z+(—2z) & —x<0.

Annahme: —2 =0 = 2+ (—2)=2+0 = 0=z % (x >0).

Def < (01)

Pl <0 = -2 <0 gi r4+(—z)<z+0 = 0<x.

Annahme 2 =0 = z+(—2)=0+(—2) = 0= —z %

5 z<0Ay<O0 4 —z>0Ay<0 3 y-(—x)<0-(—2z) & —x-y<0 4 x-y > 0.
——

=—xy =0
2.36 Satz: Sei (K, <) geordneter Korper. Dann gilt: Vo <y dz e K:z < z < y.

2.37 Folgerung: Jeder geordnete Korper hat unendlich viele Elemente.

. 2.35, 1)
Beweis: = < = < A < :
wels: ©r <y Tr+x Yy+x yt+r<y-+vy

=z(1+1)=2z =2y 2.35, 3) - 1( ta) <
T — T
Zwischeniiberlegung: 2.35,6): 1 >0 = 14+1>0+1=1>0 2\ Y
Transitivitat 2.35, 7) 1 —.
= 2=1+1>0 "= 522*1>0 =z

2.38 Definition: Sei (K, <) geordneter Korper, a,b € K.

1) la,0] = {re€K:a<xz<b} abgeschlossenes Intervall
la, b {r € K:a<xz<b} offenes Intervall
la, b {r €eK:a<z<b} (rechts) halboffenes Intervall
la, b] {r €eK:a <z <b} (links) halboffenes Intervall
| — 00, 0] {reK:z<b}
| — 00, b] {r eK:z<b}
Ja, oof {reK:z>a}
la,00] = {re€K:x>a}

t
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z firz>0
2) |z|:= (Betrag |.| : K — K).
—x firz <0

2.39 Satz: Fiir x € K gelten

2] >0, fz[=]-2|, w<|zf, —w<]z]

Beweis: Fall x = 0: Dann |z| =0,| — 2| = |0| = 0 = Behauptung.

Fall x > 0: Dann |z|=2>0, | —2|=—(—z) =2 > 0 und
Transitivitat
—r<0<x=|z| = —x < |z|.
Fall x < 0: Dann |z|=—-2 >0, | —2|=—2 >0 und

r<0<|z] = < |z|, —x=|z| = —z < |z

2.40 Satz: (K, <) geordneter Korper, a € K, a > 0. Dann:

lz] <a & x€]—a,af.
Beweis: Ubungen

2.41 Satz: Sei (K, <) geordneter Kérper. Dann

(Bl) Vz eK: (Jz| >0 A (Jz] =0< 2 =0)),
(B2) Vo,y e K: |z y| = [z] - [y],

(B3) Vz,y € K: |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung, A-Ungl.).

D.h. (K, |.|) ist ein bewerteter Korper.

Beweis: (B1),(B2) klar
(B3): Falll: z+y>0
= lrtyl=_+ y_<lzl+]yl
skl <yl

Fall 22 z4+y <0
= |z+tyl=—(r+y)=(—2)+(~y) < |z +|y|.
~—— =
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2.42 Dreiecksungleichung nach unten: Fiir z,y € K gilt

=yl > |z = |y||.

(Es folgt |z +y| > ||z — |y]|.)

. A-Ungl
Beweis: |z| = }(x—y)+y’ < lz—yl+lyl = |-yl
A-Ungl
| = [y—2)+2| < |Jy—z|+z] = |z-y
2| = [y| falls [z] > [y]
= |z—yl > { = ||| = ly|
ly| — || falls [z] < [y]

2.43 Definition: Ein geordneter Korper heiBt archimedisch, falls

Ve,y>03dneN:n-z>y.

2.44 Satz: (Q, <) ist ein archimedischer Korper.

2.35 3)
=

Zu(x):p-¢d>1 < 1<p-¢
p"-q20

lz| — |y
ly —z| > |y —|z|

) 1
p-q<p-q¢-p-q = (¥) mit——>0,dag-q¢ >0.

q-q

t
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3 Folgen und Reihen in geordneten Korpern

3.1 Konvergenz

3.1 Definition: Eine Abbildung a. : N — K heiBt Folge. Schreibe
(an)nen oder (a,) oder ay,as, as, . . ..

Es gibt auch Folgen, die als erstes Folgenglied a,,, m € Z haben:

(@) n>m Oder G, Ami1, Amya, - - -

3.2 Definition: Eine Folge heit konvergent zum Grenzwert a € K, falls
Ve >03IN. e NVn > N, :|a,— < | <e.

Schreibe a = lim a,, oder a,, — a (n — o). Eine nicht konvergente Folge heiBt divergent.

n—oo

Veranschaulichung: i

ons : o
)/ S S e
. & alf@i=Net1 /mi%
e S I
. M: (M/ﬁ’n/

|26 2

4o T-Hyedle., burgo

Beweis: Annahme: a, > a A a, —d N a#d.

1
Wihle ¢ := §|a' —al.

= 2 = |d—a = |(d—a,)+ (a,—a)l

< ld' — an| + |a, — al
—— ——
<e fiir n>N¢ <e fiir n>N.

2¢ fir n > max{N., N/}
= 2 < 2 %
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3.4 Definition: Sei (K, <) geordneter Korper. Eine Mnge M C K besitzt ein Maximum (Minimum),
falls M ein groBtes (kleinstes) Element m besitzt:

Ime MVYm e M:m'<m (m' >m).

Schreibweise: max (M) := m (bzw. min(M)).

3.5 Beispiele: 1) M =N C Q: M hat kein Maximum, min(M) = 1.
2) max ([0,2]) = 2.

3) [0,2] hat kein Maximum.

3.6 Satz: 1) Besitzt M C K ein groBtes Element m, so ist m eindeutig.

2) Jede endliczhe Teilmenge M C K besitzt ein Maximum.

Beweis: 1) Sind m,m’ groBte Elemente, so folgt m' <m A m <m/

= m=m.

2) Beweise durch Induktion: Jede Teilmenge M C K mit n Elementen besitzt ein groBtes Ele-

ment.
IA: n=1M={m} = my ist groBtes Element.

IS: Sei M ={my,...,mu11} € K mit n+ 1 Elementen.
IV = M ={my,...,my,} hat groBtes Element .
Fall 1: my, 1 > my = my ist groBtes Element von M.
Fall 2: m, .1 < my (M, 1 = my kann eigentlich nicht sein)

= my ist groBtes Element von M. ]

3.7 Definition: Eine Folge (a,,) heiBt beschrankt, falls
1S e KVneN:la,| <8
Also: Eine Folge (a,) ist nicht beschrankt, falls

VSeKdneN:|a,| >S.

3.8 Satz: Ist (a,) konvergent, so ist (a,) beschrankt.
Also: (a,) nicht beschrankt = (a,) nicht konvergent.
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Beweis: Wahle e :=1
a, —a = Yn > N gilt

la,| = ’(an—a)Jra’ < lap —al+|a| < |a|+1.

Definiere S := max {|ai|, |as|, ..., |an,|, |a| + 1}
= VneN:la,| <8S.

3.9 Satz: (a,), (b,) beschrankt = (a, £0b,), (a, - b,) sind beschrankt.

Beweis: |a,| < S, |b,] < 5’

A-Ungl
lan £b,] < an| +1bn] < S+Y
|an - bp| = an| - |ba] < S-S
3.10 Bemerkung: a, =1, b, = — = (ay), (b,) beschrankt, aber (Z—) nicht beschrankt.
n

n

3.11 Satz: Wenn a,, — a, b, — b, dann

1) a,+b, = axbbzw. lim (a, £b,) = lim a, + lim b,,

n—oo n—oo n—oo
2) a,-b, —a-b,
3) Falls b # 0 und
I falls b, # 0
Cn = bn
0 fallsb, =0

a
dann ¢, — 7

Beweis: 1) Seic > 0 beliebig, aber fest.

€ L.
anp —a = |an—a|<§ fir n > N,

by —b = |bn—b|<g fiir n > N

Fir n > max{N,, N’} folgt

A-Ungl € e
‘(an"‘bn)_ (a"‘b)‘ = ‘(an—a)"‘(bn_b)‘ < an —al + [by — b] < §+_

228.
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A-Ungl
2) lan by —a-b|=|(an —a)by +alby—b)| < |an —al|by|+]|a b, — 0]

TV TV
soll sein <g/2 soll sein <g/2

Sei € > 0 beliebig, aber fest.
(b,) konvergent = (b,) beschrinkt = |b,| < S

0.B.d.A: S > 0.
€ L.
ayp — a = |an—a|<%furn>NE.
Fiir |a| # 0:
by — b = |bn—b|<%a|ﬂirn>Ng.
Fiir |a| # 0 und n > max{N., N/} folgt
n byn—a-b .
la a-bl < 2SS—|—|a|2|| £
Fiir [a| =0 und n > N, folgt
£
la, - b, —a-b| < %S-I—O |b, —b] = 5 < ¢

14

3) \Voriiberlegung: Wenn b,, — b # 0, dann existiert ein N; € N, so dass |b,| > o fir n > Ny,

denn:

b
Wahle € := |—2| Fir n > N, folgt

o-ne bl _ I
bo] = |(ba—b)+b| = [b+ (b, —b)] > [b]—|b—b] > o] — 5 =
nach unten N—— 2 2
<e=|b|/2
Sei € > 0 beliebig, aber fest.
Fir n > Ny gilt
a a a an,-b—a-b
n— T = - — = = |= = a)b b—b
o1 b D T T b|| ot a(b = by
A-Ungl 1 |CL|
0| - (0] |0 -+ [0]
[bn]>[bl/2 1 2
T T | B T
<e-|b|/4 fiir n>N, <e|b|?/4|a| fiir n>N.
Fir n > max{Ny, N, N’} folgt
B BT R

3.12 EinschlieBungskriterium: Seien (a,), (b,) konvergent mit lim a, = lim b, und (¢,) mit

n—oo n—oo

dN e NVn > N :a, <¢, <b,. Dann ist (¢,) konvergent, und es gilt lim ¢, = lim a,
n—o0 n—0o0

Beweis: Ubungen
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3.13 Definition: Eine Folge (a,) heiBt Nullfolge, falls lim a, = 0.

n—oo

3.14 Satz: (a,) beschrankt und (b,) Nullfolge = (a,b,) ist Nullfolge.
Beweis: Ubungen

3.15 Definition: Eine Folge (a,) heiBt

monoton wachsend, falls Vn € N: a, 1 > a,,

streng monoton wachsend, fallsVn € N: a,,.1 > a,,

monoton fallend, falls Vn € N: a,.1 < a,,

streng monoton fallend, falls Vn € N: a,,.1 < a,.

3.16 Definition: Ist (a,) eine Folge und (ny)ren eine streng monoton wachsende Folge in N, so

heiBt (a,, )ren Teilfolge von (a,,).

-1\ -1 2k 1
3.17 Beispiele: a, = ( n) , N =2k = a,, = % = o

ny =k +100 = ay, = a1, G102, G103, - - -

3.18 Satz: a, — a A (ay,) Teilfolge von (a,) = a,, — a fir k — oo,
3.19 Folgerung: Hat (a,) zwei Teilfolgen mit verschiedenen Grenwerten, so ist (a,) divergent.

Beweis: Voriiberlegung: (n;) streng monoton wachsende Folge in N = n; > k.
Sei € > 0 beliebig, aber fest.
ap, —a = |a, —al <efirn> N,
= |an, —a| <e¢ fir k> N (dann n, > N;). O

n

3.20 Definition: 1) Ist (a,) Folge in K, so heiBt die Folge (s,) mit s, := Zak (unendliche)

k=0
Reihe in K. Schreibweise:

00
Z ag ‘= (Sn)neN
k=0

s, heit n-te Teilsumme der Reihe.
2) Eine Reihe Zak heiBt konvergent zum Grenzwert s, falls s = lim s,,. Schreibweise:
n—oo
k=0 o0
Zak = lim s,.
n—oo

k=0

Eine nicht konvergente Reihe heit divergent.

Achtung: Zak hat je nach Kontext verschiedene Bedeutungen.
k=0
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3.2 Beispiele in Q
1) a, = c¢ (konstante Folge):
la, —¢| = |c—¢| = 0 < ¢ fiir jedes ¢ > 0 und alle n € .N.

= lim a, =c.
n—oo

1
2) Fir festes k € N: lim — = 0: Sei ¢ > 0.

n—o00 nk
1 1 1 < 1 % N - 1
- — R = — — £ n —-.
nk nk nk — n €

1
Also: Wahle N, > —. Dies ist moglich, da Q archimedisch ist.
€

3 1 atz liber
3) an=4+2=4+3 - TET 44 3.0=4
n Nn* konvergente Folgen

5n?+3n  n*(54+2) 542 suzger H+3:0 5
1+ 2n2 ’rLQ(p + 2) ol + 2 konvergente Folgen () + 2 2

3.21 Satz: Sei (K, <) geordneter Korper, z € K, x > —1, n € N. Dann

(14 2x)" > 1+nz (Bernoulli-Ungleichung).
Beweis: Ubungen

5) a,=q" q€ Q fest.

Fall |¢| < 1: lim ¢" =0:
n—oo
|

" =0] = |¢"] = |¢|" < e

1 1
Schreibe |¢| = s mit 0 = - 1>0.

Bernoulli 1 1
(1+9)" > 14nd > nd = |q" = < — < efallsn>—

(1+6)m nd de

1 1 1
(hierbei verwendet: 0 <a<b = 0< 0 < —). Wahle N, > e
a

Fall ¢ =1: lim ¢" = 1.

n—oo
Fall ¢ = —1: ¢" = (—1)" ist divergent:
Teilfolge mit ny, = 2k: (-D)*=1—1
Teilfolge mit ny = 2k + 1:  (=1)**1 = -1 — —1
Zwei Teilfolgen mit verschiedenen Grenzwerten =- Divergenz.
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Fall |¢| > 1: (¢") ist divergent, weil nicht beschrankt: Zeige
VSeKdneN:|¢"| > S.

Schreibe [¢| =1+ 0 mit d = |¢| — 1 > 0.

Bernoulli ! S
= l¢" = 14+ > 1+4+né >nd >SS < n > 5

6) Geometrische Reihe:

- 1
qu =1 fir |q| <1

k=0 4
n i 1
(bedeutet s,, = Zq — ——). Denn:
k=0 I—q
- L geometrische Summe 1— q”+1

Sn = = _—

>

k=0

1 atz uber 1 1
= 4 qn S t—>b -+ O

1— q B 1— q konvergente Folgen 1 — q 1— q.

— 1
7) Z z ist divergent, denn die Teilsummenfolge ist nicht beschrankt (siehe Aufgabe 3.1).
k=1

3.22 Definition: Sei (K, <) geordneter Koper. Eine Folge (a,) in K heift bestimmt divergent,
falls
vVSeKdIdNeNVn>N:a, > S,

Schreibweise lim a,, = 0o, oder falls
n—oo

vVSeKINeNVn>N:a, <S5,

Schreibweise lim a,, = —o0.
n—oo

3.23 Beispiele: 1) lim n" = oo (k € N fest).

n—oo

2) ((—=1)"-nF), ist nicht bestimmt divergent.

=1 1 1 1
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3.3 Cauchy-Folgen in geordneten Korpern

3.24 Definition: Sei (K, <) geordneter Korper. Eine Folge (a,,) in K heiBt Cauchy-Folge, falls

Ve >03dN. e NVn,m > N. : |a, — an| < &.

((an) heiBt auch C-Folge, Fundamentalfolge).
3.25 Satz: (a,) C-Folge = (a,) beschrankt.

Beweis: Wahle € := 1. Dann Vn,m > N; : |a, — a,| < 1.
Waibhle festes m := N, + 1. Fiir n > N, folgt

A-Ungl
la,| = ’(an_am>+am’ <

lan, — am| + |am| < 14 |an].
Fiir S := max {|ay,|as|, ..., |an.

an.+1| + 1} gilt |a,] < S fiirn € N.

3.26 Satz: (a,), (b,) C-Folgen. Dann:

1) (a,tb,) ist C-Folge.

2) (a,-b,) ist C-Folge.

3) Es gelte zusatzlich: 30 > 0 3N € NVn > N : |b,| > §. Dann ist (¢,,) mit

I falls b, # 0
Cp = bn
0  sonst

eine C-Folge.

Beweis: Selber, vgl. Satz iiber konvergente Folgen.

3.27 Satz: (a,) konvergent = (a,) ist C-Folge.

Beweis: Sei £ > ( fest.

€
ap, = a = Vn>N€:\an—a|<§.
Fiir n,m > N. folgt

A-Ungl
lan, — am| = ‘an—a—(an—a)‘ <

la, —a| + |am —a| < SR
2 2
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3.28 Beispiel: Nicht jede C-Folge ist konvergent:

Sei (ay,) in Q rekursiv definiert durch

1 1
a; =1, api ::§Qn+a—ﬂjrn€N.

Ubungen: (a,) ist C-Folge und falls a, — a = a? =2
Es gibt kein a € Q mit a> =2 = (a,) nicht konvergent.

3.29 Satz: (a,) C-Folge und (a,, ) konvergente Teilfolge = (a,) konvergent und

lim a, = lim a,, =: a.
n—00 k—o00

Beweis: Sei ¢ > 0 fest. Dann;
g .. € L.
lan, — am| < 3 firn,m > N., |a,, —al < B fir k > K..
Fiir n > N und fest gewahltem m = n; mit & > max{K., N.} folgt

e €
la, —al < |ap, — an,| + |an, —a| < §+§ = ¢

3.30 Definition: Ein Korper K heiBt vollstandig, falls jede C-Folge in K konvergiert.

3.4 Konstruktion der reellen Zahlen aus Q

3.31 Reelle Zahlen als Folgen: V2 = 1,414 ... bedeutet:

V2 = lim a,, wobei ay = 1; ay = 1,4; a3 = 1,41; ay = 1,414; ..

Aber \%Ogoibt’s ja noch gar nicht.

Idee: Definiere /2 := (a,,), wobei (a,) die obige C-Folge bezeichnet.

Also: Jede C-Folge definiert eine reelle Zahl.

Problem: b,, := a,, + % Dann hat (b,,) denselben Grenzwert wie (a,), sollte also dieselbe reelle Zahl

darstellen.

3.32 Definition: 1) CF(Q) := {(a,) : (a,) ist C-Folge in Q}.
2) Definiere die Relation ~ auf CF(Q):

(ap) ~ (b,) = lim (a, —b,) =0.

n—oo
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3.33 Satz: ~ ist Aquivalenzrelation auf CF(Q).

Beweis: 1) reflexiv: a, — a,, — 0.

2) symmetrisch: 0 = lim (a, — b,) = lim (b, —a,) = 0.

n—oo n—oo

3) transitiv: (a,) ~ (bn) A (by) ~ (cn) < lim(a, —b,) =0 A lim (b, —¢,) = 0.

n—00 n—00
= lim (a, — ¢,) = lim (a, — b, + b, — ¢,)
n—00 n—00
Satz iiber . .
= lim (a, — b,) + lim (b, — ¢,)
konv. Folgen n—oo n—00
= 0.

= (an) ~ (cn).

3.34 Definition: 1) R :=CF(Q)/. = {[(an)] 2 (a,) € CF(@)},
2) [(an)] + [(bn)] := [(@n + bn)],
3) [(an)] - [(6n)] == [(an - by)].

3.35 Satz: Addition und Multiplikation in R sind wohldefiniert.

Beweis: 1) (ay,),(b,) sind C-Folgen = (a, +b,) ist C-Folge = [(a, + b,)] ist definiert.

2) Zeige: [(an)] = [(a})]
[(bn)] = [(8],)]

anp—a, =0 A b, =0, —0

} = [(an +bn)] = [(a, +,)]:

= lim ((an +b,) — (a, +0,)) = lim (a, —aj, + b, — b)) S 040 = 0.

n—00 n—00 konv. Folgen

3.36 Satz: (R,+,:) ist ein Korper.

Beweis: (KG+): [(a,)] + [(02)] £ [(@n + 0,)] ““E" % [(b + a0)] PEF [(02)] + [(an)]-

(AG+): Genauso

(NE+): [(()]=[(0)] =0 = [(a)]+0 = [(@)]+[0)] = [(an+0)] = [(an)].
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(TB): Sei [(a,)] £ 0 < —( lim a, = 0)
& (Ve>03N. e NVn > N, : a,| <¢)
& Jeg>0VN eN3In> N :la,| > g
Zwischenziel: Zeige 3¢ > 0 3N € NVm > N : |a,,| > c.

(a,) C-Folge = 3N. e NVm,n > N.: |a, — an| < %.
Wahle N := N. = 3ng > N, : |ay,| > ¢.
Fir m > N.:

|am| = |@m — g + Q|

= |Gy + G — Qg |
A-Ungl.

> Hano|_‘am_ano”
nach unten
2 |@ng| = |am — an,|
£
> g — 5
B 5
2
€
= Vm>N€:|am\>§.
1
. : — fallsa, #0
Definiere das inverse Element zu [(a,)] durch b, :== < an
0  sonst

(b,) ist C-Folge (3.26)

~ an~n:{1 falls @, # 0 = a,-b,—1=0firn> N,
0 sonst
= Tim (a, by — 1) = 0, dh [(@,)] - [(5)] = [(an - b,)] = [(1)] = 1.

(DG): Wie oben

3.37 Definition: (a,) € CF(Q) heiBt positiv, falls

30 >0dN e NVn > N :a, > 9,

1
3.38 Beispiele: 1) a, := 1+ — ist positiv: a,, > § := 1 fiirn > N := 1.
n

1
2) b, := — ist nicht positiv, da b, — 0.
n
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—1000 fiirn <10° . ..
3) ¢ = ist positiv: N := 10, § := 1.
1 fiirn > 10°

3.39 Satz: , positiv" und ,~" sind vertraglich,d.h.

(a,) positiv A (b,) ~ (a,) = (b,) positiv.

Beweis: (a,) positiv: 30 > 03N € NVn > N :a, > 4.

o
(bp) ~ (a,) & lim (b, —a,) =0 = 3N5€NVn>N5:\bn—an\<§.
n—oo
= Fir n > max{N, N5} gilt
J o
bn: n bn_nz n_bn_n b—=- = -
a, + a Ay — | an| > i )

= (b,) ist positiv.

3.40 Satz: Sei (a,) € CF(Q). Dann ist genau eine der drei Aussagen erfiillt:

(i) (a,) positiv,
(i) a, — 0,

(iii) (—ay,) ist positiv.

Beweis: () & 30>03INeNVn>N:a, >
(i) & Ve>03IN.eNVn>N.:|a,|<e
(i) & F'>03IN' eNVn>N':—a,>9
A/—/
an<—40
Fall 1: (i) ist wahr = (ii),(iii) sind falsch.
Fall 2: (iii) ist wahr = (i),(ii) sind falsch.

Vo >0VNeNIn>N:aq,<9
AVY >0VN' eN3In/ >N :a, > —0
€

Sei € > 0 fest. (a,) ist C-Folge = IAN. € NVn,m > N, : |a, — an| < 5

Fall 3: —(i) A —(ii) ist wahr. < {

Waihle 6 = ' := g und n,n > N, mit a, < % und a,y > —g.

. E €
Fir m > N, gelten a,, = ap,+a, —a, < =-—+=- = ¢
—— 2 2

<e/2
€
Uy, = Qp + Oy — @y > —=
N—— 2
>—c/2
= Vn>N.:—e<a,<e (& |a,| <e)
= a, — 0

< (ii).
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3.41 Definition: Fiir [(a,,)], [(b,)] € R:

[(an)] < [(bn)] = (b, — ay) positiv V lim (b, — a,) = 0.

n—o0

3.42 Satz: < ist eine vollstindige Ordnungsrelation auf R.

Beweis: 1) reflexiv: v/
2) antisymmetrisch: Sei [(a,)] < [(bn)] A [(bn)] < [(@n)]

Fall 1: (b, — a,) positiv
letzter Satz =(b, —an) = 0 A —(a, — by,) positiv
= =[(bn)] < [(an)]

= Fall nicht moglich.

Fall 2: (a, — by,) positiv =" =[(a,)] < [(b,)], also nicht méglich

Fall 3: a,—b, — 0. Dann [(a,)] < [(b,)] A [(0n)] < [(an)] A [(an)] = [(0n)], da (an) ~ (bn)-
)

Also folgt [(a,)] = [(bn)]-
3) transitiv: Sei [(a,)] < [(by)] A [(b,)] < [(¢n)]-

Fall 1: lim (b, —a,) =0 A lim (¢, —b,) =0
n—oo

n—oo
= lim, oo(cy — an) = limy, yoo(cy — by + b, —a,) =0

= [(an)] < [(bn)].

Fall 4: (b, — a,) positiv und (¢, — by,) positiv. = (¢, — a,,) positiv, denn

n>max{N1,N2}
Cp— Ay = Cp—by+ b, —ay, > 01 +0, >0
—_—— =

>01, nn; 262, n>Na
= [(an)] < [(ca)].

1) - 3) = < ist Ordnungsrelation.

4) \Vollstandigkeit: Sein [(a,)], [(b,)] € R.

Fall 1: (b, — a,) positiv = [(a,)] < [(b,)],
Fall 2: (b, —a,) = 0 = [(a,)] <[(b,)],
Fall 1: (a, — b,) positiv = [(b,)] < [(a,)].

Nach letztem Satz sind dies alle Falle.
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3.43 Satz: (R, <) ist ein geordneter Korper.

Beweis: 1) Zeige: [(a,)] < [(bn)] = [(an)] + [(cn)] < [(bn)] + [(cn)]-
Fall a): b, —a, -0 = b,+¢,— (an,+¢,) =0
= [(an)] + [(cn)] = [(an + cn)] < [(0n)] < [(cn)] = [(bn)] + [(cn)]
Fall b): (b, — a,) positiv = (bn +cp, — (an + cn)) ist positiv

(
= [(an)] + [(cn)] < [(0n)] + [(cn)]-

2) Zeige [(an)] < [(bn)] A 0 < [(ca)] = [(@n)]-[(cn)] < [(bn)] - [(cn)] genauso wie 1).

3.44 Bemerkung: 1) Damit sind in R automatisch definiert: n -z, f, " firneN, <, >, >,
n
Folgen- und Reihenkonvergenz, C-Folgen, |.|.

2) Alle Satze, die in geordneten Korpern gelten, gelten auch in R.

3.45 Satz: Fir X € R, X = [(z,,)] gelten

1) X >0 < (z,) positiv,

2) X|=[(lzn])].

Beweis: 1) X>0 & 0<X ¥ 0<X A X #£0

& ((w, — 0) positiv V z, —0—0) A =(z, —0) & (z,) positiv.
2) Falla): X >0 < (x,) positiv = 30 >03INeNVn>N:z,>0
= Vn>N:z, =z, = lim (Jz,|—z,) =0
n—oo

= | X=X = [(zn)] = [(lzn])].
Fallb): X =0 = z,—>0 = |2,/ =0 = |X]|=0=[(Jza])]-
Fallc): X <0 & —X >0 < (—=x,) positiv

= lim (|2, — (—2,)) =0

n—o0
= | X ==X = [(=2n)] = [(Jza])].
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3.5 Einbettung von Q in R

3.46 Definition Einbettungsabbildung;:

E:Q—)R:x»—ﬂ@]

konstante Folge

3.47 Satz: 1) F ist injektiv,

2) E erhalt die algebraische Struktur:

Vr,y € Q: E(x +y) = E(x)+ E(y) N E(z-y) = E(z) - E(y),

3) FE erhélt die Ordnungsstruktur:

Ve,ye Q:ax <y = E(x) < E(y).

Beweis: 1) Seiz#y = lim(z—y)=ax—y#0
n—)ooH,_/

konstante Folge

= E(z) =[(@)] # [(y)] = E(y).

2) E(z+y)=[(z+y)] =" [(@)]+[(v)] = E(z) + E(y). Genauso fiir - .

3) Seiz<uy.
Def <
=

E(x) = [(2)] < ()] = E(y).

Fall b): 2 <y = (y— @)ney ist positiv == E(z) = [(z)] < [(y)] = E(y).

Falla): =y = lim(y—2)=0
n—oo

Anschaulich: r < x4y R
Q
Y Y Y N
E(z)< E(y) E(z)+E(y) R
= E(z +y)

348 Satzz 1) E(0)=0, E(1) =1, B(~2) = —E(z), E(z~') = E(z)~ falls = £ 0,
2) VeeQ:|E()| = E(lx]),

3) VneN:E(n)=n A E($)=1
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Beweis: 1) Selber

2) Falz>0 = E(z)>0 = }E(x ’ = E(z) = E(|z]).
Fallz <0 & —(z>0)
= |E(z)| = —E(2) = E(-z) = E(|z]).

n n

3.49 Definition: 1) Qg := E(Q) = Bild(E).

2) VX e€eQr3AreQ: E(x) =X, da E injektiv.
Schreibe z =: E71(X) fir X € Qg. Also: E7!: Qr — Q.

3.50 Folgerung: VX € Qr : |[E~'(X)| = E7'(|X]).

Beweis: X = E(z), dh. z = E7Y(X) = |X|=|E(X)| """ B(|X])
= E7(|X]) = ETH(E(IX]) = || = |[E7(X)].

3.51 Satz: Seic € R, € > 0. Dann

' eQp, & >0:0<e <e.

Beweis: ¢ = [(¢,)] > 0 = (g,) ist positiv.
= Vn> N:¢g, >0 (Achtung: ¢,,d € Q).
Wihle ¢’ := E($) = $E(5).

1) 6>0 = £>0inQ = E(Z)>0inR

2) == [(e)] - (3] = [ = D) >0,
da (g, — $)nen positiv (e, — £ > 85— 2 =2 >0 fiir n > N).

= e>¢.

3.52 Satz: Sei X = [(z,)] € R. Dann: E(z,) — X in R.
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Beweis: Seic € R, ¢ > 0.
Nach letztem Satz wahle ¢/ € Qr, 0 < &’ < €.
Setze ¢* := E~1(¢') € Q. Insbesondere £* > 0, da &’ > 0.

(z,) C-Folge in Q = |z, — x| < % fiir n,m > N..
Sei m = mgy > N, beliebig, aber fest. Ziel: Zeige | E(z,,,)—X| < €. Dann ist bewiesen: E(z,,) — X.

Setze y, =" — |, — x|, n €N

1) (yn) ist C-Folge in Q:

|yn_yn’| = “xn’_xmo|_|xn_xmo|’
Dreiecksungl. nach unten
< }@n’ — Tmy) — (xn—xmo”

= |z — 2y < €
fiir n,n’ > N-:.

2) (yn) ist positiv: Fiir n > N, gilt

Yn =€ _|xn_xm0|>5 —— =—=:6>0.
—_——— 2 2
<e*/2
= 0 < [(yn)] = [(5* - |xn - xm0|)neN] = [(5*)] _[(|xn - xmo|)neN]
—/
= X = B(tm,)| = [[(@)] = [@mo)l| = |20 — 2, )]|
= [(|#n — Tme)nen] < € < €
U
3.53 Folgerung: VX c RVe >03dy € Q: | X — E(y)| <e
bzw. VX e RVe >03Y € Qg : | X - Y| < e.
Man sagt: Qg ist dichte Teilmenge von R.
Beweis: Seien X € R, ¢ > 0 fest, X = [(z,,)].
Letzter Satz: E(z,) - X = 3IN.Vn > N.:|E(z,) — X| <e. 0

3.54 Satz: (R, <) ist archimedisch, d.h. VXY >03dneN:n- X > Y.
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Beweis: Wir wissen: Q ist archimedisch.

Letzter Satz: Jy € Q: |[Y — E(y)| <1 = Y < E(y) + L.

Zu X wahle x € Q mit 0 < E(z) < X. Insbesondere x > 0.

Q archimedisch = IneN:n-x>y+1

= n-X>n-Ex)=FEn-z)>Ey+1)=E(y)+1>Y. 0

1
3.55 Folgerung: — — 0 in R (Selber beweisen).
n

3.6 Die Vollstindigkeit von R

3.56 Satz: R ist vollstandig, d.h. jede C-Folge in R konvergiert.

Beweis: Sei (X,,) C-Folge in R.
1

Zu jedem X, existiert ein Y,, € Qg mit | X,, — Y,| < —. Setze y,, := E~1(Y,,) bzw. Y,, = E(y,).
n

Behauptung: X :=[(yn)] = X, — X.

1) (yn) ist C-Folge: Sei ¢ € Q, € > 0 beliebig, aber fest.

Yo =Yl = Y= Xn+ X — X+ Xon — Yol

A—Ungl
& P X e Xl XY

~~ ~~

E E E
<%< és), n>N1 <%, n>Ng <%< és), n>Np

<  E(e) fiurn > max{N;, N.}
= lyn—ynl = [ET(Y)-E7 (V)| = [ET(Y, - V)
= E'()Y,—Yal) < ETN(E(e)) = € fiir n > max{Ny, N.}

2) Setze X := [(y,)] € R.

= | X, —X| < |X,-Y,|+ Y, — X| < ¢ fiir n geniigend groB
——— ——
<% =|E(yn)—X|—=0 (vorletzter Satz)

3.57 Folgerung: In R gilt:

(a,) ist C-Folge < (a,) ist konvergent.

3.58 Definition: Eine Folge (a,) in einem geordneten Kérper K heift nach oben (unten) be-
schrankt, falls
3SeKvVvneN:a,<S (a,>9).
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3.59 Hauptsatz iiber monotone Folgen in R: Sei (a,,) monoton wachsend und nach oben be-
schrankt. Dann ist (a,,) konvergent.

Sei (a,) monoton fallend und nach unten beschrankt. Dann ist (a,) konvergent.

Beweis: Widerspruchsbeweis. Annahme: (a,) monoton wachsend
und 3SeRVneN:q, < S

und (a,) nicht konvergent.

(a,) nicht konvergent < (a,) keine C-Folge
Je>0VN eN3Im,n>N :l|a, —ay| > ¢

Wahle ny > my mit an, — @y = @y, — Gy =€ = Ap, > Ay +E.
Wahle ny > mg > ny mit @y, — Gy = |py — Ayl =€ = Qpy = Ay +6 > ayy +6 > ap, + 26,

Wiahle ng > mg3 > ng mit @y, — Ay = |Ang — Qmy| = € = Gy > Qg + € > Ay + 3¢

= Gp; > Gy, + je > S fiir j geniigend groB % a, < S. 0

3.60 Satz: Seien (ay,), (b,) konvergente Folgen in einem geordneten Korper. Dann:

(‘v’neN:anSbn) = lim q, < lim b,.

n—o0 n—o0

1
3.61 Achtung: a, =0, b, = —: DannVn € N:a, <b,, aber lim a, = lim b,
n

n—oo n—oo

Beweis: Kontraposition: Sei a := lim a, > lim b, =: b.

n—o0 n—o0

Wéhlea::aT_b.

. . a—b 2a b

Firn > N, gilt |a, —a| <e = a,=a+a,—a>a—l|a,—a| >a—e=a— 3 :§+§.
a—2b 2b

Fir n > N’ gilt |b, — bl <& = by=b+b,—b<b+]|b, —b|<b+8—b+T:§+§.

b b b
=+ -+-<-+-+- fii N, N!
= b, 3+3-|—3<3+3+3<an ir n > max{ '}
= dneN:b, <a,. U



Analysis [, Wintersemester 2014/15, Seite 46

[e.e]

1
3.62 Satz: g o ist konvergent.
k=0

"1
Beweis: s, := Z o
k=0

1) (s,) ist monoton wachsend:

2) (s,) ist nach oben beschrankt:
Voriiberlegung:

Firk>2giltk!l=_k -(k—1)---_ 3 - 2 .1 > 2F1 gilt auch fiir k = 1.
~N —— N N
>2 > >2 =2

= S, = 1+Z

K =k_1 U geom. Summe 1— (%)n
Y o S

n

1
+ 5

k=1

1 Voruberlegung

k/O

1
< 1+7 =3

2

=1
3.63 Definition: e := — | = lim s, ).
S (- )

3.64 Satz: e ist irrational.

Beweis: Sei n € N beliebig, aber fest, und m € N.

n+m n+m

1
Sn4+m — Sn = Z 7 Z |
ank ank: —1)---(n+2)-(n+1)!
2(n4r2)’“‘"‘1
n+m 1 m—1
K=k—
<
- kzn;rl(n+2)k—”—1(n+1)! n+1'l;) n+2
1 1—(n—+2)m <L 1
B 1 n+2 1 n+2 1 n+2
 (n+DIn+1l nl(n+1)2 0 nln2+2n+1
< I n+2 1

n! n? +2n n-n!
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1

n-n!

m— 00 = e— s, = lim (Sy1m — $p) <
n—o0

AuBerdem: s, 11 > Spi1 firm €N = e = lim,, 00 Sntm = Snt1 > Sn.

Also: 0<€—Sn§ﬁ
Firn=2: 32:1+1+%:g = O<e—g§i = e ¢ Ny.
AuBerdem e > 0, da s,, > 0 und somit e = lim s, > 0, aber e # 0.
n—oo
Annahme: e = £ mit p,q €N, ¢>2(dae¢gN).
(x) fir n:= ¢
q
1 1
0 < e—Z— < — ’-q!
| — .al
kzok' q-q!
q
p-q! q! 1 a2 1
= 0 < — - - < - < -
q Z Kl T oq T 2
—— k=0~~~
=p(q—1)!eN eN

—~—
= ganze Zahl €]0,1] %

Also war die Annahme "e ist rational” falsch.

n—oo

3.65 Satz: lim <1 + l) =e.
n
1

Beweis: a, = (1 + —) .
n

1) (a,) ist monoton wachsend:

an B o+ ()
-1 (1+:5)"" =
B (m+D)" (n=1D"'n—-1n
n nw nl n—-1n

n 1 n

Bernoulli

a
Also: —— > 1 fiirallen € N, n > 2.
Ap—1

2) (a,) ist beschrankt:

1 nBinom.Satzn n 1
() )
‘ <+n) S0

Also: a,, < 3 fiir n € N.

m+1D"(n=1)" n
n2n n—1
" n
n—1
1
ok < 3
— = S8
' n
k:Ok'
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. - 1
3) Jingoan:e:kz_oﬁ.

Aus 2): a, < s, firn e N (

an),(sp) konv . .
B lim a, < lim s, =e.
n—oo n—oo

Sei m € N beliebig, aber zunichst fest gewahlt. Aus 2) fiir n > m:

m
n n—1 n—k+1 1
n n n k!
k=0 S N N
=1 —1 —1 fiir n—oo
- 1
n—0o0 .
=  lim a, > 1-— = s
k=0
"2 lima, > lm s, = e
n—o0 m—00

3.66 Definition: Sei M C R.

1) S € R heiBt obere (untere) Schranke von M, falls

VeeM:2<S (z>285).

2) M heiBt nach oben (unten) beschrankt, falls
ASeRVzeM: 2 <S5 (z>09).

M heiBt beschrankt, falls
ASeRVr e M : |z| <S.

3) M, := {SeR:S istobere Schranke von M}
M_ = {S €R:S ist untere Schranke von M}

3.67 Beispiel: M ={2—1:neN}: M, =[2,00]
M_ =] —o0,1]
3.68 Satz: Sei M CR, M # (). Dann:

M nach oben beschrankt = M, hat ein Minimum,

M nach unten beschrankt = M_ hat ein Maximum.
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Beweis: Intervallschachtelung. Wahle ein x € M und ein S € M, (# 0, da M nach oben be-
schrankt).

Definiere (ay,), (b,) rekursiv durch

agy = x, byp:=S5
y) = “";b", boiy = by falls “”;b” ¢ M,
Uni1l = Qp, bpyp = n ;r bn falls <= ;r b e M,
Dann gelten fiir alle n € N:
(i) an<ans1 < by < by
(i1) b1 — @ns1] = 3 [bo — an| = 3 |ba1 — ana] - .. = 51 [bo — ao

(i) b,eM,,VSeM,:a,<S
(a,) monoton wachsend und nach oben beschrinkt = a,, — a

(b,) monoton fallend und nach unten beschrankt = b, — b

(bo—ao):() = b=a
Behauptung: a = b = min(M,)

1) aeMy:zeM = VneN:z<b, = z< limb,=b=ua.

n—o0

2) VSeM,:a<S:SeM, = VYneN:q,<S = a= lima, <S.

n—o0

3.69 Definition: M C R, M # (). Dann sind Supremum und Infimum von M definiert durch

min(M,) falls M nach oben beschrankt

o0 sonst

sup(M) = {

max(M_) falls M nach unten beschrankt

—00 sonst

inf(M) = {

3.70 Bemerkungen: Falls M nach oben beschrankt: sup(M) = kleinste obere Schranke, M, =
[sup(M), o0 [
Falls M nach unten beschrankt: inf(M) = groBte untere Schranke, M_ =] — oo, inf(M)].

3.71 Satz: M C R, M # (), M nach oben (unten) beschrénkt. Dann existiert eine Folge (a,,) in
M mit lim a, =sup(M) ( lim a, = inf(M)).
n—oo n—o0



Analysis I, Wintersemester 2014/15, Seite 50

Beweis: S :=sup(M) ist kleinste obere Schranke
= VYneN:S-— % ist keine obere Schranke
= VnENEIanEM:S—%<an§S

= (ay) ist Folge in M, a,, — S (EinschlieBungskriterium). O

3.72 Definition: Sei (a,) Folge in R.

1) v € R heiBt Verdichtungspunkt der Folge (a,), falls es eine gegen v konvergente Teilfolge
von (a,) gibt: 3(ay,) : a,, — v fir k — oo.

2) V(a,) :={v € R: v ist Verdichtungspunkt von (a,)}.
3.73 Beispiele: V((—1)") ={-1,1}, V(%) = {0}.

3.74 Satz von Bolzano-WeierstralB fiir Folgen: Ist (a,) beschrankte Folge in R, so besitzt (a,,)

eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Vn € N: |a,| < S.

Intervallschachtelung: Definiere (by), (cx), (ny) rekursiv durch

by : =-S5, c¢:=85 n =1

b, + ¢ .
b1 = Cpr1:=cp  fallsin

2 b
b + ¢k
2

bk+Ck

,ck} unendlich viele Folgenglieder liegen

sonst

bpy1 = bg,  Cpy1:=

Wihle nj4y mit ngy > ng und ap,,, € [bry1, Cpsa1] (dieses Intervall enthdlt nach Konstruktion
unendlich viele Folgenglieder)

Dann: by < bpy1 < apy,, < g1 < G
1 1
‘bk+1 —Ck+1‘ = é‘bk —Ck‘ =...= FS

;

(br,) monoton wachsend und beschrankt (b, < c¢; = by — b

(cr) monoton fallend und beschrankt (¢, > by = ¢ — ¢

=
b—c= lim (b —cx) = lim S=0 = b=c
EinschlieBungskriter .
\ bk S ank+1 S Ck Inschhiebungs riterium ank % b —c fur k: % 00
= (ay,,) ist konvergente Teilfolge. O

3.75 Folgerung: Ist (a,) beschrinkte Folge in R, dann V(a,) # 0.
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3.76 Definition: Sei (a,,) beschrankte Folge in R. Dann sind Limes Superior und Limes Inferior
definiert durch:

limsup a,, :=sup V(a,), liminfa, :=infV(a,).
n—00 n—00

3.77 Beispiel: limsup(—1) =1, liminf(—1) = —1.

n—oo n—o0

3.78 Satz: (a,) beschrankte Folge in R. Dann ist V' (a,) beschrankt.

Beweis: Vn € N: |a,| < S.
Sei v € V(a,) = Es existiert eine Teilfolge a,, — v fiir k — oo.

(VkeN:a, <S5) = v=lima,, <5,
k=00 = |v| < S. Also ist V(a,) beschrinkt.
(VkEN:ankZ—S):>v:klimank2—5, ]
—00

3.79 Satz: (a,) beschriankte Folge in R. Dann

lim sup a,,, liminf a,, € V(a,).
n—00 n—00

D.h. limsupa, = maxV(a,), limsupa, ist groBter Verdichtungspunkt
n—00 n—00
liminfa, = minV(a,), liminfa, ist kleinster Verdichtungspunkt.
n—o0 n—oo

Beweis: Vorletzter Satz: Es existiert eine Folge (v;) in V(a,) mit v; — limsup,,_, . fiir j = oo.
k
U1 < o = JdkieN:|la g —v| <1
g Lo

k 1
Vg < a, ez = Jk, € N : a 2 — v < 5 N TL,(CQQ) > n,(cll)
k

ko

k 1 2
vy 0 a s = dks € N : a @ —vi| < 3 A n,g?;) > ”1(92)
k ks
k—00 1 ‘ i—1
v ang) = dk; e N: ang) - < ; A ngj) > ngjil)
j

( (a (j)) ist Teilfolge von (a,,),
"k; / jEN

kj

a Gy — lim sup a,, fiir j — oo, denn
kv

= J n— 00
)a ¢ — limsupa,| < )a ¢ — V| + |v; — limsupa,| < ¢ fiir j geniigend groB
"k; n—o00 Tk; PN n—00
( <1/ =0
Also ist lim sup a,, ein Verdichtungspunkt von (a,,). 0

n—oo
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3.80 Satz: Sei (a,) beschriankte Folge in R. Dann

Ve > 04N, e NVn > N, : liminfa, — ¢ < a, <limsupa, + €.

n—0o0 n—00

Beweis: Widerspruchsbeweis, Annahme

de>0VN eNdn>N: (liminfan—szan V anZlimsupanJrs).
e P N n—o0 P

~
p

q
= oo viele a,, erfiillen p oder co viele a,, erfiillen ¢

= Es xistiert eine Teilfolge (a,,) mit Vke€N:a, <liminfa,—¢ (1)

n—oo

oder Vk e N:a, >limsupa,+¢ (2)

n—oo
(@, ) ist beschrankt, da (a,) beschrankt B2 E existiert eine konv. Teilfolge a,, — a, j — oo.
F WeierstraB kj
(
a € V(a,)
falls (1) gilt: a = lim a,, < liminfa, —e < minV/(a,) %
J—00 J n—00
= =min V(an)
falls (2) gilt: a = lim a,, > limsupa, +¢ > maxV(a,) %
J—00 J n—o00
\ =max V(an)

3.81 Folgerung: (a,) beschrankte Folge in R. Dann

(a,) konvergent < limsupa, = liminfa, < £V (a,) =1.
n—o00 n—o0

In diesem Fall: lim a,, = limsup a,, = liminf a,,.
n—oo n—oo n—oo

3.82 Definiton:: Sei (a,) Folge in R. Falls eine Teilfolge (ay, ) existiert mit a,,, — oo (bzw. a,, —

—00), dann

lim sup a,, := oo (bzw. liminfa, := —o0).
n—00 n—00
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4 Die komplexen Zahlen

4.1 Der Korper der komplexen Zahlen

4.1 Voriiberlegung: Angenommen, es gibt einen Korper K mit
RCK A JieK\R:i*=—1.

Dann muss K mindestens alle z +1i-y mit 2,y € R enthalten. AuBerdem muss fiir solche Zahlen

gelten:
(x1+1iyy) + (x2 +1y9) AGHIKGH 1+ 2o +1yr +1yo
2 b anH ()
€rR €R
und
(1 +iy1) - (2 +iyo) B (x1 +iy1)xe + (21 + 1y1)iya,
OIS RSy + 1122 +211Y2+ 1411y
——
=i2y1y2=—y192
= Tray —y1yp i (Y122 +T10p).
cR Y
Wobher soll i kommen?
4.2 Satz: C:= R x R mit den Verkniipfungen
(@1, 91) + (22,52) == (21 + 22,51 + 1) (A1)
(T, 1) - (22,92) = (2122 — 1Yo, 11y + Y122) (M1)
neue Verkniipfung nur relle Add. /Mult. verwendet

ist ein Korper mit

Nullelement: 0 = (0,0)

Einselement: 1 (1,0)

Inverses Element +: —(z,y) = (—z,—y)

Inverses Element -1 (z,y)"! = (:1:2 j_ R +yy2) falls (z,y) # (0,0).

In C kann man also rechnen wie in jedem Korper.

Beweis: Durch Nachrechnen, z.B.

(z,9) +(0,0) =

(z,y)- (1,0) =

(z,y) : -
.r M =
T Py
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4.3 Definition: (C,+, ) heiBt Kérper der komplexen Zahlen.

4.4 R als Teilmenge von C: Die Einbettungsabbildung £ : R — C : z +— (z,0) ist injektiv und
erhalt die algebraische Struktur:

E@)+Ey) = (,00+ (40 2 (244,0) = Ez+y)
E@)-Ey) = 0 @0 ™ @y-000y-2-0) = (z-4,0) = Ez-y)

Es ist egal, ob man in R rechnet und dann abbildet, oder erst abbildet und dann in C rechnet. Wir
identifizieren R mit E(R) C C und z € R mit (x,0) € C: z = (2,0). Fir « € R, (x,y) € C gilt

Q- (xvy) = (Oz,O) ' (xvy) = (Oz:E,Ozy) = (xvy) Q.
4.5 Definition: i:= (0,1) heiBt imagindre Einheit.

4.6 Satz: 1) Esgilti? = —1 €R.
2) 2€C = Jz,y,€ R:z=2x+iy (Normalform einer komplexen Zahl).
Beweis: 1) i = (0,1)-(0,1) =

2) z = (SL’,y) = ]

43
4.7 Beispiel: 5 =

4.8 Definition: Sei z=x+iy € Cmit z,y € R.
1) z heiBt Realteil von z: x =Re(z) = Rez.
2) y heiBt Imaginérteil von z:  y =1Im(z) =Imz.
3) Z:=ux —1iy heiBt die zu z konjugierte Zahl.

4.9 Veranschaulichung in der GauBB’schen Zahlenebene:

Im
A

: : | | | Re
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4.10 Satz: Fiir z, 2, 2o € C gelten:

1) z+— z = Spiegelung an reeller Achse in der GauB'schen Zahlenebene,

|
I
w

2)
3) zeR & z = z

4) Rez = Z;Z, mz = =~

5) Zl—l—Zg = El+z2y

1 1
6) 2129 = 27 '52, (-) = — falls z 7£ 0,
z

z

7 2z = ax+iy = 22 = 22+ y? €eR{ =[0,00].

Beweis: Durch Nachrechnen, z.B. 4)

zZ+7z
2

z=rx+1lYy > Z2=x—-1y =
z—z

21

4.11 Bemerkung: Wegen i = —12 kann C nicht angeordnet werden.

4.12 Definition: Sei z = 2 4+ iy € C. Dann heiBt

|2 =Vz-Z=+224+y? € R

der Betrag von z. (Geometrisch: |z| = Lange der Strecke

von 0 bis z in GauB'scher Ebene.)

4.13 Hilfssatz: 1) |z| = [Z]
2) |Rez| < [z], [Imz| < [2]

3) z=2€R = |zlc = V22 +0 = |z|r.
Also: Der Betrag in C verallgemeinert den Betrag in R.
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4.14 Satz: (C,|.|) ist ein bewerteter Korper, d.h. es gelten:

(B1) vz eC: (\z| >0 A (]z]=0 < z:())),
(B2) \V/,Zl,ZQGCZ |21'22| = |Zl|'|2’2|,
(B3) Vz1,29,23 € C: |21 + 22| < |z1] + 22| (A-Ungleichung).

|21
Z9 ‘22|
Vz1,20 € C: |21 £ 20| > ||z1] — |22]|  (A-Ungleichung nach unten).

z
Insbesondere gelten: Vzy,20 € C, 25 £ 0: ot

I

Beweis: (B1) |z| > 0 okay

2l =0 2+ =0 2=0Ay=0%2=0
(B2) |212)> = (2122) - (2120) = 2120712 = 2121202 = |21 |2

(B3) [a+ 2 = (21+2)(xn+2)
= (n+2) (@+3)
= 2n1z21+t212+ 221+ 222
= lal’+ 2+ amt+azn
=2Re (21 22)<2|21 22|=2|21] [22]=2| 21| | 22

< (|a]+]2))’

4.2 Folgen in C
4.15 Definition: (z,) Folge in C, z € C.
1) (z,) heiBt beschrdnkt, falls

IS eRVneN:|z,| < S

2) (z,) heiBt konvergent zum den Grenzwert z (z = lim z,), falls
n—oo

VeeRe>0dN. eNVn >N, : |z, — 2| <e.

3) (zn) heiBt Cauchy-Folge, falls

VeeRe>03IN. e NVm,n > N, : |z, — 2] <e.
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4.16 Hilfssatz Vergleich von Betragen: Sei z = x +iy. Dann gilt
2] < 2+ 1yl < V2 2.

D.h. wenn |z| klein ist, sind auch |z|, |y| klein und umgekehrt.

Beweis: 1) [z* = 2+y® = [¢f + [y < |2+ |yl + 20| ly] = (2| +|y])’
= |z < [z +yl.

2) Voriiberlegung: Es gilt 2[z| |y| < [z]* + |y[? denn |z]* — 2|z |y| + |y|* = (J=| — |y|)2 > 0.

2 9 9 9 Vorgnerl. 9 9 o 9 9 . \/5
= (lel+lyl)” = [eP+2allyl+lyP < 2(aP+lyP) = 202> = |2]+]y] < V22|
O
4.17 Satz: Seien z, = x, +1y,, 2 = x +iy. Dann gelten
1) limz, =2z < limax,=2 A lim y, =v.
n—o0 n—o0 n—00
2) (z,) ist C-Folge in C < (z,,), (yn) sind C-Folgen in R.
3) C ist vollstandig, d.h. jede C-Folge in C konvergiert.
Beweis: 1) folgt aus |2, — 2| < |z, — 2| + |yn —y| < V2|2, — 2]
2) Genauso.
: . 2 :
3) (zn) C-Folge in C, 2z, = x, + iy, 2 (), (yn) C-Folgen in R
R vollstéandig .
= Tpn — T, Yo — yin R
;; .o
2, — 2=z +1iy in C. O
- L. 3\" .
4.18 Beispiele: 1) z, = — —+i (2 - (Z) ) — 2i
<
—0 —2

1.
2) z, = —+in:
n

3) z,= (—1)"—%:

4) |z <1 = lim 2" =0.
n—oo

4.19 Bemerkung: Die Rechenregeln fiir konvergente Folgen gelten genauso in C (vgl. friihere

Satze), da fiir den Beweis nur die Eigenschaften der Betragsfunktion beniitzt wurden:



Analysis I, Wintersemester 2014/15, Seite 58

1) (z,) konvergent = (z,) beschrankt.

lim (z, + w,) = ( lim zn) + lim w,
2) (zn), (w,) konvergent = neo oo oo
lim (z, - w,) = ( lim zn) - lim w,
n—oo n—oo n—oo
Zn :
— falls w,, # 0 h_)m Zn
3) Falls lim w, # 0 setze v, := ¢ Wx . Dann lim v, = =2>2—.
neo 0  sonst nree nh_?olo Wn

4.3 Polardarstellung komplexer Zahlen

2eyetty = [Rl(asp + (i)

Mo =%
[y~ (2faimgy & =15

> 2

4.20 Satz: Fiir jedes z € C\ {0} existieren eindeutige Zahlen r €]0,00[, ¢ € [0,27 [, so dass
z = r(cosp +isingp) (Polardarstellung von z).

Es gilt

r=|z|, cosp = sin@zﬁ.
z

Der Winkel ¢ heiBt Argument von z: arg(z) := ¢ € [0,27 .

Re 2z Im z
E

T T | T T
4.21 Tabelle: | 0 s 121313
o OV VE[VE (VA
2 2 2 2 2
oo | VI[ VB[ VI VI[ V0
2 2 2 2 2
4.22 Beispiele:

1) z1=1+4+i= ﬁ(cos%-l—isin%),
2) 2= —14++3= 2(005%” —i—isin%’r),

3) z=i= 1(c08§+isin%),

4) z4=—1=1(cosm +isinm).
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4.23 Multiplikation: z; = ri(cos p; +1sin ), 22 = ra(cos @y + 1 sin gsy)

= 212y = TTy ( COS (o1 COS Pg — sin 1 sin s +i (cos ¢ sin @y + sin @ cos cpg))
A g \ . o

:COS(;rl—Hpg) :sin(;:—kcpg) (Additionstheoreme)
= r172(cos(ip1 + 2) 1 sin(p1 + ¢2))

Komplexe Zahlen werden in Polardarstellung multipliziert, in dem man ihre Betrage multipliziert und
die Winkel addiert.

4.24 Vereinfachung: e¢¥ := cosp +ising = Polardarstellung: 2 = re'%.
Additionstheoreme = ¢'¥1 . ¢l¥2 = eilv1+w2),

Multiplikation in Polardarstellung: rq €'9! - 19 €12 = 1y1y el(¥1+92),

Wichtig: Fiir ¢ € R gilt [e'?| = | cos ¢ + i singp| = Veos? o +sin® ¢ = 1.

4.25 Beispiele: 1) (1+i)" =

2) Ldsungen von 23 = —8:

4.26 Satz: Zu gegebenen n € N, r > 0 und ¢ € [0, 27| besitzt die Gleichung
2= rel
genau n verschiedene Losungen
2k = rl/”ei%%, E=0,1,....,n—1.

D.h. fiir a € C\ {0} besitzt die Gleichung 2™ = a genau n verschiedene Lésungen z € C.
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4.27 Bemerkung: Die Symbole {/a, a'/" sind in C nicht eindeutig definiert, sie bezeichnen i.a. eine

der Losungen.

4.28 Quadratische Gleichungen: Die Gleichung az? + bz +c¢ = 0 mita,b,c € C, a # 0 hat

die Losungen

—b+ Vb? — 4dac
212 = .
2a

(w = £v/b? — 4ac bezeichnet beide Lésungen der Gleichung w? = b? — 4ac).

4.4 Polynome

4.29 Definition: 1) Ein Polynom ist eine Funktion

P:C—)C:zHZakzk =a+tarz+...+a,z"
k=0

mit den Koeffizienten a;, € C. Falls ag,aq,...,a, € R, heiBt das Polynom reell (dann
betrachtet man auch P : R — R). Ist a,, # 0, so heiBt n der Grad des Polynoms: Grad (P) :=
n. Fiir das Nullpolynom: Grad(0) := —1.

2) Die Menge der komplexen/reellen Polynome: C[z]|, R]x].
3) Rechnen mit Polynomen: Seien P, () Polynome.

P+Q@Q: z— P(z) +Q(2), P+ Q Polynom,
P-Q: z— P(z)-Q(2), P-Q Polynom,

4.30 Division mit Rest: Seien P,Q € C[z] (bzw. € R[z]) mit 1 < Grad Q < Grad P. Dann gibt
es eindeutig bestimmte P, R € Clz] (bzw. € R[z]), so dass

P =P -Q+R N GradR < Grad Q).

4.31 Beispiel: (42* — 1423 + 622 +32—5) : (22°+32+1) =



Analysis I, Wintersemester 2014/15, Seite 61

4.32 Satz: Sei P € Clz], Grad P > 1, A € C. Dann gilt:

P(A\) =0 < (z—A\)ist Teiler von P, d.h. 3P, € C[z] : P(z) = (2 — ) Pi(2).

Beweis: “<" klar.

“=": Teilen mit Rest: P(z) = (2 — A)Pi(2) + R(z), GradR <1, also R = konstant.
0 =P =0-PA)+RAN = RN\ =0 ™= R=o. O

4.33 Satz: Ein Polynom vom Grad n > 1 hat hochstens n verschiedene Nullstellen.

Beweis: Annahme: Grad(P) =n > 1 A P(\;) =0 fir j =0,...,n+ 1, wobei Ay,..., \p1

paarweise verschieden.
4.32 4.32

= Plz) = - M)P() = - M)E—2)P((E) =...=(z—X) (2= A1) - Pui1(2)
= Grad(P)>n+1 % e 0

4.34 Identitatssatz: Sind P,Q € C[z] Polynome mit Grad(P), Grad(Q)) < n, die an mindestens

n + 1 paarweise verschiedenen Stellen {ibereinstimmen. so folgt P = Q).

Beweis: Grad(P — Q) < n, P — (@ hat mindestens n + 1 verschiedene Nullstellen = P —Q = 0.
U

4.35 Definition: A € C heiBt k-fache Nullstelle von P oder Nullstelle mit Vielfachheit k,
falls (z — \)¥, aber nicht (z — A\)**! Teiler von P ist. D.h. P(z) = (z — A)*P(2) mit P;(\) # 0.

4.36 Fundamentalsatz der Algebra (C.F. GauB3): Sei P € C[x] Polynom vom Grad n > 1:

P(z) = Zak 2, a, # 0. Dann gelten
k=0

1) P hat in C mindestens eine Nullstelle.
2) Es gibt komplexe Zahlen Ay, ..., A\, (nicht notwendig verschieden), so dass
P(z) = ap(z—=A1) (2 — ).

Die \; sind bis auf Nummerierung eindeutig. Zahlt man jede Nullstelle mit ihrer Vielfachheit,
so hat P genau Grad (P) Nullstellen.

(Ohne Beweis)
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4.37 Reelle Polynome: Sei P € R[z]. Dann:

P(A\) =0 = P(\) =0.

Beweis: 0 = P(\) = Zak AP
k=0

= 0=0="PQ = N =

4.38 Relle Faktorisierung reller Polynome: Sei P € R[z|, Grad (P) > 1
Fundamentalsatz = 3: A€ C: P(\) =0.

Fall 1: )\ ¢ R: = P(z) =(z—NPi(2), P €R[z].
Fall 2: A\¢ C\R: 437= P(\) = 0
= Pz) = (z=-NEz-NP(z) = (zz—Xz—)\er)\X)Pl(z)
= \(22 (2Re M)z + |A| ), = P, € R[z].

Vv
reelles Polynom

Fortsetzung dieses Verfahrens: P ist darstellbar als Produkt linearer und quadratischer reeller Po-
lynome, wobei die quadratischen Polynome keine reellen Nullstellen besitzen, d.h. sie sind iiber R

irreduzibel.

4.39 Beispiel: P(z) = 2% +42% + 222 + 42 + 1 hat Nullstelle z = i = weitere Nullstelle z = —i

4.40 Rationale Nullstellen: Sei P(z Zaka: mit ag,...,a, € Z. Ist x = P Nulistelle von
q

P, wobei p, q € Z teilerfremd sind, dann |st p Teller von ag und ¢ Teiler von a,,.

n n—1
Beweis: 0 = P(E> = a, (B) + ap_1 (2) + ...+ ao
q q q

&0 = ap" +anap" lqg+...+agq” ()

n P teilgfremd

(%) © a,p" = —q(...) = qteilta,a q teilt a,

D,q teiI:e>rfremd

Genauso: (x) < ¢"ap= —p(...) = pteilt ¢"ao p teilt ag ]

4.41 Beispiele: 1) P(x) = 1-2°%—22% — 62 + 4,

2) P(x) = 122* —42% +62° + v — 1.
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5 Maichtigkeit von Mengen

5.1 Voriiberlegung: Zihlen der Elemente einer endlichen Menge A = {a,4, 5, x, Z}: Man num-
meriert die Elemente
a1, 42 3, x4 Ze5. (5.1)

Dies ist eine bijektive Abbildung f: A — {1,2,3,4,5}.

5.2 Definition: Zwei Mengen A, B heiBen gleich machtig (A ~ B), falls es eine bijektive Abbil-

dung f: A — B gibt.

5.3 Beispiele: 1) A={1,2,3,4,5,6}, B=1{3,6,9,12,15,18}. Z.B. f(z) =3z = A~ B.
2) f:N—=G:={2,4,6,...} : n+—> 2n ist bijektiv: N und G sind gleich machtig.

3) ]—1,1[ und R sind gleich michtig:

1
——1 falls0<x <1,
x

f:l-L1[—=R:z—< 0 falls x = 0,
1
—+1 falls —1<2x<0
x
ist bijektiv.
5.4 Definition: Eine Menge A heiBt

e unendlich, falls es eine echte Teilmenge B ; A gibt mit A ~ B, andernfalls heiBt A endlich,
e abzahlbar, falls A ~ N,

e iiberabzahlbar, falls A unendlich und nicht abzahlbar.
5.5 Satz: Q ist abzahlbar.

Beweis: Schreibe die Elemente von Q geschickt auf:

1 : 5 : : Nummeriere die Elemente: Geh das Sche-
ma in Pfeilrichtung durch, liberspringe al-
_% _% _% _i _% T le bereits an anderer Stelle nummerierten
) ) ) ) ) Zahlen. Die Nummerierung ist die bijek-
1 2 3 1 5 7 tive Abbildung von N auf Q:
1 1 1 1
_% _% _§ _% _% 4 =7,02=—7,03=5 0G=73,..-
3 3 3 3 3
1 2 3 1 5
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5.6 Satz: R ist iiberabzahlbar.

Beweis: Offensichtlich ist R unendlich.
R ist nicht abzahlbar: Widerspruchsbeweis.

Annahme: R ist abzahlbar, d.h. es gibt eine bijektive Abbildung f : N — R. Definiere

0 falls f(n) = bo,biby...by... A by 0,

xr=0,a1a2a5... € R mit a, :=
1 sonst.

Dann gilt fiir jedesn € N: f(n) =bg,...by... A2 =0,...a,... %f surjektiv.

5.7 Bemerkung: Die Kontinuumshypothese besagt: Ist M C R, so gilt genau eine der drei

Aussagen:
(i) M ist endlich, (i) M~N, (i) M ~R.

Es gibt keine Menge, die ,,machtiger” ist als N, aber ,,weniger machtig” als R.

Man kann beweisen, dass die Kontinuumshypothese weder verifiziert noch falsifiziert werden kann

(in unserem Axiomensystem).

5.8 Satz: Eine abzihlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen ist abzahlbar.

Beweis: Sei {A, : n € N} eine abzdhlbare Menge, deren Elemente abzédhlbare Mengen sind.

Schreibe alle Elemente von U A,, in ein Schema:

neN
Elemente von A; : agl), agl), — agl), ail), — aél),
VNS vd /! Ve
Elemente von A, : a(12), a(22), ff), f), a(2),
Ve /! Ve
Elemente von Aj : a§3), a§3), a§3), af), aé?’),
VNS Ve
Elemente von A, : a(14), a(24), agl), affl), aé4),

Nummeriere die Elemente von U A,: Gehe entlang der Pfeile und nummeriere jedes Element, an

neN
dem du vorbeikommst. Lasse dabei alle Elemente weg, die bereits als Element einer anderen Menge

nummeriert wurden. Nummerierung = bijektive Abbildung auf N. 0
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6 Stetigkeit

6.1 Abstand

6.1 Definition: Sei M nichtleere Menge. Eine Metrik (oder Abstand) auf M ist eine Abbildung
d: M x M — R mit folgenden Eigenschaften:

(M1) Va,ye M: (d(a;,y) >0 A (d(z,y) =0 1= y)) Positivitit, Definitheit,

(M2) Vz,ye M:d(z,y)=d(y,z) Symmetrie,
(M3) Vx,y,ze€ M :d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) A-Ungleichung.
(M, d) heiBt metrischer Raum. y
Veranschaulichung: d(z,y)

d(z,y) < d(v.2)+d(z,y)
d(x,z

6.2 Beispiele: 1) (R,d) mit dj|(z,y) := |z —y| ist ein metrischer Raum.

2) (C,d))) mit dj|(2,u) := |z — u] ist ein metrischer Raum.

3) (R%dg) mit

dE((xlax2)v (y1, y2)) = \/(951 —y1)? + (22 — 42)?

(euklidischer Abstand) ist ein metrischer Raum.

4) Diskrete Metrik: Sei M # ().

d(z.y) 0 fallsz =y
x, =
Y 1 fallsz #y

ist eine Metrik auf M.

6.3 Dreiecks-Ungleichung nach unten: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fiir z,y,z € M gilt

d(z,y) > !d(x,z)—d(z,y)!.

Beweis: d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) = d(z,y)>d(z,z)—d(z,y),

dy.2) < dy)tdez) = day) P dy.e) > dw2) —dy). O
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6.2 Folgen

6.4 Definition: Sei (M, d) ein metrischer Raum, x € M, (z,,) Folge in M.

1) (z,) heiBt konvergent zum Grenzwert z, geschrieben lim z, = x oder x, — z, falls
n—oo

Ve >03dN. e NVn > N, : d(z,,x) < e.

2) (z,) heiBt konvergent, falls
dre Mz, — .

Ist eine Folge nicht konvergent, so heiBt sie divergent.
3) (z,) heiBt Cauchy-Folge, falls

Ve >03dN. e NVn,m > N, : d(zp, xy) < €.

6.5 Satz: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge in M besitzt hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Widerspruchsbeweis, Annahme: z, — =, x, — vy, © # y.

A~Ungl
Vn > max{N,, N} : d(z,y) < ) d(z,z,) + d(zn,y) < 26 = d(z,y)

d(a,y) < d(z,y) |

T #y @ d(z,y) >0 = z—:::%d(x,y)>0 : ; y
Typ—x = d(z,,x) <efirn> N, \ /’
T, =y = dx,,y) <efirn> N X:é‘” drtm \/”e” et

=
=

6.6 Satz und Definition: Sei (M, d) ein metrischer Raum.

1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

2) Gilt umgekehrt: Jede Cauchy-Folge in M ist konvergent, dann heiBt (), d) vollstandig.

Beweis: Sei e > 0 fest. 2, > = VYn> N, :d(z,z,) < °

A—Ungl € e
= Vm,n > N, d(zp, vn) < dz,,z)+dz x,) < 3 4 5 =& 0
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6.7 Beispiele: 1) M =Q, d(z,y) = |z —y|:
T, —x & Ve>0dIN. eNVn >N, : |z, —z| <e.

Dies ist der Konvergenzbegriff, den wir bereits kennen. (Q, d) ist nicht vollstandig.
2) (R,d))): Neue Definition = alte Definition, (R, d)) ist vollstandig.
3) (C,d)): Neue Definition = alte Definition, (C, d|,)ist vollstandig (vgl. 4.17), genauso (R?, d).

4) M = Q, d = diskrete Metrik = (Q, d) ist vollstandig.

6.3 Offene und abgeschlossene Mengen

6.8 Definition: Sei (M, d) ein metrischer Raum, =y € M.

1) Fir R >0 (bedeutet R€ R A R > 0) heiBt
Br(zg) = {x €M :d(x,z) < R}
offene Kugel um zy mit Radius R.
2) U C M heiBt Umgebung von x, falls

dR > 0: BR(ZL‘Q) cU.

6.9 BEiSpiEIEZ 1) In (R, d||) BR(I‘O) :]ZEQ — R, xg + R [

2) In (RzadE)3 Br(z1,22) = {(y1,92) € R? (y1 — $1)2 + (y2 — $2)2 < Rz}-

6.10 Satz: (M, d) metrischer Raum, x € M, (z,) Folge in M. Dann

T, > x < YU C M, U Umgebung von x ANy e NVn > Ny : x, € U.

Beweis: ” = 7: U Umgebung von z = 3R > 0: Bg(x
Wihle e := R "5" 3Nz € NVn > Ny : d(z,2,) < R "%
—_———
& zn€BR(2)
7«7 Zue>0wihle U := B.(x) = VYn> N.:z, € B.(x).
—_——

Sd(z,xn)<e U
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6.11 Satz: (M, d) metrischer Raum, =y € M.
1) U C M Umgebungvonzg A U CU CM = U’ Umgebung von .

2) Ui,...,U, (endlich viele) Umgebungen von =y = ﬂ U, Umgebung von z.
k=1

Beweis: 1) DBg(xzg) CU = Bg(zg) CU'.

2) 3R1,...,Rn>O:BRl(x0)QU1 AN BRn(.T())gUn
R>0

R:=min{Ry,...,R,} =
Vk=1,...,n: Br(zo) € Br, (%) C Ux

= BR(.T0> - ﬂUk
k=1

= ﬂ Uy ist Umgebung von x.
k=1 U

6.12 Beispiel: In (R,d)): X = {1} U[2,3[ = X ist keine Umgebung von 1 und von 2. X ist
Umgebung aller Punkte aus |2, 3.

6.13 Definition: Es sei ()M, d) metrischer Raum, A C M.

1) z € A heiBt innerer Punkt von A, falls A Umgebung von z ist.

2) A heiBt offen, wenn: x € A = =z ist innerer Punkt von A.

6.14 Satz: (M, d) metrischer Raum. Dann

1) M und 0 sind offen.

2) Yz € M VR > 0: Bg(x) ist offen.

Beweis: 1) A= M:VYxe M VR>0:Bg(x) C M.

A:=0: x € Aist immer falsch, also ist ,© € A — =z ist innerer Punkt von A" immer wahr.

2) Sei y € Br(x) beliebig aber fest.
Setze R :== R—d(y,x) >0
Behauptung: Br/(y) C Bg(x)
(dann ist y innerer Punkt, also Br(z) offen)
z € Br(y) & dly,z) < R
A Ungl.
= d(z,z) < d(z,y)+d(y,2)
< dz,y)+R =R
= z € Bp(z). O
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6.15 Satz: 1) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

2) Der Schnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Beweis: 1) Sei {O, :«a € A} eine Menge offener Mengen.
T E UOa & dag e Az €0y,

acA
Oag CUOu _
O,, offen = O,, Umgebung von z 05% U O, ist Umgebung von .
o1 acA
2) Seien Oy, ..., 0, offen.
T e ﬂOk S Ve=1,...,n:2 € 0y
k=1
= Vk=1,...,n: Oy ist Umgebung von = =Y ﬂ Oy ist Umgebung von x.
k=1

6.16 Definition: A C M heiBt abgeschlossen, falls M \ A offen ist.

6.17 Beispiele: 1) () und M sind offen und abgeschlossen.

2) Endliche Mengen sind abgeschlossen: A = {zy,...,2,} C M.
Zeige: M \ A offen.
Zuy € M\ A konstruiere R > 0, so dass Br(y) C M \ A (= M \ A offen)
Wahle R := min{d(y,x;) : k=1,...n} >0 = Bgr(y) C M\ A, denn
z € Br(y) & d(z,y) < R, aber d(y,xy) > R fir k=1,...,n, also 2y & Bgr(y).

3) In(R,d)):]a,b],] —o0,a], ]a,oo]sind offen (a,b € R)

= [a,b], | — 00,al], [a,00] sind abgeschlossen.

6.18 Satz: 1) Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

2) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Beweis: Ubungen

6.19 Definition: Sei (M, d) metrischer Raum, X C M.

1) X = X° = U{O CM:0CX A O offen} heiBt Inneres von X.

2) X:=[|{ACM:XCA A Aabgeschlossen} heiBt Abschluss von X.
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6.20 Bemerkungen: 1) X st offen (siehe 6.18) und ist die groBte offene Teilmenge von X.

2) X ist abgeschlossen und ist die kleinste abgeschlossene Menge, die X als Teilmenge enthilt
(d.h. Y C M abgeschlossen A X CY = X CY).

6.21 Beispiele: 1) X abgeschlossen = X = X, X offen = )O(:X.

2) In (R,d)): la,b| = |[a,b]
] —o0,a[ = ] —o00,d]

[a,b]° = Ja,b
] —o0,a]° = ] —o0,af

6.22 Definition: Sei (M, d) metrischer Raum.

1) Sei X C M. Eine Menge O = {O,, : a € A} offener Mengen heiBt offene Uberdeckung
von X, falls X C U O,.
acA
2) K C M heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teilmenge
enthilt, die offene Uberdeckung von K ist.

6.23 Beispiele: 1) Endliche Mengen sind kompakt:
K = {z1,...,2,} € M mit offener Uberdeckung O.
KQUOQ = El()qEAZSL’lEOal\

a€cA

day € A2y € O, N KCOO
= g
k=1

a0, €Az, €0 {O4y5 .-, 0,,} endliche Teilmenge von O

Qn )

2) In (R,d})): N ist nicht kompakt: O := {By3(n) : n € N} ist offene Uberdeckung von N, bei

der kein einziges Element weggelassen werden kann, sonst liegt keine Uberdeckung von N vor.

6.24 Definition: Sei (M, d) metrischer Raum. A C M heiBt beschrankt, falls

31’0 €M3R>0AQBR(LEO)

6.25 Satz: Sei (M, d) metrischer Raum. Dann gilt

K C M kompakt = K ist beschrankt und abgeschlossen.
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Beweis: 1) Wibhle ein festes 7y € M. O := {Bg(0) : R > 0} ist offene Uberdeckung von K:

2)

v € K = x € Bp(xo) fiir R > d(x,70). Also K C | ] Br().
R>0

K kompakt = 3Ry,...,R,>0: K C | ] Bg,(0)
k=1
R :=max{Ry,...,R,} >0 = K C Bg(0), also K beschrankt.

Zeige M \ K ist offen. Sei o € M \ K, Zeige 3R > 0: Br(xy) C M \ K.
O := {Ba(wuo)/2(7) : € K} ist offene Uberdeckung von K.
K kompakt = dzq,...2,€ K: K C U By w0)/2(%k).-
k=1
1
Setze R := min{§ d(xg,x9) : k=1,...,n} > 0. Behauptung: Br(zy) C M \ K.
Seien y € Br(zo), © € K mit & € By, 2)/2(2k). Zeige y # x (dann Br(zo) € M \ K).

-~

(*)

1

(x) = d(xg,x) > éd(azk,xo) > R, denn
A-Ungl
d(xg,x) hZ t ‘d(:co, xy) — d(zg, )

> d(xo, ) — d(xg, x)

1
> d(xg, zg) — §d(:v0, xk)

A-Ungl
= d(z,y) hzf d(w, ) — d(z0,y) > R—R = 0.

= d(z,y) #0, also x # y.

6.4 Haufungspunkte

6.26 Definition: (), d) metrischer Raum, A C M.

1)

2)

h € M heiBt Haufungspunkt von A, falls

YU C M, U Umgebung von h 3z € A\ {h} :xz € U.

H(A) :={h € M : h ist Haufungspunkt von A}.

6.27 Beispiele: 1) In (R,d)): H(] —1,1[) = [-1,1],
H({tineN)) = {0},
H(N) = 0,
HQ) = R
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6.28 Satz: (M, d) metrischer Raum, A C M. Dann

1) he HA) & J(z,)inA: (x, > h A VneN:z, #h).

Insbesondere liegen in jeder Umgebung eines Haufungspunktes unendlich viele El. von A.

2) A abgeschlossen < H(A) C A. Insbesondere: H(A) = () = A abgeschlossen.

Beweis: 1) "=":Sei h € H(A). Fiir jedes n € N ist By/,(h) Umgebung von h
"EY 35, € A\{h} 2, € Bu(h)
= (z,) Folgein A, x, = h, Vn € N: x, # h.

"<": Sei (x,) eine solche Folge, U Umgebung von h = 3R > 0: Bg(h) CU
Tn —h = ¥n> Ng:z, € Bp(h) “2" ¥n>Ng:z,€ A\{h} A 2, €U.

2) "=":Sei A abgeschlossen. Dann M \ A offen.
Zeige x € H(A) = x € A durch Kontraposition: t ¢ A = = ¢ H(A):
v A= ceM\AE™ IR0 Brr) e M\ A = z ¢ H(A).
(da Br(z) Umgebung von von z ist, die kein Element von A enthilt.)

"«<": Sei H(A) C A. Zeige: M \ A ist offen (dann A abgeschlossen):
reM\A & cgA T v g g
= 33U C M, U Umgebung von x Vy € A\{z}:yg U

———

=A
= UCM\A AN U Umgebung von x =4 M \ A Umgebung von z.

x € M\ A beliebig = M \ A offen.

6.29 Satz: Sei A C M abgeschlossen, (x,,) Folge in A. Dann:

(x,) konvergent in M = lim z, € A.

n—oo

Beweis: Sei x, — = in M.
Fall 1: 3Ny € NVn > Ny : 2, = x. Dann 2 = zn,41 € A.

Fall2: VN € N 3dn > N : z,, # x: Dann existiert eine Teilfolge mit z,,, =  mit Vk € N: z,, # z.

6.28
Tp =T = Ty, — T = x e H(A) C A
A abgeschlossen

0

6.30 Satz: Sei (M, d) metrischer Raum, A C M. Dann
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Beweis: 1) he H(A) = 3(z,)in A:z, —h * 5L p e
N—_—— 6.29

=(zn) in 4

2) Aus 1) und Definition von A: A C AU H(A) C A. Wenn AU H(A) abgeschlossen ist, folgt

A= AUH(A) (denn A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A als Teilmenge enthilt).
Zeige H(AUH(A)) € AU H(A) (dann ist AU H(A) abgeschlossen nach 6.28).

Sei h € H(AUH(A)) = 3(x,)in AUH(A) : z,, = h A z, # h. Betrachte jedes einzelne
1

x,. Falls x, € H(A), existiert ein a2/, € A mit d(x,,z) < — und 2/, # h (in der Umgebung
n

Bin(2,,) von x,, liegen unendlich viele Elemente von A). Definiere

Yn = ,
T, sonst.

{ x, fallsz, € A,

Dann: (y,) in A, yn # b, yp — h (denn d(y,, h) < d(z,, h) + +). Also h € H(A).
Da h beliebig: H(AU H(A)) C H(A) C AUH(A).

6.5 Kompakte Mengen in R

6.31 Satz (Heine-Borel fiir R): In (R, d|) gilt fir X C R:

K kompakt < K beschrankt und abgeschlossen.

Beweis: 1) "=": Gilt in jedem metrischen Raum, siehe 6.25.

2)

<": Sei K beschrankt und abgeschlossen. Annahme: K ist nicht kompakt, d.h. es gibt eine
offene Uberdeckung O von K, so dass jede endliche Teilmenge keine Uberdeckung von K ist.
K beschrinkt = 3R >0: K C [-R, R].
Schritt 1: Halbiere [-R, R]:
O ist auch offene Uberdeckung von [—R,0] N K und von [0, R] N K. Fiir mindestens eine
dieser beiden Mengen gilt: Jede endliche Teilmenge von O ist keine Uberdeckung mehr. Wir
wahlen diese Menge und bezeichnen das das dazugehdrige Intervall mit [ay, by].
Schritt 2: Halbiere [a1, b1]. Dasselbe Argument liefert uns ein abgeschlossenes Intervall [as, bs]
mit by — ay = %(bl —ay) und: O ist offene Uberdeckung von [az, bs] N K und jede endliche
Teilmenge von O ist keine Uberdeckung.

So fortfahrend erhalten wir eine Intervallschachtelung

ap <ay < ... < ay, <b <b,1<...<0b.

b—an—() bl—al)—>0.

DO | =
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= (ay,), (by) sind monoton und beschréankt, konvergieren also in R, und zwar gilt:
a, —~>a, byb >b=a, Vn eN:a, <a<b,.

In jedem Schritt muss [a,,, b,]NK # () gelten (sonst wiirde ein Element von O zur Uberdeckung
ausreichen). Wahle eine Folge (z,,) mit z,, € [a,,b,] N K.
EinschlieBungskriterium =z, — a.

K abgeschlossen %2 4= lim T, € K.

n—oo

K C UU:> WecO:acU.

Ueo
U offen = 3R >0: Bg(a) CU

Fiir n gentigend groB gilt 0 < b, —a, < R @€lag o] [an,b,] Cla—R,a+ R|[= Bg(a) CU
= die einelementige Teilmenge {U} C O reicht zur Uberdeckung von [a,, b,] N K aus. %
Nach Konstruktion gilt: Jede endliche Teilmenge von O ist keine Uberdeckung von [a,,, b,| N K.

U
6.32 Satz: In (R, d))) gilt:
A C R kompakt = sup(A),inf(A) € A.
Im Fall einer kompakten Menge A gilt also sup(A) = max(A), inf(A4) = min(A).
Beweis: A kompakt %2 A beschrinkt und abgeschlossen.
A beschrinkt 2 A(ay) in A :a, — sup(A).
A abgeschlossen %5 sup(A) = lim a, € A.
n—oo
Genauso fiir inf(A). 0

6.6 Stetige Abbildungen

6.33 Vereinbarung: Im Folgenden seien (1/;,d;) metrische Raume. Ist D(f) € M; und f :
D(f) — M, eine Abbildung, so schreiben wir:

f : M1 D) D(f) — MQ.
D(f) heiBt Definitionsbereich von f. Die Schreibweisen
FiMiDD(f) >R bzw. f:RDD(f) >R

bedeuten, dass My = R, dy = d| | bzw. My = My =R, dy = dy = d),).
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6.34 Definition: Sei f: M, D D(f) — M.

1) Fiir zo € D(f) heiBt f stetig in xo, falls

Ve > 036, > 0Vz € D(f): di(z,z0) < 6. = do(f(2), f(z0)) <e.

2) f heiBt stetig, falls f stetig in allen xy € D(f).

6.35 Spezialisierung: Sei f : R O D(f) — R. Dann ist f stetig in xy € D(f), falls

Ve >030. > 0Vx € D(f): |z —xo| < 6. = |f(x) — flzo)| <e.

6.36 Beispiele: 1) Konstante Funktionen sind stetig.

2) Fir My = My = M, d; = dy = d: Die identische Abbildung Id : M — M : x — x ist stetig.

6.37 Satz iiber Folgenstetigkeit: Sei f: M; O D(f) — Ms, xy € D(f). Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig in xo.
(ii) Fir alle Folgen (x,,) in D(f) gilt
Tn = 2o = f(zn) = f(z0).

D.h. f und lim sind vertauschbar: lim f(z,) = f( lim ).

n—oo n—oo

Beweis: (i) = (ii): Sei (z,,) Folge in D(f), z,, — .

Sei € > 0 beliebig aber fest.

f stetig = 30, >0, so dass d;(z,z0) < 0. = dao( f(x), f(z0)) < e.
T, — 9 = INs Vn > Ny :di(x,, ) < .
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= Vn > N;:dao(f(x,), f(x0)) <e
e > 0 beliebig = f(x,) = f(xo).

(il) (i): Zeige —(i) = —(ii).

1 1
Fiir jedes n € N wahle 6, := Jx, € D(f) 1 di(wn, 20) < — A do(f(n), f(z0)) > ¢
n
:>xn—>x0/\—|(f(xn —>f )
= (i), 0
- : : 0, z<0 . . -
6.38 Beispiele: 1) Einschaltfunktion f: R — R:z — ) -0 ist nicht stetig in xq = 0.
Y X -_
1 falls z € Q,
2) Die Dirichletsche Sprungfunktion f : R — R: z — allsw e Q ist nirgends stetig.
0 fallszeR\Q
] 1 falls n gerade . )
3) Unglaublich, aber wahr: f:RON - R: z +— 0 ist stetig.
sonst

1
4) f:R\ {0} - R:x— — ist stetig.
x

6.39 Definition: Seien f: M D D(f) - R, g: M 2 D(g) — R.

1) Summe/Differenz von f und g: D(f £ g) := D(f) N D(g), (f £9)(z) := f(z) £ g(z).

2) Produkt von f und g: D(f -g) := D(f) N D(g), (f-9)(x):= f(x)-g(x).

/.

3) Quotient von f und g: D(E [z

(x) = 72

~—

= D(f)n{z € D(g) : g(x) # 0}

6.40 Satz: Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind stetig.

Beweis: Sei oy € D(f + g) beliebig aber fest, (x,) Folge in D(f + g) mit z,, — x. Dann folgt

(F+9)(xn) L ) +gle)  PIEEERIpa) og(we) DL (f+ g)(xo).

Rechenregeln fiir konv. Folgen

Also ist f 4+ g stetig in xg.
Genauso fiir Differenz, Produkt und Quotient. 0

6.41 Beispiele: 1) Polynomfunktionen f: R - R:z +— Zakxk sind stetig,
k=0
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2) Seien P, Polynome. Die gebrochen rationale Funktion

f:RQD(f)—HR:x»—)%mitD(f):{xeR:Q(x)#O}

ist stetig.

6.42 Nullstellensatz: Sei f : R D [a,b] — R stetig mit f(a) - f(b) < 0. Dann

dx € Ja,b] : f(xz)=0.

Beweis: 0.B.d.A: f(a) <0 A f(b) > 0. Betrachte
A = {x €la,b]: f(z) <0}.

Dann e A#(), dennac A,

e A beschrankt, da b obere Schranke, a untere Schranke.
= s:=sup(A) <b A J(z,) in A mit z, — s.

Behauptung: f(s) = 0.
f stetig = f(s) = lim f(z,) <0. Insbesondere s # b, also s < b.
77/—)00\/—/

<0

= Va € ]s,b]: f(z) > 0.

Fir y, :== s+ = gilt y, € ]s, 0] fir n > Ny und y,, — s.

Fly) > 0fiirn > Ny = f(s)” =% lim f(y,) > 0.

— fls)=0 A s€lab]. o .

6.43 Hintereinanderausfiihrung stetiger Funktionen:
Seien f : My D D(f) — M,, g: My 2 D(g) — M, Bild(f) C D(g).
Ist f stetig in o € D(f) und g stetig in f(z), so ist g o f stetig in xg.

Beweis: Sei (z,,) in D(f), x, — .

f stetigin zg = f(x,) = f(z0).

g stetig in f(z9) = g(f(zn)) — g(f(20)).
—_—— ——
=gof(zn) =gof(zo)

(z,) beliebig =y g o [ stetig. 0
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6.7 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen
6.44 Satz: Sei f : R O D(f) — R stetig und K C D(f) kompakt. Dann ist

J(K) = {f(z): 2 e K}

kompakt (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt).

Beweis: Zeige: K beschrankt und abgeschlossen = f(K') beschrankt und abgeschlossen. Dann
folgt die Behauptung mit Heine-Borel 6.31.

1) f(K) ist beschrankt: Annahme f(K) nicht beschrankt.
= Vn e N3y, € f(K): |y, >n.
yn € f(K) = Jz, € K: f(x,) = yn.
(z,) in K, K beschrankt = (z,) beschrankt

6.29 .
K abgeschlossen = z = lim z,, € K.
k—ro00

Bolzano-WeierstraB
=

Axp,) : Ty, =z €R

fstetig 2 flan) = f@) b 1f @) = lyn = oo,

2) f(K) ist abgeschlossen: Zeige H(f(K)) C f(K). Dann folgt Abgeschlossenheit aus 6.28
Fall H(f(K)) =0: v
Fall H(f(K)) # 0: Sei h € H(f(K)). Zeige h € f(K).
6.28 = I(yn) in f(K):y, — h.
Wahle wie oben (z,,) in K mit f(z,) = yp.
Wiein 1): I(zy,) : Tnp, = € K, Y, = f(zp,) = f(2)
= h=limy,, = f(z) € f(K).

6.45 Satz: Sei f: R DO K — R stetig und K kompakt. Dann
dry,x- € K f(ro) =min{f(z) :x € K} N f(z;) =max{f(z): 2z € K}.

Stetige Funktionen auf kompakten Mengen haben einen groBten und einen kleinsten Funktionswert.

Beweis: 6.44 = f(K) ist kompakt o sup f(K) = max f(K)
= Jye f(K):y=max f(K) = Jr, € K: f(zy) =y = max f(K).

Genauso fur Minimum. O

6.46 Beispiele: 1) f:RD|0,1[ = R:z+— z.
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r, 0<x<1

2 RO[-1L,1] >R:2z~—
) I 21 | {1, -1<z<0

6.47 Zwischenwertsatz von Bolzano: Sei f: R D [a,b] — R stetig und
m :=min{f(x) : z € [a,b]} < ¢ < M :=max{f(z): x € [a,b]}.

Dann
dz € [a,b] : f(z) =c.

Beweis: Letzter Satz = Jr_,z, € [a,b] : f(z_)=m A f(zy) =M.

Fall 1 ¢ =m: Dann f(z_) = c.

Fall 2 ¢ = M: Dann f(z,) =c.

Fall3m <c< M: g(z) := f(z) — ¢, D(g) = { (-, 24 falls 4 > -
bzw. [z, ,x_] sonst

g(x_)-g(zy) =(m—c)(M —c) <0, g ist stetig

Nullstellensatz 5 D(g) : g(x) = 0

6.42 N——
& fz)=c

6.48 Beispiel: f: R — [0,00] : # — 22 ist surjektiv.

6.49 Erinnerung: f: M; O D(f) — M, heiBt stetig, falls

Vo € D(f) Ve >030. >0V € D(f) : di(z,2') < 8. = do(f(z), f(2)) <e.

1
6.50 Beispiel: f:]0,00[ > R:z+— -

Je ndher x an 0, desto kleiner muss o,

gewahlt werden.

6.51 Definition: f: M; O D(f) — M, heiBt gleichmaBig stetig, wenn

Ve > 036, > 0Ve, 2’ € D(f): di(z,2) < 5. = do(f(x), f(2)) <e.

D.h. 4. ist universal, unabhangig von z, x’ wahlbar.
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6.52 Satz: f: M; D D(f) — M, stetig und D(f) kompakt = [ gleichmaBig stetig.

Beweis:
[ stetig = Vz € D(f) Ve > 030, >0V2' € D(f): di(z,2') < 6., = d(f(2),f(2))) <
Setze O = {B%(;E’z(x) :z € D(f)} = O offene Uberdeckung von D(f).

Do ™

D(f) kompakt = Jzy,...2, € D(f): D(f) C O Bis. .. (xx)
k=1

Setze § := min{$d.,, : k =1,...,n}. Seien z,2’ c D(f) beliebig mit dy(z,z") < 6.
zeD(f) = Je{l,....n}:x€ By, ()

= di(2, 1)) < dy(2,2) + dy(x, ;) <+ %dml < demy
= da(f(), J() < da(f(@), fw) + da( ), f2) < 5+ 5 =, -

1
6.53 Beispiel: Gilt 0 <a <b, soist f:R D [a,b] > R: z+— — gleichmaBig stetig.
x

6.8 Grenzwerte von Funktionen

6.54 Definition: Sei f: M; O D(f) — M>, zg € H(D(f)). Dann heiBt y € M, Grenzwert von
f fir x — xq, geschrieben y = lim f(z), falls

T—TQ

Ve > 036, > 0Ve € D(f)\ {zo} : di(z,20) < 0. = do(f(x),y) <e.

0 firz<0

1 firo<z<l1
6.55 Beispiel: f(z) =< 2 firz=1

1 firl<ax<?2

1

firx =3

6.56 Satz: Sei f: My D D(f) = M,, m9 € H(D(f)), y € M,. Dann sind 4quivalent:

(i) y = lim f(z),

T—TQ

(ii) V(z,) in D(f)\{zo}:xn = 20 = f(z0) = ¥.

Beweis: Genauso wie bei Folgenstetigkeit, siehe Beweis von 6.37. 0
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6.57 Satz: Sei f: M; D D(f) = Ms, zg € H(D(f)) und 2o € D(f). Dann sind dquivalent:

(i) f stetigin xo,
(i) lim f(z) = f(z0)

T—T0

Beweis: (i) < Ve>030.>0Vz e D(f)\{zo}: di(z,20) < 8. = do(f(), f(20)) <&
"B e > 036, > 0¥r € D(f)  dy(w,20) < 0. = do(f(2), f(w0)) < &.
< (i) O

6.58 Definition: Sei f: R D D(f) — M.

1) Ist A C D(f), so heiBt f’A :A— M :x+— f(z) Einschrdnkung von f auf A.
2) st zg € H(D(f)N]— 00, x] ), und existiert

y = lim f
T—TQ

‘D(f)ﬂ —oorzo (£):

so heiBt y linksseitiger Grenzwert von f fiir x — xy. Schreibe

flzo—0) := lim f(z) = y.

rz—xo—0

3) st wg € H(D(f)N Jao,00]), so ist der rechtsseitige Grenzwert von f fiir 2 — 2 definiert
durch

f(zo+0) := lim f(z) := lim f’D(f xooo[(aj).

z—xo+0 T—T0

-1, <0

6.59 Beispiel: f: R—>R:z+—
z, >0

6.60 Unstetigkeitsstellen: Sei f: R D |a,b[ — M, x¢ € Ja,b[, [ nicht stetig in 2. Dann heiBt

Zo

1) hebbare Unstetigkeitsstelle, falls f(zy — 0), f(zo + 0) existieren und gleich sind.

2) Unstetigkeitsstelle 1. Art oder Sprungstelle, falls f(zo — 0), f(zo + 0) existieren und

verschieden sind.

3) Unstetigkeitsstelle 2. Art, falls f(zo — 0) oder f(xo+ 0) nicht existiert.
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0, z<-1
o 1, z=-1
6.61 Beispiel: f:R—>R:z — 0, 1<z<0
1
— x>0
\ T

6.62 Definition: 1) Seien f:[a,00] — M, g:]— 00,b] — M. Dann
y=lim f(z) /2= lim g(z),
falls fiir jede Folge (x,) in D(f) gilt
T, 00 = f(z,) 2y /2, = —00 = g(z,) = 2.
2) Sei f: M D D(f) =R, zo€ H(D(f)). Dann
lim f(z) = oo (= ~o0),

falls fiir jede Folge (x,) in D(f) \ {zo} gilt

Ty, — x9 = flz,) = 00 (— —0o0).

3) Entsprechend lim f(z) = £oo, lim g(z) = +oo.

T—00 T——00

1 1 1 1
6.63 Beispiele: lim — =0, lim — =0, lim —=o00, lim — = —o0.
r—00 I r——00 I z—04+0 g z—0-0

6.9 Monotone Funktionen

6.64 Definition: Sei f: R D D(f) - R, A C D(f). Dann heiBt f auf A

monoton wachsend, falls Ve,ol e Avx <2’ = f(z) < f(2))
streng monoton wachsend, falls Vz,2' € A:z <2’ = f(x) < f(2')
monoton fallend, falls Ve,ol € Arx <2’ = f(z) > f(a)
streng monoton fallend, falls Ve,ol € Arx <2’ = f(z) > f(af)

f heiBt auf A (streng) monoton), falls f auf A (streng) monoton wachsend oder auf A (streng)

monoton fallend ist.

6.65 Beispiele:: 1) f:R — R:z+~ 1 ist monoton wachsend und monoton fallend.

2) f:R— R:z~ 2?ist auf | — oo, 0] streng monoton fallend, auf [0, c0[ streng monoton

wachsend.
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6.66 Satz: f: R D |a,b[ — R monoton, xy € ]a,b[ . Dann existieren f(zo — 0) und f(zo + 0).

Das bedeutet: Unstetigkeitsstellen monotoner Funktionen sind immer von 1. Art.

Beweis: Fiir f monoton wachsend, f(zg —0):

1) Seix, :=2x9— —, n> Ny sodass z, € |a, x| .
n

f monoton (f(:zcn)) monoton wachsend
Ty < Tpi1 < T = Tpn) < f(Xpei1 < flzg) =
i O wacheend fan) < J@nir < Jl@o) { f(x,) nach oben beschrankt

= f(z,) 2y eR A VneN: f(z,) <y.
2) Sei («,) Folge in Ja,xo[ , x), — xo. Zeige f(z]) — y. Dann folgt f(xy —0) = y.

a) Seime Nfest. 2/, <z9g AN x, >29 = INENVn>N:2 <z,
= [fla,) < flen) <y
b) Seie >0: f(z,) >y = AIN.ENVn>N.:y—e< f(z,) <y
1

', = AN e NVn > N':zy—
T, — T A n e . Lo N1
n)

=TN.41 < T,
= Vn>N :y—e< f(zy.41) < f(z

a)undb) = Vn>N.:y—ec< f(z,) <y
e > 0 beliebig = f(z),) — v.
(«!)) beliebig mit z;, — zop = lim f(z)=uy.

rz—xo—0

6.67 Satz: Sei f : R D D(f) — R streng monoton wachsend (fallend). Dann:

1) f ist injektiv. Insbesondere ist f : D(f) — Bild(f) bijektiv.

2) f~1:Bild(f) — R ist streng monoton wachsend (fallend).

Beweis: Sei f streng monoton wachsend.

Fall T < Ty = f<x1> < f<2)
Fall 2y > 25 = f(21) > f(s)

1) Seix; # 29 :>{ = f(z1) # f(z2).

2) Seiy; = f(z1) <y = f(x3). Zeige x1 = [~ (y1) < 22 = f(y2)
Annahme 1 > 1y = f(x1) > f(22) %
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6.68 Beispiel: f(z) =

f ist stetig und streng monoton wachsend,
aber die Umkehrfunktion f=1 : Bild(f) — D(f) ist nicht stetig.

6.69 Satz: Sei f : R O D(f) — R stetig, streng monoton, und sei D(f) kompakt. Dann ist
F71: Bild(f) — R stetig.

Beweis: Sei yy € Bild(f), (y,) in Bild(f), yn — vo. Zeige x,, := [ yn) = [ Hyo) =: 0.
Annahme: =z, — 29, d.h. e >0VN e N3In > N : |z, —x9| > ¢

= d(x,,) VEeN: |z, —x9| > ¢

(2, ) in D(f) und D(f) kompakt Bolzano Weierstra El(xnkj) g, € D(f).

fstetig = flan) > f(0) = F@) =0 = Flzo) = =10
=Yn;, . Yo

= In,, = Zo % |xnkj — x| > €.
Also x,, — x¢. Dies bedeutet f~1(y,) — f~1(vo)
Yo € Bild(f) beliebig = f~! stetig. 0

6.10 Potenz- und Exponentialfunktion

6.70 Satz und Definition: Sein € N, f:[0,00[ = R: 2+ z". Dann
1) f ist stetig und streng monoton wachsend.
2) Bild(f) =10, 00] .

3) f71:[0,00[ = [0,00[ ist stetig und streng monoton wachsend.
Schreibe z'/" := {/z := f~(z).

Beweis: 1) Kklar.
2) Siehe Beispiel 6.48.

3) 6.67 = f~! existiert und ist streng monoton wachsend.
Stetigkeit: Sei y € [0,00[ . Wahle b > 0 mit b" >y (= y € Bild(f][o b])).
-1
6.60 = ( f\[o,b]> ist stetig.

-1
[ Y2) = <f‘[0 b]) (2) fir0 <z < b = f~!stetiginy.
y > 0 beliebig = f~! stetig. 0
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6.71 Definition: 1) SeircQ r="2 peZ geN Firz >0 2" = (21/9)".
q
2) Firr € Q heiBt f: ]0,00[ — R : 2 — 2" Potenzfunktion.

3) Fira>0heBt f: Q— R:z+~— o Exponentialfunktion.

6.72 Hinweise: 1) Es ist zu zeigen: Vm € N : (xl/q)p = (xl/(mq))mp.

2) Die Potenzfunktion ist Hintereinanderausfiihrung stetiger streng monoton wachsender (falls

r > 0) Funktionen, also auch stetig und streng monoton wachsend falls » > 0.

3) Fira,b>0, r,s € Q gelten:

a’ - a® = ar+s
a v = (ab)"
(CLT)S = a’s

4) Fiir a > 1 ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend, fiir 0 < a < 1 ist sie streng

monoton fallend.
6.73 Satz: Seia >0, (z,) in Q, z, — 0. Dann a™ — 1.

. 1
Beweis: Falla > 1: /" — 1 = o '/" = (1) m_q,
V> No 3k, € N: = <2 < 75 A Ky — 00
Monotonie —1/k T 1/k T

= a nooLatt<< oalt = a” — 1.

——
>1—e, n>N; <l4e, n>N!

Genauso fir 0 < a < 1.

6.74 Satz: Seien a > 0, (x,),(«)) in Q, x, — z, z,, — x in R. Dann

1) (a*),(a®) konvergieren in R.

. . /
2) lim o™ = lim a®.
n—o0 n—oo

af  fallsa >1

a ¥ fallsO<a<1

_ awm‘ — Qx:/ . ‘1 — axn—”ﬁm‘ <e = (a™) C-Folge.

<aK oder <a—K

Beweis: 1) z, —» 12 = EIKZOVneN:|xn|§K:>a%<{

Tn

|a
<e/a¥ (letzter Satz)

7 !
2) a"—a"=a" (1—a""" )—0.
~ "\ —_——

konv 0 (letzter Satz) O
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6.75 Definition: Sei a > 0,2 € R. Wahle (z,,) in Q mit x,, — z. Dann:

a® = lim a"".
n—o0

6.76 Satz: Fiir a,b > 0, r,s € R gelten:

a’-a® = ar—l—s
a b = (ab)"
(ar)s = q

Beweis: Z.B.: (r,), (s,) Folgen in Q mit r, — r, s, — s. Dann

. . Satz iiber . 6.72 ;. Def. a®
lim a’”") - lim a® = lim (a’"" ~as") =" lim a5 =" "t
n—00 n—00 konv. Folgen n—oo n—00

Def. a®
a”-a® = (

6.77 Satz und Definition: Seia >1(0<a<1), f:R—R:2— a",

1) f ist stetig und streng monoton wachsend (fallend).

2) Bild(f) =0, 00| .

6.78 Definition: Seia > 1, f : R — R : = — a*. Die stetige und streng monoton wachsende
Umkehrfunktion f~!:]0,00[ — R heiBt Logarithmus zur Basis a. Schreibe log, z := f~!(z).

6.79 Rechenregeln fiir den Logarithmus: Fiir a > 1 gelten

1) log,(z-y) = log,z+log,y (z,y>0).

1
2) log,1 = 0, loga(;) = —logz, log,a = 1.
3) log,(z¥) = ylog,x (x>0, y eR).

Beweis in Ubungen.

6.80 Satz: Seir € R. Dannist f:]0,00 = R: x> 2" stetig.

Beweis: Sei b > 1 fest. 2" = bloss(@") — prioga

Also ist f Hintereinanderausfiihrung stetiger Funktionen. 0
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6.81 Satz: Sei (h,) in R mit 0 < |h,| <1 und h,, — 0. Dann

lim (1+ k)™ = e

n—oo

Beweis: Betrachte z,, := h_n

Fall 1: x, — oo (nur endlich viele z,, < 0),

Fall 2: z,, — —oo (nur endlich viele x,, > 0),

Fall 3: (z,,) besteht aus zwei Teilfolgen (x,, ) und (xn;) mit T, > 0, &, — cound zy <0, z, —

—00.
Fall 1: Vn e Nyon > Ny 3k, e N: k, <z, <k, + 1.

1 1
R S
bt 1 Tt sty

3

VRS
ol
+
—_
~_
=
3
VRS
—_
+
45
~_
=2
3
AN
VRS
—_
+
iy
~~_
o
3
£

Fall 2:
(1 . ) (1 ) | _ <|;pn| — 1>_|$n _ < |2 >|$n|
|Zn| |Zn| |zn| — 1
ol =1 e 1 lon| =1 1 \
\:c | + = [1+ 1+ P e
|xn| -1 20| — 1 20| — 1

Fall 3: Aus Fall 1: 1+ ) — e,
:cnk

Aus Fall 2: (1 +

= ( ! ]

el

6.82 Satz: Fir x € R gilt lim (1 + f)n =e".

n—o0

Beweis in den Ubungen.
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7 Differentialrechnung

7.1 Ableitung
7.1 Definition: Sei f: R D D(f) — R, D(f) offen, o € D(f).

1) f heiBt differenzierbar in x, falls

— =T—To . h -

Differenzenquotient

existiert, f'(xo) heiBt Ableitung von f in x,.

2) f heiBt differenzierbar, falls f in jedem o € D(f) differenzierbar ist. Dann heiBt
f": D(f) — R Ableitung von f.

7.2 Veranschaulichungen:

2) x:[0,T] — R, x(t) = zuriickgelegte
Entfernung zur Zeit ¢
x(t+h) —x(t)

h
schwindigkeit im Intervall [t,t + A

= Durchschnittsge-

2’ (t) = Momentangeschwindigkeit

TM/’T’\,@*/m{wq/J{MO/UM 4 - JT (\(

7.3 Satz: Sei f: R D D(f) = R, D(f) offen, o € D(f). Dann sind dquivalent:

(i) f differenzierbar in x.

(ii) Esgibt R >0, c€ R, g: Br(zy) — R, so dass

flz) = f(xo)+c(x —x0) + |x — wolg(x) fir z € Bgr(xo),
und lim g(z) =0 = g(z).

Dann gilt ¢ = f'(xo).
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Beweis: (i) = (ii): Definiere

{ <M _ f/(SUO)) T g e Br(xo) \ {70},

g(z) = T — X |z — o

0 fir x = xg.

|z = wolg(x) = f(x) = f(wo) — (x = o) ['(wo) fiir # € Br(xo) \ {0},

= { gla) "B (—f<‘”> _ f(xo) —f(w0)) o = 0 fiir 2 = @y
T — Zg |z — 0]
' (x0) (1)

= (ii).

(ii) = (i): Sei x # x. Dann
f(x) = f(zo) (i |z — o

Sot—Fg(x) "= e = f(x0) = ¢ existiert = (i).
r — Xy r — 2o
O
7.4 Satz: f ist differenzierbar in 2y = f ist stetig in xy.
Beweis: 7.3, (i) = f(z) = f(zo) + c(z — x0) + |2 — x0|g(z) “=° f(x0)
= lim f(x) = f(z0)
T—T0
=y f stetig in xg. O

7.5 Beispiele: 1) f(z)=c = f'(z)=0.

2) f(r)=2",neN = f(z)=na""".

0 <0
3) f(z)= { ) v -0 : f nicht stetig in g = 0 =- f nicht differenzierbar in 0.
T >

4) f(x) = |z|: f'(xr) = 1falls x > 0, f'(x) = —1 falls < 0, f ist nicht differenzierbar in

Ty — 0.

5) Seia>1und f(x) =log,(z), D(f)=10,00[. Dann: f'(z) = % log,(e) fir x > 0.
Insbesondere a = e: f(z) = In(z) = log,(x) = [f'(z) = %

6) f:R\{O}—HR:xH% = f’(x):—%.

7.6 Satz: Sei f differenzierbar in . Dann

3Br(xzo) C D(f) 3K > 0 Va € Br(w) : | f(z) — f(zo)| < K|z — xo].
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Beweis: Aus 7.3: f(x) = f(xo) + c(z — x0) + |z — xo|g(2).
= [f(2) = f(zo)| < |& = 0| (e| + |g()])-
lim g(z) =0 < Ve >0 3. >0Ve € D(g) = Br(xg) : |v — 20| < - = |g(x) — 0| < e.

T—rxQ

Wiahle ¢ := 1. Dann z € By, (z9) = |g(z)| < L.
= | /(@) = f(zo)| < | — ol (|c| + 1) fiir & € By, (w0) € D({). 0

7.7 Veranschaulichung:

' ¥~ p{x.)Jf N/xfxu}
Nagflh

/\\(?g(“u,'m(’(ﬁ(a’

= = )X
Xo HR(x-J\

xeBpbol = (1<) Luricdlom dinbecden Goyady

7.2 Landau-Symbole

7.8 Definition: f,g: R 2 X — R, 2y € H(X). Dann

f=0(g) firz —az & FIK>03>0VzeX: (Jz—x| <d=|f(z) < Klg(z)])
f=o(g) firz—azy & Ve>035>0Vee X : (Jv—zf <d=|f(z) <elg(x)])

Falls 3a € R : [a, 00] C X:

=0(g) firz o0 & IK>03L>0Vz > L:|f(x) < Klg(z)])
=o(g) firz o0 &= Ve>03L>0Ve>L:|f(z)] <elg(x)])

Entsprechend fiir x — —o0.

Schreibe f1(z) = fa(x) +o(g(x)) fir fi — fo = o(g), fi(z) = fa(z) + O(g(x)) fir fi — fo = O(g).

7.9 Rechenregeln: 1) f=o0(g9) = f=0O(g) fir z — z.
2) fi=0(9) N f2=0(9) = fi+fo=0(g) firz — z.
3) fi=olg) A fa=0(g) = fi+ fa=olg) fiirz — 0.
4) f1=0(g) N f2=0(g2) = fi-fa=0(g19) fiir v = x0.

5) fi=0(g) N fa=o0(g2) = fi-f2=o0(g1g0) fiir v = 0.
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Beweis: 1) Wahle ¢ :=1 in der Def. von o(g) = Def. von O(g) mit K =1 erfiillt.

2) Al < Klg()] fir [z — o <

[f2(z)] < K'lg(z)] fir |z — x| <6’

= [filz) + fa(2)| < (K + K') |g(a)] fir |z — 20| < min{d, 6"}
3) Wie 2)

4)  |A@)] < Klgi(x)] fir [z — x| <90
[f2(2)] < K'|ga()] fiir [z — x| <&
= [filx) - fao2)] < K- K [g1(2) - g2()] fiir [ — zo] < min{, 0"}

5) Ubungen

7.10 Beispiele: 1) Es gilt immer f = O(f) fiir x — xo.

2) g(z)=2% f(x)=z+1: f =o0(g) fir z — oo, f> = O(g) fir x — oco.

7.11 Satz: Sei xp € D(f).

1) fstetiginzg < f(z) = f(xg) + o(1) fir v — .

2) f differenzierbar in zp < Jc € R: f(x) = f(xo) + c(x — x0) + o(|x — x0|) fiir z — 0.
Dann gilt ¢ = f'(zy).

Beweis: 1) f stetiginz, <
& Ve>030.>0Ve e D(f): |x— x| < 0. = |f(x) — flag)] <e-1
< f— f(xg) = o(1) fiir z — xo.

2) f differenzierbar in z; <
Se € R () = () + el — a0) + |~ wlgle) A Jim g() =0
deeR: f(z) = f(zo) + c(x — x0) + o|x — x0|) fiir x — .

f(@)=f(zo)—c(z—w0)

( ) { ‘xil‘o\ =T 7& Lo

0 T = X
Nach 7.3: ¢ = f'(x).

&
=
<=
T
g\r

= g(:p)-|x—x0|:0(|x—x0|) = g=o(1)
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7.3 Rechenregeln fiir Ableitungen
7.12 Satz: Seien f,g: R DO D — R differenzierbar in o € D, und sei A € R. Dann gelten
1) A f ist differenzierbar in xq, und es gilt (A - f)'(zo) = A f'(x0).

2) [+ g ist differenzierbar in xq, und es gilt (f + g)'(z0) = f'(x0) + ¢'(x0).

3) f- g ist differenzierbar in zy mit
(f-9)'(x0) = f(x0)g(x0) + f(x0) g'(x0) (Produktregel).

4) Falls zusatzlich g(zo) # 0, ist / differenzierbar in xy mit
9

(Quotientenregel).

/ /x _ J'(@o) g(xo) — f(x0) g'(20)
<g) (o) = 9% (x0)

Beweis: Nach 7.11: f(z) = f(zo)+ f/(w0)(x — x0) + 0|z — xo|) fiir z — g
g(z) = g(mo) + ¢ (z0)(z — o) + 0|z — wo|) fiir 2 — zo

1) Selber
2) (x) B (f+9)(@) = (f+9) (o) + (f'(w0) +¢'(x0)) (x —20) +0(lz —w|) = Behauptung.

3) (x) = (f-9)(@) = (f-9)(w0) + (f(0)g (o) + ['(20)g(w0)) (x — w0)
+ I (wo) (x — o) - g (wo) (x — o)
—o(jz—zo|)

+(f(z0) + f'(zo)(x — mo) + 0|z — mo]) ) o(|z — zo|) p = o(|z — z0])
+(g(x0) + ¢ (o) (z — o) + 0|z — x0|)4)0(|x — o))
=0(1) ),

L (f-9)(z) = (f9)(x0) + (f(xo)g’(xo) + f’(%)g(%))@ — x) + 0(|x — x0|)
4) Spater

7.13 Beispiel: Polynome: P(z) = Y ay 2" = P'(z Zl{:akx
k=0

7.14 Kettenregel: Seien f: D - R, g: D' - R mit f(D) C D'. Ist f in o € D differenzierbar
und g in f(x) € D’ differenzierbar, dann ist go f : D — R in zq differenzierbar und

(gof) () = g(f(x)) - f'(x0) (Kettenregel).
—

duBere Ableitung innere Ableitung
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Beweis: Sei (h,) in R mit h, — 0 und h,, # 0.
f stetigin xg = y, := f(xo+ h,) = f(xo) =: yo.
Fall 1: 3N e NVn > N : f(xo + h,) # f(20).

ﬂjrgN (g o f)(% + hn) - (g ° f)(%) _ g(f(xo + hn)) - g(f(xo)) ‘f(ﬁo + hn) - f@o)
hn N f(xo + hn) - f(l’o) P hn
:7"(”;,3:5((};)) A

= g'(f(x0)) - f'(o).

Fall 2: VN € N3n > N : f(xg + hy,) = f(z0).

= Es gibt eine Teilfolge (h,, ) mit Vk € N: f(xo + hy,) = f(20)
f(ﬂ?o + h'nk) — f('rO)

= ['(zo) = lim 3 =0
Also zu zeigen: (g o f) (o) —0.
0 falls f(zo + hn) = f(x0)
o hy,) — (go
(9o f)(wo+ hi (9o f)(zo) _ 9(f (2o +hn)) = 9(f(@0)  flwo+hn) = flzo)
=0 = (go f)(x). O
Beweis der Quotientenregel: Sei h(y) := 5 Dann ﬁ = (hog)(x).
= () o) (gl ) = L
Nun mit Produktregel:
(f 1)/:f, _+f_(_g;) :f g2f9
g 9 g g
O

7.15 Ableitung der Umkehrfunktion: Sei f : D(f) — R injektiv, D(f) offen, Bild(f) offen,
f7Y: Bild(f) — D(f) die Umkehrfunktion. Ist f in x( differenzierbar mit f’(x) # 0 und ist f~!
in yo := f(xo) stetig, dann ist f~! in y, differenzierbar mit

1 1

() ) = 5 = F(f )

Beweis: Sei (h,) in R mit h, — 0 und h,, # 0.
[ stetiginyg = = [ (yo + hn) = fH (o) = 20. AuBerdem f(z,,) — f(x0) = ha.

L) <) w1

hn fan) = f(xo) — Llznl/(zo) f'(xo)

Tn—I0

(Da yo + hn # yo und f~1 injektiv, ist auch z, # x.)

Also ist der Grenzwert unabhangig von der gewahlten Folge (h,,)

yo+ h) — 1
o Fly) = fllli]% S (o +h) fyo) _ eh .
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7.16 Beispiele: 1) f(x)=2a" x>0, f'(x) =nz""!, n € N fest.
[ (y) = y'/™ ist stetig

O P ! N YR VR
= f (y) f,(ffl(y)) n(f71<y))n—1 ny(nfl)/n ny n Yy .
2) f(z) =In(z) :=log,(z), x>0 = f'(z)= %
[~ Hy) = e¥ ist stetig
=y 1 -1
= () =W =—F—=/=¢
=)

3) Seia >0 fest, f(z) = a® = ™) = zln(a)

Kettenregel = f'(x) =@ .In(a) = In(a) - a*, x € R.

4) ae€Rfest, f(x)=2% >0 = f'(x)=az*.

7.17 Hohere Ableitungen: Sei f : R O D — R, D offen und k € N.

1) f heiBt in g € D k-Mal differenzierbar, falls f in B.(xy) C D (k — 1)-Mal differenzierbar
und die (k — 1)-te Ableitung von f in x, differenzierbar ist. Schreibe

k (k=1)
f(k)<SL’0) — %(xo) — dfdx (o) (f(2) = f" f(3) = " f(O) = f).

2) f heiBt k-Mal differenzierbar (auf D), falls f in jedem zy € D k-Mal differenzierbar ist;
x> f®)(2) heiBt die k-te Ableitung von f.

3) f heiBt k-Mal stetig differenzierbar, falls f k-Mal differenzierbar und f*) stetig ist. Die
Menge der auf D k-Mal stetig differenzierbaren Funktionen bildet einen Vektorraum iiber R,
bezeichnet mit C*(D — R). C°°(D — R) ist der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen auf D.

7.18 Leibniz-Regel: Sei n € N, f, g in xq n-Mal differenzierbar. Dann

n

(f - 9)™(z0) = Z (Z) F® (z0) - g™ M (z0).

k=0

(Beweis durch vollstandige Induktion.)
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7.4 Extrema

7.19 Definition: Sei (M, d) metrischer Raum. Die Funktion f : M 2 D — R hat in 25 € D ein

lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), falls
Je>0 Ve eD:d(x,xg) <e= f(x) < f(zg) (bzw. f(x) > f(x0)).

Ein lokales Maximum oder Minimum heiBt auch lokales Extremum. Falls f(z) = f(x¢) nur fir

x = xq in B:(xg), so heiBt das lokale Extremum strikt oder isoliert.

Falls
Vo € D: f(z) < f(zo) / f(x) > f(xo),

hat f in z( ein globales Maximum/globales Minimum.

7.20 Notwendiges Kriterium fiir Extremum: Sei f : R O D — R differenzierbar in zy € D.
Dann:

f hat in g ein lokales Extremum = f'(xq) = 0.

Ist f differenzierbar in xy mit f’(x¢) = 0, so heiBt z, stationdrer oder kritischer Punkt von f.

Beweis: f habe ein lokales Maximum in zy. Dann folgt

f'wo) = hhgio h <0
- o = f/(.To) =0
f’(!Eo) — hl_i)glo f(xO + h})L f(xO) Z 0

3
7.21 Beispiele: 1) f:R - R:z~— z' — 23 =23(x — 1): Kritische Punkte: z =0 V z = n

3
In zg = 1 hat f ein lokales und globales Minimum, in o = 0 kein Extremum.

2) f:[0,]] >Rz~
Keine kritischen Punkte, aber bei xy = 1 hat f ein lokales und globales Maximum, bei xq = 0

ein lokales und globales Minimum.

7.5 Mittelwertsitze und Anwendungen

7.22 Satz von Rolle: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf |a, b[. Dann gilt:

fla) = f(b) = 3¢ €la,b[: f'(€) =0.
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Beweis: [a, b] kompakt %L f nimmt auf [a, b] Minimum und Maximum an.

Fall 1) Minimum und Maximum liegen in a und b.

= f(x) = const = f(a) fir z € [a,b] = f'(x) =01in [a,]

Fall 2) Maximum oder Minimum in zy € ]a, b|.

= (o) = 0.

7.23 Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf

la, b[. Dann gilt: _—
Segumy - (4]
_ 7Y
3¢ E]avb[: f/(g) = f(bl))_g(a) \/:f@(/ b~
Beweis: Setze F(x) := f(x) — f(bl)) : (]:(a) (x —a).
= F erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle (F'(a) = f(a) = F (b))
= atelat:0=F(9 = - 0=

7.24 Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien f,g : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf ]a, b],
und Vo € |a, b] : ¢'(x) # 0. Dann gilt:

Beweis: Falls g(a()b): g(;)() )Ré'ie 3¢ €la,b: (&) =0 Q
F(z) = f(z)— 0) —a@) (9(2) —gJ]C(((Z;) :f>( 1;7’ erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle.
= 3 €la,b[: 0= F'(&) = f(§) - (b) = g(a) 9'(&). 0

7.25 Nullableitung: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf |a, b[. Dann gilt:

(Vz €la,b[: f'(x) =0) = f = konstant auf [a,b].
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Beweis: y €]a, b = f’[a J erfiillt die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.

~ fly) — f(a)

N—— y—a

= f(y) = f(a)

7.26 Monotonie: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf ]a, b].

1) Falls
Vo €la bl fi(x) 20 (fi(x) >0 / fix) <0 [ fi(x)<0),
so ist f auf [a,b] monoton wachsend (streng monoton wachsend/monoton fallend/ streng

monoton fallend).

2) st f auf [a, b] monoton wachsend/fallend, dann Va € ]a,b[: f'(z) > 0/f'(z) < 0 auf |a, b].

Beweis: 1) Seia <z <9 <b. Zeige f(x1) < f(xg) bzw. f(x1) < f(x) durch Anwendung

des Mittelwertsatzes auf f}[m o]

fla2) = f(21)

3¢ €y, 2o : = f'(€) > 0 oder > 0.
To — X1
T—T0 Tr — X
>0 falls f mon. wachsend O

7.27 Lokale Extrema: Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf |a, b[, ¢ € a, b].

1) Gibt es ein € > 0, so dass

(f'(z) >0) fir zp—c <z <,
!/

0
0(f'(z) <0) fir zop<x<uxo+e,

so hat f in g ein lokales (striktes) Maximum: Vo € B.(xg) : f(x) < f(zo) (f(z) < f(z0)).

Entsprechend fiir Minimum.

2) st f in zp zwei Mal differenzierbar und f'(x¢) =0, f"(x¢) < 0 (f"(x¢) > 0), so besitzt f in

xo ein striktes lokales Maximum (Minimum).

3) st f in xy zwei Mal differenzierbar, und besitzt f in z ein lokales Maximum (Minimum), so
folgt f'(xo) = 0 und f"(z9) <0 (> 0).



Analysis I, Wintersemester 2014/15, Seite 98

Beweis: 1) Aus letztem Satz:

f'(xr) >0 = f ist monoton wachsend fiir zp — e < x < x } f hat in x4 ein
=

f'(x) <0 = f ist monoton fallend firzg <z <xy+e lokales Maximum.

Genauso fiir striktes Maximum.

J(e)~0 _

2) f'(xg) =0 A lim " (z0) <0
T—T0 ,’L’—xo
C f'(@) )
= de>0: <Oflrzg—e<x <29 V Zp<xT<T0+¢
r — Ig

<0 firzg<z<zy+e
. o]

>0 firzg—e<x<uxg

1 : . :
4 f hat in xq lokales striktes Maximum.

3) f habe in z lokales Maximum.
720 = f'(x9) = 0.
Ware f”(x9) >0 = f hat in z ein lokales striktes Minimum % 0

7.28 Achtung: f'(z9) =0 A f”(zo) = 0 bedeutet gar nichts! Z.B. f : z + 2 oder f : x > 2°

bei 2o = 0. In diesem Fall muss man héhere Ableitungen betrachten (spater).

7.6 Taylorentwicklung

7.29 Vorbemerkung: Sei f :]a,b| — R n-Mal stetig differenzierbar, o € |a, b]. Es gibt genau ein

Polynom T,,(z¢, x) = Zaj (z — 20)? n-ten Grades, so dass
=0

Tr(bk)(%’x)‘ = f®(z) firo<k<n

r=x0

(n + 1 Unbekannte ay, .. .a, und n + 1 Gleichungen). Fiir dieses Polynom gilt

") (g |
To(zo,z) = Zf ( )(:c—xo)J.

=

T, (zo,.) heiBt das n-te Taylorpolynom fiir f, R, (zo,x) := f(x) —T,,(x¢, z) das n-te Restglied.

7.30 Beispiel: f:x+— e”

n n
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7.31 Satz (Taylor, Lagrange): Sei f :a,b] = R (n + 1)-Mal stetig differenzierbar, =y € |a, ]
und x € |xg, b[. Dann:

(n+1)
A€ €lwg, z]: f(x) = T (x,x) + m (z — 29)"*!

(n+1)! )
:Rn‘(;:o,m)
(gilt genauso fiir x € Ja, o[, nur dann & € |z, 2| ).
Beweis: Sei = € |z, b[ fest, t € [xg,x] variabel und
" F0) A
F) = o) -Tu(ta) = f) -3 Dy
=0
_ (SL’ _ t)nJrl
() (nt 1)
((F(z) = f(z)—Tulz,z) = 0
Gx) = 0
) "L 9 . i) , FOrD () .
N F'(t) = 2 i gz —t)? 1_j0 A (x—t) = — — (x —1t)
;1‘122;3 RO <w—t>':
/ (SL’ — t)n
\ G(t> - n!
Verallgemeinerter Mittelwertsatz:
PO _ F@)—flw) _ Fl) _ f(x) = T(ao.2)
FE GG T G -G | G | e
_ (@) F(E) (@ —me)™ [ () (x — )"
D e [ 3 B e [ e

7.32 Beispiel: [ : x> e®, 19 =0, x = 1: e! soll bis auf Genauigkeit 10~ durch T,,(1) bestimmt
werden. Wihle n so groB, dass | R, (zo, )| < 107°:

et 0<é<1 el 3 !
R,(0,1)] = 1—0)" < < < 107°
[ (0, 1)) (n—l—l)!( ) — (n+1)! T (n4+1)! —
Fiir n = 8 gilt (n + 1)! = 9! = 362880, also CES <107°,
~ T(l) = 14+~ 42 L~ 27182788

7.33 Bemerkung: T),(x¢,.) approximiert f an der Stelle xy bis zur n-ten Ableitung. Erst durch

Diskussion des Restgliedes erkennt man, wie gut die Approximation in einer Umgebung von x ist.
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[e.e]

J

7.34 Satz: Firx € Rgilte® = E :c_‘
— !

J=0

Beweis: Sei x € R fest. Taylorentwicklung bei zy = 0:

J
e = Tu(0,2)+ Ra(0,5) = > %+ Ru(0,)

|
=0 7°
Ru(0.0) = | 0| < L Y
|R,(0,2)] = (n+1)!(x— ) max{e”, }(n+1)! — 0 fiir n — oo.
— konst H/O—/
—

7.35 Hinreichende Bedingungen fiir Extrema: Sei D C R offen, f : D — R n-Mal stetig
differenzierbar, o € D und f'(x0) = ... = f" Y (x) =0, f™(z0) # 0.

1) Ist n ungerade, so hat f in x, einen Sattelpunkt, d.h. Wendepunkt mit waagrechter Tangente.

2) Falls n gerade ist:

a) st f("(x0) >0, so hat f in g ein striktes lokales Minimum.

b) st f(™(zy) <0, so hat f in zg ein striktes lokales Maximum.

A
Beweis: Taylorentwicklung: f(z) = T,,_1(zo,z) +7p_1(z0, ) = f(x0)+z 0+— (x—m0)",
i=1 '

N——— n
=f(x0)+0
f™ stetig A f™(20) >0 = f™()>0 in B.(xo).
<0 <0

Falls n ungerade: Falls n gerade: Multiplikation mit f(€) mit
N ! ' konstantem Vorzeichen dndert

1 j‘ly : Y den Graph nicht wesentlich

\ /" N={x-X,| (z.B. Vorzeichenwechsel bei x

Sl o bleibt), Addition von f(xxo)

| Xo verschiebt den Graphen.

g

7.36 Beispiele: f(x) =% f(z)=2".
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7.7 Grenzwerte vom Typ % und %

7.37 Regeln von de I'Hospital: Seien a € RU {—o0}, b € RU {0}, f, g :]a,b] = R differen-

zierbar mit ¢’(x) # 0, und es existiere

W
L= i%b g (x)

Gilt zusatzlich

oder

so folgt

Beweis:

lim f(z) =0 A limg(z) =0
x—b b

lim g(z) = o0

z—b
limM = [
z—b g(l‘)
1) Seil’ > [ gegeben. Zeige % < I' fir x — b.
Wihle 17 € ]1,1'].
/ /
f,@) "] <" = 3K €la,b| Yz €K, b[: f,@) <1
g'(x) g'(x)

Wiahle z; € | K, b[ fest. Verallgemeinerter Mittelwertsatz im Intervall [xq, z] fiir 21 < 2 < b:

b)

Vx G]IL‘l,b[ Elgx 6]1‘1,1‘[3 g(:E) _g(;pl) N gl(gar)

Gilt (x), so folgt

f(xl) IERT f(x)_f(xl) " /
gy hg@ g = <"
Da 2, fest, aber beliebig, folgt Va1 € i, b[: 251 < 1
g(z1)

Gilt (xx), so folgt
dK' € |K,b[ Vz € |K',b[: g(z) > max{0, g(z1)}.

Fir = € |K',b] folgt dann

g(@) —gle)  g(a) g(x)
>0 :179!]((111))

M 7 _ g<x1> f(xl) z=b gy ’

- <) e <

f(l’) — f(xl) _ f/<£:v> £z€iK,b[ "
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Damit ist bewiesen: Aus (x) oder (xx) folgt

VI' > 13K €la,b| Vx €K, b[: —= < I’
9(x)
2) Genauso zeigt man
VI" <1 3K' €]a,b| Vz € K’ 1]: J(@) > " ()
9(x)
3) Seie>0.Setzel':=1+¢, I":=1—¢c. Dann
f(z)
Vo € Jmax{K,K'},b[: | —e < % < +e.
max K, K}, e
Dies beweist lim @ =1.
z—b g(T) O
/
7.38 Bemerkungen: 1) Der Satz gilt genauso, wenn lim f’Exi = 00 (= —00). Dies folgt direkt
a— ¢'(x

aus (k%) (bzw. aus der Aussage vor (k*x)).

2) Der Satz gilt entsprechend auch fiir den Grenzwert x — a.
3) Als Kurzhinweis auf die Anwendung des Satzes schreibt man [%] bzw. [%]
4) Anwendung beim Typ “0- 0c0": lim f(z) = 0, lim g(x) = oc:
0
lim f(z) - g(z) = lim f(fc> (Fall H)
x—b x—b 7@ 0
G (Fall [ =])
5) Anwendung beim Typ “1°°": lim f(z) = 1, limg(z) = oo: f(2)9®) = e9@f(@) geht mit
vorigem Fall und Stetigkeit der Exponentialfunktion.
. . Inzx
7.39 Beispiele: 1) lim — = 0.
r—oo I
1— 1
2) lim— " — -
z—0 T 2
3) lim 2'/* =1.
T—00
4) limz Inx = 0.

z]0
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—1/z2 0
7.40 Krasse Funktion: f(z) = ¢ 270,
0, z=0.
f ist stetig in xy € R: Fiir g # 0: v
2 1
—0- 1 —1/z% _ ; 0 =
ZEO—O.JICIL%G —9161_%61/12—0—]‘1(0).
—1/2% 2 0
f ist differenzierbar: Es gilt f/(z) = ¢ 5 270,
0, T =
Ableitung im Punkt x = 0:
Cfl@) = fo) et
/ pu— p— _— pu— T
F10) = ilgtl) T :}:IL% T ilgtl) el/=?

Mit Induktion: ¥n € N : f("(0) = 0.

Taylorentwicklung:

f(z) =0+ R,(0,x).

Diese Funktion ist um zg = 0 nicht durch das

Taylorpolynom approximierbar.

7.8 Eigenschaften der Ableitungsfunktion

7.41 Satz: Sei f :]a,b][ — R differenzierbar, und es gebe zwei Punkte x1, 21 € Ja,b] mit 21 < x5
und f'(z1) - f'(z2) < 0. Dann
3 € Jrr, 2] f1(§) =0.

Beweis: Fall f'(x1) >0 A f'(x9) < O:

f differenzierbar A [z1,x5] Cla,b] = f stetig auf [z, z3].

[x1, x9] kompakt P e [z, 29] : f(&) = max{f(z): x € [x1,x2]}.
Zeige £ # x1 N\ & # 9. Dann folgt £ € |1, 2] = (&) =0.
Annahme: £ = xq, also f(z) < f(x1) fir x € |21, 25]. Dann

Flo) = tm L@ =L@

z—x1+0 T — T

<0 Q F(z1) >0

Genauso: £ = x5 = f'(z2) >0 % f'(x9) <.
Fall f'(z1) <0 A f'(x2) > 0: Wahle £ € [z1, z2] mit f(§) = min{f(z) : © € [21,22]}. Dann wie
anderer Fall. 0

7.42 Satz von Darboux: Sei f :]a,b[— R differenzierbar, und es gebe zwei Punkte z1, x5 €]a, b|
mit 1 < x5 und f'(x1) > f'(z2). Dann

VYA € ]f (w2), f/(w1)] 3E € oy, o] f1(E) = A
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Beweis: Wende den letzten Satz auf g(x) := f(z) — Az an:

) e

7.43 Satz: Sei f :]a,b[ — R differenzierbar. Dann besitzt f’ :]a, b — R keine Unstetigkeitsstellen
1. Art (Sprungstellen).

Beweis: Annahme: x( € Ja, b] sei Sprungstelle von f’, d.h.

;2218 _ TE:Z;Z; } existieren und f(zo —0) # f'(zo +0).

O.B.d.A. f'(xg — 0) > f'(x¢ + 0) (Sonst betrachte — f).

+—i | B—
x4 XO \(ofé

Setze ¢ := %(f’(a:o —0) — f'(zo +0)) > 0.
f'(x) = f(xog—0) firz — x5 —0

= 30> 0Vz €]rg—d,x0[: lf’(x)—f'(x0—0)| <e

& —e<f!(@)—f(zo—0)<e = f'(x)> ' (z0—0)—c

fl(x) = f(xg+0) firz — 20+ 0

= 3§ > 0Vz €lrg,x0+0[: f'(x) < fl(xg+0) +e

Wahle z1 := x¢ — g, Ty =T + %/, A€ [f(xo+0)+¢, f'(xg—0) —e] \ {f'(x0)} # 0.
= V& €xy, xof: f1(E) # A % Satz von Darboux.

2 i 1 0
7.44 Beispiel: f(z) ;:{ z=siny x #0,

0 r = 0.
27 sin 1 — cos 2 0
:>f/(£):{0:vsmx cos < isz_éo

f! besitzt in £y = 0 eine Unstetigkeitsstelle 2. Art.
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8 Reihen in R und C

In diesem Kapitel steht K fiir R oder C. Damit gilt d(z,y) = |x — y| fir z,y € K.

8.1 Grundlegendes

8.1 Erinnerung: Sei (a;) eine Folge in K.

1) Die (unendliche) Reihe Z ay, bezeichnet die Folge (s,,) der Partialsummen mit s,, = Z k.
k=1 k=1

Die Folgenglieder a; heiBen Summanden der Reihe.

2) Die Reihe Zak heiBt konvergent, falls (s,,) konvergiert, sonst divergent.
k=1

3) Falls die Reihe konvergiert, schreibe
o= e = Yo
k=1 k=1

4) Eine relle Reihe (d.h. die Summanden sind reell) heiBt bestimmt divergent, falls s, — co

oder s,, — —o00. Schreibe

o o
E ar = 00 bzw. E ap = —00.
k=1 k=1

5) Genauso Z ap mit kg € Z.
ke=Fko

8.2 Bemerkung: Jede Folge kann als Reihe dargestellt werden:

o
Tpn= T1 +To—X1+a3—To+...+Ty, — Tpo1 = g ar = ().
—~ —— —— —_———— —
=:a1 =:a2 =:a3 =:Qn -

8.3 Eigenschaften: 1) Sind Zak, Z by, konvergent und A € K, dann sind auch Z(ak +by)
k=1 k=1 k=1

oo
und Z A ay, konvergent mit
k=1

(ap +bp) = ag+ ) by
> doat )
=1 =1

Z A ap = A Qg
=1
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2) Cauchy-Kriterium: Eine Reihe Zak in K ist genau dann konvergent wenn
k=1

Ve >0 dN. €N Vn,m > N, : <e.

m

E Qp
k=n+1
N——

=|sm—sn|

3) Sind (ax) und (bg) Folgen, die sich nur an endlich vielen Stellen unterscheiden, so ist Zak

k=1
genau dann konvergent, wenn Zbk konvergiert. (Die Grenzwerte konnen verschieden sein.)
k=1
- . . L
4) st ;ak konvergent, dann folgt klggo ar = 0. Die Umkehrung gilt nicht: ; 7=
Nullfolge-Kriterium: —(a, — 0) = ) ay ist divergent.
5) lIstax € R, ap > 0fiir k € N, und sind die Partialsummen beschrankt, so ist Z ay. konvergent.
k=1
Beweis: 1) Folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen:
Z(akerk) = Zak+2bk = s, +85, — Jgrilosn+ggrgosn = Zak+Zbk.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Genauso: Z)\an = )\Zak — )\Zak.
k=1 k=1 k=1
2) Folgt aus
(sn) ist konvergent = (sn) ist C-Folge
& Ve >03dN. e NVm,n > N, : |s, — spm| <,
(sy) ist C-Folge ¢ voleindig (sy) ist konvergent .
3) ar=bifirk>K = |3 af=|Y bfirk>K 2 Behauptung.
k=n+1 k=n+1
4) Sei Zak konvergent, ¢ > 0
k=1
) n+1
:l Vm=n+1,n>N.:|ap1| = Z ay| <e = a, — 0.
k=n+1
Das Nullfolge-Kriterium ist die Kontraposition zur bewiesenen Aussage.
5) Spt1 = Sn+ apr1 > S, = (s,) ist monoton wachsend
Nach Voraussetzung ist (s,) beschrankt
= (sy) ist konvergent < Zak konvergent. -

k=1
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8.2 Absolute und bedingte Konvergenz

8.4 Leibniz-Kriterium: Sei (a,) reelle, positive, monoton fallende Nullfolge, d.h.

(VnGN:anZO A anZan+1) A lim a, = 0.

n—o0

Dann ist die alternierende Reihe Z(—l)kak konvergent, und es gilt
k=1

n

VneN: > (-Dfa— > (-1 a| < an.
k=1

k=1

n

Beweis: Setze s, := Z(—l)’l‘C ay.

k=1
1) (S2x)ken ist monoton fallend: so(i1) — Sok = aokg2 — Gopy1 < 0.
2)  (Sokt1)ken ist monoton wachsend: so(ri1)41 — Sokr1 = —Gokts + Gopg2 > 0.
3) Esgilt: s1 < Sopp1 = Sop — Qo1 < Sop < So.

= (Sa2x), (S2k+1) sind monoton und beschrankt, also konvergent.

Wegen Sok+1 — Sok = —A9k4+1 — 0 gllt
lim sop = lim s9p11 =: s.
k—o0 k—o0

= (sy) ist konvergent, lim s, = s.
n—o0
4) Fehlerabschatzung:

Sop—1 < 8 < So, = | — Sop—1] =5 — Sop—1 < Sop — Sop—1 = Aoy,

Sop1 <8 < So, = |5 — Sop| = Sok — 8 < Sop — Sopy1 = A2kt

e (DR
8.5 Beispiel: ZT

k=1

ist konvergent (spater: gegen In 2).

8.6 Definition: Die Reihe Zak in K heiBt absolut konvergent, falls Z |ax| konvergiert. Eine

k=1 k=1
konvergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, heit bedingt konvergent.
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(~1)*-!
k

8.7 Beispiele: 1) Z ist bedingt konvergent.
k=1

2) Geometrische Reihe: Fiir ¢ € C mit |g| < 1 ist qu absolut konvergent, denn Z lq|* ist

k=0 k=0
konvergent.

8.8 Satz: In K ist jede absolut konvergente Reihe konvergent.

Beweis: Cauchy-Kriterium:

Z ag| < Z lag] < e fir m,n > N..
k=n+1 k=n+1
O
-~ . — (- .
8.9 Beispiel: Sei s := Z PR Wir sortieren die Reihe um zu
k=1
1 11 - 1 1 1
e I 3)
2 17376 8" 2w m e w

8.10 Definition: Es sei ¢ : N — N bijektiv. Dann heiBt Z ay vy Umordnung der Reihe Z ay.

k=1 k=1
8.11 Satz: Die Reihe Zak sei absolut konvergent, und ¢ : N — N sei bijektiv. Dann konvergiert
k=1

die Umordnung Z%(k) absolut und Z%(k) = Zak.
k=1 k=1 k=1

o0
Beweis: Sei s := Zak und € > 0.
k=1

[e%) [e%) %) N
£
Zak absolut konvergent = 3N, € N : Z lag| = ; lag| — ; lag| < 5

k=1 k=Ne+1
@ bijektiv. = IN € N: {1,2,...,N.} C{p(1),¢(2),...,0(N)}.

= N\ {p1),...,o(N)} SNA{L, ..., N}
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1) Firm >n > N folgt

m o 5‘
D lawl < D lal < 5
k=n k=N:+1

e > 0 beliebig = Z |ag| ist konvergent.
k=1

2) Firn > N folgt

n
>t =8| = Z%m Zak— >
k=1 k=N.+1
[e.e]
< [V Zak >
k=1 k=N-+1
~ N———
SZk:Ns-H ‘ak|<5/2 <RI N1 lakl<e/2
< E&.
oo
e > 0 beliebig = Z%(k) =s.
k=1 U

8.12 Satz: Es sei (ay) eine reelle Folge und

ap fallsap >0 —ay fallsap <0

af = max{0,a;} = { —, a :=—min{0,a;} = {

0 sonst 0 sonst

Damit gelten

1
(Jan| + ax), ap = §(|ak| — ay).

| —

1) ap=af —ag, |ax| =af +ay, af =

o o o
Jr —
2) E ay absolut konvergent < E a, konvergent A g a,, konvergent.
k=1 k=1 k=1

oo oo oo
3) st genau eine der Reihen Za;:, Za; divergent, so ist Z aj bestimmt divergent.
k=1 k=1 k=1

4) Zak bedingt konvergent = Za; =00 A Za,; = 00.

Beweis: 1) Mit Fallunterscheidung a; > 0 bzw. a; < 0.

oo oo o0
2) Zak absolut konvergent = Z |ag| und Zak konvergent

k=1 k=1 k=1

= Z (Jax| + ax) konvergent und Z (lax| — ax) konvergent.

k= 1%,—/ k= 1%,_/
=ajl =ay.
Za: konvergent A Zak konvergent = Z a’k + a; ) und Z _a’k konvergent.

*‘ak| —“k
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oo [e.e] n n

3) ZB. Za; =00 A Za,; konvergent. Dann s, = Za; —00 A s, = Za,; <S

k=1 k=1 — -
n n

#Zak—z —ap) =8, — S, > 8, — S — 0.

Im anderen Fall: E ap = —00.

k=1

4) Nur eine der beiden Reihen Zak, Zak divergent :l Zak divergent %

kl k=1

Beide Reihen konvergent :l Zak absolut konvergent %
k=1

_>O oo [e.e]
Also sind beide Reihen divergent Za;: = 00, Za; = 00
k=1

8.13 Riemannscher Umordnungsatz: Sei (a,) reelle Folge und Z ay, bedingt konvergent. Dann
k=1

existiert zu jedem s € R U {oco0, —oo} eine Umordnung der Reihe mit Z%(k) =s.
k=1

Beweisidee: Addiere so lange positive Folgengleider, bis Summe > s, addiere so lange negative

Glieder, bis Summe < s, ...

Beweis: Sei (a,,) die Teilfolge aller nicht negativen Glieder von (a,) und (a,,,) die Teilfolge aller

negativen Glieder.
o0 oo oo oo
E ap+ =00 = E (p,, = 00, E a, =00 = E (A, = —00.
k=1 k=1 k=1 k=1

Sei s € R. Die Abbildung ¢ wird rekursiv konstruiert.

K1
Schritt 1: Wahle K; € N, so dass Oy := Zank > s.

k=1
L1
Schritt 2: Wahle L; € N, so dass U; := O; + Zamk <s<O0;+ Z Ay, -
k=1 k=1
Ky—1
Schritt 3: Wahle Ky, > K; + 1, so dass Oy := U; + Z Ay, > s> Uy + Z Q. -
k= K1+1 k=Ki1+1
Lo—1
Schritt 4;: Wahle Ly, > L; + 1, so dass Us := O5 + Z Uy, < 8 < Og + Z Ay, -
k=L1+1 k=L1+1

usw.
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Definiere
Nk

mEk—K,
@(k) = Ng—1,

Mmr—kK,

Nach Konstruktion gelten:

e ¢ : N — Nist bijektiv.

firl <k <K,

fir K1 +1<k<Ki+ Iy

fir K1+ L +1<k<L)+ K,
fir L1 + Ko +1 < k< Ky+ Ly

00<Oj—3§anKj—>O = 0; — s,

00>Uj—32aij—>O = U; — s,

b Ujgza¢(k)§0j+1 fiir Lj+Kj+1§n§Lj+Kj+1
k=1

Uj+1 < ZCL(p(k) < OjJrl fiir Lj + Kj+1 +1 <n< Lj+1 + ijrl

k=1

8.3 Kriterien fiir absolute Konvergenz

8.14 Vergleichskriterium: Sei (a,) Folge in K, (b,) in R.

= Za¢(k) = S.

o)
k=1

1) INeNVn>N:la,| <b, A Zbk ist konvergent = Zak ist absolut konvergent.
k=1 k=1

2) INeNVn>N:la,| >b,>0 A Zbk ist divergent = Z |ag| ist divergent.
k=1 k=1

Beweis: 1) Cauchy-Kriterium:

Z|ak\§ Zbk<8

k=n+1 k=n+1

[e.9]

2) Annahme: Z|ak| konvergent 4 Zbk konvergent. %
k=1

k=1

8.15 Erinnerung: 1) Sei (a,) beschrankte Folge in R.

fir m,n > max{N., N}.

a) Die Menge der Verdichtungspunkte: V'(a,) := {v e R | I(a,,) : a,, — v}.
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b) Limes superior: lim sup a,, := max V'(a,).
n—oo

c) Limes inferior: liminf a,, := min V' (a,).
n—oo

d) Fir jede beschrankte Folge (a,) gilt:

Ve > 04N, e NVn > N, : liminfa, — ¢ <a, <limsupa, + ¢

n—oo n—o0o

2) Falls (a,) eine Teilfolge (a,, ) besitzt mit a,, — oo: limsup a,, := oo,
n—o0

Falls (a,) eine Teilfolge (ay, ) besitzt mit a,, — —oo: liminfa,, := —o0.
n—oo

8.16 Wurzelkriterium: Sei (a,) Folge in K und a := lim sup |a,|"/™.

n—oo

o0
1) a<l1 = Zak ist absolut konvergent.
k=1

2) a>1 = Zak ist divergent.
k=1

8.17 Bemerkung: Im Fall a« = 1 kann alles passieren:
1/n

=1 fiir jedes s € R.

n—oo | kS

=1
Z o konvergiert fiir s > 1, divergiert fiir s < 1, und lim '—
k=1

Beweis: 1) Wahle b € Ja, 1].
b > limsup|a,|" = IN e NVn > N :|a,|"'" < b

n—o0

= Vn > N:|a,| <b" 0o
Vergleichskriteri

creseRsrenm Z |ax| absolut konvergent.

0<b<l = Z b* konvergiert —

k=1

2) Es existiert eine Teilfolge (a,,) mit |a,, |/ — a (auch im Fall a = c0).

a>1 = IK € NVE > K :|ay, |Y™ > 1
= Vk > K :|a, | >1
= —(an, — 0)
= —(a, — 0)
NuIIfoIg;k}riterium Zak divergiert.
k=1

8.18 Quotientenkriterium: Sei (a,) Folge in K mit Yn € N: a, # 0.

a o
1) limsup <1l = Zak ist absolut konvergent.

n—oo |a'n| k=1
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‘anJrl‘

oo
>1 = Zak ist divergent.
k=1

2) liminf

n—o00 |an|

Beweis: 1) Wihle b € ] limsup

n—00 |an|

L SN eNvns N el g

||
= |anio| < blanial, lanis] < blanio| < Vlanial, - lavs| <0 Han]
|an1]
= Vk Z 2: |aN+k| < bNJrk b]\[%
——

=:C

o o

k - Vergleichskriterium .
E cb” ist konvergent = g ay ist absolut konvergent.
k=1 k=1

2) 1<liminf ) & 3y e Ny s v Bl oy

n—oo |y [
= ‘CLN+1‘ < |aN+2| < ‘CLN+3| < ...
= —(a, = 0)
o
Nullfolgekriterium . .
= Zak divergiert.
k=1 U

8.19 Beispiele: 1) Z Z—n konvergiert absolut.

n=0
n nt/m 1 1 1
Waurzelkriterium: nlgrolo ~/4n nlgrolo 1 1 nlgr;()(n ) 1 < 1.

2) Zn2 2" mit z € C ist absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent fiir |z| > 1.

n:(] - -
urzelkriterium:

N absolute Konvergenz fiir |z| < 1
V2] = V2 lz = (nV") 2] = |4 ;»{ ¢ i

Divergenz fiir |z| > 1
Fiir |2| = 1: [n?2"| =n? = 00 = —(n?2" — 0) = > n?2" ist divergent.

[e o] n

3) Z — konvergiert absolut fiir alle z € C.
n!
n=0
zn+1
Quotientenkriterium: | “5=| = |z|25 — 0 <1 = absolute Konvergenz..

(24 (=)
4) Z % ist absolut konvergent:

n=0

N ECE
=1 fiir gerades n, 3
Wourzelkriterium: {/|a,| = T . = limsup |a,|"/" = ;< 1
n o - . n—o0
4gn 4 fiir ungerades 7. = absolute Konv.
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1\n+1
(2) _ b d
(§)n = m ur gerades n
Quotientenkriterium: |42l = (3‘)1n+1 o
Y = T fiir ungerades n
(1)
. a .. a
= limsup ntl = 00, liminf mt =
n—00 Qn n—00 Qn,

Mit dem Quotientenkriterium ist keine Aussage moglich!

8.20 Wurzelkriterium ist schéarfer: Sei (a,) Folge in K mit Vn € N : a,, # 0. Dann

‘anJrl‘

< liminf |a,|"" < limsup|a,|*" < limsup
n—oo |a/n| n—o0 n—0o0 n—00 |an|

D.h.: Ist Y ax nach Quotientenkriterium konvergent, dann liefert auch das Wurzelkriterium Kon-

vergenz.

Beweis: Sei [ := lim sup a ,e>0
n—oo |a'n|
= INeNVn>N: |‘|L"+|1| <l+e
an
= |anie| < (+e)|anial, lanis| < (U+e)lanie] < (U +€)?lansl, -
k—1 _ N4k lans
= lansi] < (I +€)" ana| = +¢) M+ o)Vt
0

=:ic>
- |aN+k|1/(N+k) < (l +5) Cl/(N+k)
= Vn>N+2:|a,|"" < (I +e)c/" "= (1+¢)
= limsup |a,|"" <1 +e.
(*) n—00
Zu (*): Wihle Teilfolge mit |a,, |"/™ — limsup |a,|*/".

n—oo
|, | < (I +€) /™ = limsup |a,|Y™ = lim |ay,, |Y™ < lim (I +¢) /™ =1 +e.
N—00 k—oo k—o0
Also bewiesen: Ve > 0 : limsup |a,|"/™ < +e.
n—o0
= limsup |a,|"" < 1.
n—oo
Genauso lim inf |a,,|"/™ > lim inf |a"+1|.
n—oo n—oo |a'n| ]

8.21 Kriterium von Kummer: Sei (a,) Folge in K, Vn € N: a, # 0, (b,) Folge in R, Vn € N :

b, > 0, und sei
|an|

Dn = bn _bn+1-

|1l

1) liminfD, >0 = Zak konvergiert absolut.

n—00
k=1
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e} 1 [e.e]
2) ANeNVn>N:D,<0) A Z ™ divergiert = Z |ag| ist divergent.
k=1 " k=1

Beweis: 1) Wahle d € ]0,liminf D,[ = IN €NVn> N:D, >d.
n—oo
= Vn > N :bylay| — buii|anii1]| = Dy |ansa| > dlanyq] >0 (%)
Insbesondere Vn > N : b,|a,| > byy1|ansi|, d.h. (by]as|) ist monoton fallend und nach unten

beschrankt durch 0, also konvergent

n
Telesk i
= Z(bk\ak|—bk+1|ak+1|) s bilar| = boyilant| — bl\a1|—nl1_)ngobn|an|

k=1
n
= Z (bk|ak| — bk+1|ak+1|) ist konvergent. Vergleichskriterium < .
k=1 = Z |ag| ist konvergent.
() = lanir] < 5 (balan] ~ busrlania]) =
2) Sein> N.
D,<0 = bn!:—ﬂ —by1 <0 = bylania| < bugi|ans]
= bpiilani1] > bplan| > bprlan—1] ... > byiilan ]

= Vn > N :b,la,| > byyi]ansi| =: ¢ (¢ konstant beziiglich n)
= Vn>N:|an\2b£>O

[ee]
n Vergleichskriteri . .
o) 1 . [e’] c . erg elc:s>r| erium Z |ak| ist d|Vergent_
Z — div. = Z — div. 1
bk; bk; -

k=1 k=1

8.22 Kriterium von Raabe: Sei (a,) Folge in K, Vn € N: a, # 0, und sei

1) liminfD, >1 = Zak konvergiert absolut.

n—00
k=1

2) INeNVn>N:D,<1 = Z lak| ist divergent.
k=1

Beweis: Wende Kummer an mit b,, := n. Beachte

|ay] _ | @y _ — 1 _ s L
n< -1)=1 & o ‘anﬂ‘—(njtl)—o, Zb——zz—oo.

|an+1|
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8.4 Reihen mit positiven Summanden

8.23 Verdichtungskriterium von Cauchy: Sei (a,) monoton fallende Folge positiver Zahlen.

Dann:

o o
Z aj konvergent < Z 2" aor konvergent.
k=1 k=1

Beweis in Ubungen

8.24 Satz: Seien (a,), (b,) reelle Folgen mit

<3NENVn>N:an,bn>0) A lim & > 0.

n—oo n
Dann - -
Zak konvergent < Zbk konvergent.
k=1 k=1
. . . ap,
Beweis: Sei [ := lim —.
n—oo n
l [ n
Vorijberlegung:0<§<l<2l = EIN’ENVn>N’:§<Z—<2l
2 n
= Vn >max{N,N'}:0<a, <2lb, AN 0<b, < 7 0n-
) = > 2 Vergleichskriterium s
=" aj konvergent =- Z — ay konvergent = Zbk konvergent.
k=1 = ! brl=bn<Fan 3

o0

o0 o0

b 2

<7 b, konvergent = 21b;. konvergent ai konvergent
; k g ; k g (ol —ar <2 kz_; k g

Vergleichskriterium
=

S

(K —4k* —8\° = (1
8.25 Beispiel: Z (m) konvergent < Z (%) konvergent < s> 1.
k=1 k=1
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8.5 Das Produkt von Reihen

8.26 Voriiberlegung: Zur Berechnung des Produkts der Reihen Zak und

Produkte

Qo b(]
ay b(]
Q9 bo
as b(]
Qg bo

as by

summiert werden.

Qo bl
aq bl
a9 bl
as bl
ay bl

as bl

8.27 Definition: Die Reihe

3

k=0

Qag b2
aq b2
a9 bg
as bz
ay bg

as bg

k

> apjb;

J=0

)

Qo bg
ay bg
Q9 bg
as bg
Qg bg

as bs

heiBt Cauchy-Produkt der Reihen Z a und Z by..

k=0

k=0

Qo b4
aq b4
a9 b4
as b4
ay b4

as b4

k=0
Qag b5
ay b5
a9 b5
as b5
Qg b5

as bs

o0
E b, mussen alle
k=0

8.28 Satz (Mertens): Zak absolut konvergent und Zbk konvergent. Dann konvergiert das

k=0
Cauchy-Produkt, und fiir die Grenzwerte gilt

k=0
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Beweis: Sei s, := » by, s:= » b Damit

n k n on
DD abiy = YD by

k=0 j=0 =0 k=j

S

j=0  1=0

=Sn—j

n n
Za]- <3nfj — 8) +SZCLJ'
=0 =0
) n n
' Zan,k(sk—s)—l— SZQ]-
n—k
\kZO j=0

I
i
3

d

<.
Il

~~ - H_/—/
5 s 3520 a;=( 720 bk ) (Z520 a5)
Sei ¢ > 0 gegeben. Wahle N € N so, dass Vk > N : |sp — s| < %. Fir n > N folgt
22;‘:0 |aj]
n N
Yanw(si—s)| <Y lankl |si—s| + Z [ |8k—5|
k=0 k=0 ¥ k=N-+1

<maX{|ijs\:1<j<N} <€/22 Zo lasl

n

<l gyt 3 e

k=N+1
l:=n—k
max |s; — s Z |al|+—
k=n—1l 1<j<N
l=n—N

Waiahle N’ € N, so dass
€

o0
Vn>N’:Z|al| <
2 max |s; —s|

l=n 1<j<N

Firn > N + N’ gilt dannn — N > N’ und

8.29 Satz: Sind Z ay und Z by absolut konvergent, so ist das Cauchy-Produkt der beiden Reihen

k=0 k=0
absolut konvergent.

ook
Beweis: Z la|, Z |bx| absolut konvergent fetzteg Satz Z Z |ag| |bx—;| konvergent.
k=0 k=0 k=0 j=0 U



Analysis I, Wintersemester 2014/15, Seite 119

8.30 Beispiele: 1) Die komplexe Exponentialfunktion:
=z
e’ = kZE fiur z € C.
=0

Wir wissen: a) Reihe konvergiert absolut fiir jedes z € C (siehe 8.19).
b) Fiir z € R ist e* gleich dem Reihengrenzwert (siehe 7.34).
Fiir z,w € C folgt aus dem letzten Satz:

inom. Satz = 1
B :St Zg(z+w)k‘

— (-1)F . :
2 ist bedingt konvergent.
) kZ:O = g g

Cauchy-Produkt mit sich selber:

k ; k
—1) —1)k—J 1
cp = Z ( ) ( ) _ (_1)192 : : )
S VIFTVE=j+1 SVItIVE—j+1
Die Produktreihe > ¢ ist divergent:

2n 2n
1 1 n
’ _jzn\/j+1\/3n—j+1 _;\/Qn—l—l\/Qn—i—l 2n + 1

= (¢, — 0)
= ch ist divergent.
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9 Folgen und Reihen von Funktionen

9.1 Punktweise und gleichméiflige Konvergenz

9.1 Prinzip der GleichmaBigkeit: Sei P Menge. Eine Aussageform H(p) ist gleichmaBig erfiillt
beziiglich p € P, falls:

1) Vpe P: H(p),

2) Die Konstanten in H(p) hangen nicht von p € P ab.

9.2 Beispiel: Seien M;, My metrische Raume, f: My 2O D(f) — M.
f heiBt gleichmaBig stetig, falls

Ve > 036, > 0Vz € D(f) Vo' € D(f) : di(z,2') < 8. = do(f(x), f(2)) <e.

0. hangt nicht von = ab
f heiBt stetig, wenn

Vo € D(f) Ve >030. >0V € D(f) : di(z,2') < b = do(f(x), f(2)) <e.
0. kann von x abhdngen

Im Kontext von 9.1 entspricht dies: P = M, p = x und
H(z) & Ve>035. >0V € D(f) : di(z,2') < 6. = do(f(z), f(2)) <e.

Die Eigenschaft H(x) ist fir alle x € M erfiillt. Bei der gleichmaBigen Konvergenz hangt §. nicht

von z ab.
9.3 Definition: Sei (M, d) metrischer Raum, a : N x P — M eine Folge in M, die von p € P
abhingt: (an(p))neN, und u: P — M.

1) (an(p)) heiBt punktweise konvergent gegen u(p), falls

Vp e PVe>03N., e NVn> N, :d(an(p),u(p)) <e.

2) (an(p)) heiBt auf P gleichmaBig konvergent gegen u(p), falls

Ve >03N. e NVn > N, Vp € P:d(a,(p),u(p)) <e.
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9.4 Beispiel: a,(x) = 2", x € [0, 1]:
{ 0 fiirze0,1],

an(@) = ale) = 1 firz=1

punktweise.

Kann (a,(z)) gleichmaBig konvergieren?
Falls a,(z) — v(z) gleichmaBig, dann auch punktweise = v(z) = u(x)

(an(x)) konvergiert nicht gleichmaBig gegen u(x), denn sei ¢ > 0 und = < 1:

lan(z) —u(z) < & |2"—0] <e.
——

—1 fir c—1-0 %
Aber a,,(z) — u(z) gleichmiBig auf [0, 5], denn

x 1\" 1
|an(2) —u(z)] < e & 2" <& «= (5) <€fiirn>1n—§.

2

9.5 Satz: Sei (M, d) metrischer Raum, a : N x P — M, u: P — M. Dann

an(p) — u(p) fir n — oo gleichmaBig beziiglich p € P < lim (sup d(an(p),u(p))> =0.

n—oo peP

Beweis: "=": Seie >0 = IN.j» Vn > N.j» Vp € P :d(an(p),u(p)) <

= suppcp d(an(p)u(p)) <5<e

IR

"< Seie >0 = IN.Vn > N.:sup d(an(p),u(p)) <e
peP

J/

-~

= VpEP:d(an(p),u(p))<e ]

9.6 Zum Beispiel 9.4:

sup |an(z) — u(z)| > sup [z"| =1 = keine gleichmaBige Konvergenz auf [0, 1].
z€0,1] 2€[0,1]

1 n
sup |an(z) —u(z)| = sup |2"]= (—) — 0 = gleichmaBige Konvergenz auf [0, 3.
2€[0,1/2] 2€[0,1/2) 2
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9.7 Veranschaulichung: Seien f, f, :RDO D — R:

falz) — f(x) gleichmaBig auf D < Ve >03dN. e NVn > N. Vx € D : ]fn(:v) — f(:v)| <e

At A0 ‘f“‘ “Ec&fﬁ‘moﬁ f rm,wx\:'

oyl von.

(e o> N éif,cr‘v;r\

9.8 Bemerkung: Direkt aus der Definition folgt:

a,(p) — u(p) gleichmaBig auf P = a,(p) — u(p) punktweise fiir p € P

9.9 Stetigkeit der Metrik: Sei M metrischer Raum, a,, — a und b, — b in M. Dann

d(a,b) = lim d(ay,b,).

n—oo

Beweis:
A-Ungl. in R
|d(an7 bn) - d(aa b)l < ’d(ana bn) - d(bn7 (I)’ + |d(bna CL) - d(aa b)l
A-Ungl. nach unten fiir d
< d(an,a) + d(b,, a)
— 0

9.10 Kriterium von Cauchy: Sei (M, d) vollstindiger metrischer Raum, a : N x P — M. Dann

sind aquivalent:

(i) (an(p))neN gleichmaBig konvergent auf P,

(i) Ve >03IN. e NVm,n> N, Vpe P: d(an(p),am(p)) <e

Beweis: "=": Sei v : P — M die Grenzfunktion und € > 0.

(i) = IN.Vn> N.Vpe P:d(a,(p),ulp)) <%
= Vm,n > N, Vp € P :d(an(p),an(p)) A-ggl' d(am(p), u(p)) + d(u, an(p)) <e.



Analysis I, Wintersemester 2014/15, Seite 123

7<«": Sei zunachst p € P fest gewahlt.
(i) = (an(p))neN ist Cauchy-Folge in M M velgandie konvergent.
Setze u(p) := lim a,(p) fir p € P.
Nun sei p € Pn\;?ioabel.
Seie >0 gﬁ dN. e NVm,n > N, Vp € P: d(an(p), anm(p) ) <<
——

2
—u(p) fiir m—oo
9.9 . €
= VYn>N.VpeP: d(an(p),u(p)) = nll_lgo d(an(p),am(p)) < 5 <e. 0

9.11 Definition: Sei a : N x P — K eine Folge in K, die von p € P abhangt.

Die Reihe Z ai(p) heiBt punktweise/gleichmaBig konvergent auf P, falls die Teilsummenfolge
k=1

n

(sn(p))neN punktweise /gleichmaBig auf P konvergiert (s,(p) = Z ax(p)).
k=1

9.12 Kriterium von Cauchy: Sei a : N x P — K eine Folge in K, die von p € P abhangt. Dann

sind aquivalent:

(i) Die Reihe Zak(p) ist gleichmaBig konvergent auf P.
k=1

m

> a(p)

k=n

(i) Ve >0 3N, >0Vm,n> N.Vpe P: <e.

Beweis: Zak(p) = }sm(p) — sn_l(p)} = d(sm(p), 5n-1(p)). Anwendung von 9.10 (beachte: R,

k=n
C sind vollstandig. 0

9.13 Majorantenkriterium von WeierstraB: Seien o : N x P — K und (b,,) Folgen in K. Gilt

<EIN eNVn>NVpeP: }an(p)‘ < bn> A Z b, konvergent,
k=0

so ist Z ar(p) gleichmaBig konvergent auf P. Die Folge (b,) heiBt Majorante fiir (an(p)).
k=1

< Z }ak(p)} < Zbk < e fir m,n > N, und m,n > N. Dann 9.12.
k=n k=n

m

Z ak(p)

k=n

Beweis:

g
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9.14 Beispiel: Betrachte Zxk Fiir jedes feste ¢ €10, 1] gilt
k=0

(‘v’n eENVzr €[—qq]:|z" < q") A qu konvergiert.
k=0
Nk . 1
Also ist Zx auf [—q, ¢| gleichmaBig konvergent (gegen 1 ).
-z
k=0

Genauso folgt: Zsin(k;x) 2* ist gleichmaBig konvergent auf [—g, q].
k=0

9.2 Vertauschen von Grenzwerten

9.15 Beispiel: Doppelfolgen:
n

1

pp=——"—: lima,, = -
L+n-p nooo p = lim ( lim an,p) = lim ( lim an,p)

p—o0
- I 1
Onp =7+ M ay, =
L+n+p oo = lim ( lim a,,) # lim ( lim a,,)
lim np = 0 p—00  N—00 n—00  p—0o0

pP—00

9.16 Satz: Sei M vollstandiger metrischer Raum, a : N x N — M, u,v : N — M und
anp — up  flir n — oo gleichmaBig beziiglich p € N,
anp — v,  flr p — oo punktweise fiir n € N.

Dann konvergieren (u,) fiir p — oo, (v,) fiir n — oo, und es gilt

lim u, = lim v, bzw. lim ( lim anp) = lim ( lim anp).
P—00 n—+00 p—00 “n—oo n—oo \p—oo

( M vols;éndig (

Beweis: 1) Zeige: (u,) ist Cauchy-Folge. u,) konvergent.)

Es gilt:
A-Ungl.
d(up,ug) < d(tp, anp) + d(anp, ang) + d(an,g, ug).
Sei ¢ > 0.
(x) = IN eNmitVp e P:d(any, upy) < Z

(¥x) = (an,p)pen ist Cauchy-Folge = IP. €e NVp,q > P. : d(anyp, ang) <

DO ™

€ £ €
= Vp>Pd(up,uq)<Z+§+Z:€

2) Seiwu:= lim u,, € > 0. Zeige: v,, — w.
pP—00
«) = AN.eNVn>N.Vpe P:dlan,,u,) < %
2 Yn > N.: d(vp,w) = lim d(ay,p, u,y) < .
p—00 ’ 2
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9.17 Satz: Sei M metrischer Raum, a : N X N — M, u,v : N — M, und es gelten (%), (x*) und
(up)pen konvergiert Vv (vy,)nen konvergiert.

Dann folgt ().

Beweis: 1) Es sei (u,) konvergent. Dann beweist Teil 2) des vorigen Beweises die Giiltigkeit von

2) Sei (v,) konvergent, v := lim v,, € > 0. Es gilt
n—oo

d(up, v) < d(up, anp) + d(anp, vy) + d(v,, v).

(%) A v, > v = EINGNVpEP:d(up,aN7p)<§ A d(vN,v)<§
(x%) = 3P. € NVp > P. : d(any,vN) <§
e € ¢
:>Vp>P5d(up,v)<§+§+§:5 |:|

9.18 Satz: M;, M, metrische Rdume, M, vollstandig, f, : M1 2 D — M,, £ € H(D). Gilt

1) fu(z) = @(x) fiir n — oo gleichmaBig auf D und

2) YneN: lirré fn(z) = a, existiert,
T—r

so existeren die Grenzwerte lim a,, lim ¢(x), und es gilt
n—o00 ¢

limp(z) = lim @, bzw. lim ( lim f,(z)) = lim (lim f,(z))

T—E€ n—00 z—€ " n—o0 n—oo " z—¢

Beweis: Sei (z,) in D mit z, — &, x, # &.

Zeige: lim ¢(x,) existiert und ist unabhangig von ().
p—o0

Setze ¢y, = fu(z,). Dann

1) = cup — p(z,) fiir n — oo gleichmaBig beziiglich p € N.
~———

=up

2) = c¢pp — a, fir p— oo punktweise fiir n € N.
~—

=Un
9.16 = lim ¢(x,) = lim a, .
p—00 n— 00
unabhingig von (xp)

Da die Folge (z,) beliebig war, folgt lin% o(r) = lim a,. 0
T—

n—oo
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9.3 Eigenschaften der Grenzfunktion

9.19 Satz: Seien M, My metrische Raume, f, : My O D — M, stetig und f,(z) — @(z) fir
n — oo gleichmaBig auf D. Dann ist ¢ : D — M, stetig.

Beweis: Sei 2y € D. Zeige lim ¢(x) = ¢(x¢) =Y  stetig in .
T—T0

Sei (x,) in D mit z, = %o, T, # To. Setze ¢, := fn(x,). Dann

o fu(x) = ¢(z) gleichmaBig auf D = ¢, , — ¢(x,) fiir n — oo gleichmaBig beziiglich p € N,
o Vn: f, stetig = ¢, — fu(xo) fiir p — oo punktweise fiir n € N.

o fu(zo) = (o) fiir n — 0.

917 = lim o(x,) = lim (lim c,) = lim (lim c,p) = lim f(z0) = (o).

(zp) beliebi .
=" lim o(z) = (o). 0

T—TQ

9.20 Satz: Seien f, : K D D — K stetig und Z fr(x) gleichmaBig konvergent auf D. Dann ist
k=1

f(x) = ifn(x) stetig auf D.
k=1

n

Beweis: Vn € N: s,(z) = Z fr(z) ist stetig (endliche Summe stetiger Funktionen).
k=1

ka(x) gleichmaBig konvergent < (sn(x)) gleichmaBig konvergent
k=1

9.19 = g fr(z) = lim s,(x) ist stetig.
n—o0
k=1

o0 k
9.21 Beispiel: f:C — C: 25 ¢ = % ist stetig:
k=0

Letzter Satz ist nicht direkt anwendbar, da die Reihe auf C nicht gleichmaBig konvergiert: Fiir
z=R>0und n,m € N gilt
z=R R"

> — = oo fur R — oo.
n!

Betrachte f’BR(O) fiir festes R > 0. Dann

Zk

k!

Rk

° VZEBR(O) Sﬁ,
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o Z P ist konvergent (= ef).
k=0

9.20

ok
WeierstraB = Z % ist gleichmaBig konvergent auf Bg(0).
k=0 = [ ist stetig auf Bg(0).

Z7 . .
VneN:z— o ist stetig.

0
2o innerer Punkt von Br(0) = f stetig in 2.

Sei nun zy € C. Wahle R > |z|. = f‘BR( ) ist stetig in 2.

= z — €[ ist stetig auf C.

9.22 Satz: Sei f, :|a,b[ — R differenzierbar, f/(z) — g(z) fir n — oo gleichmaBig auf |a,b[,
und 3zg € ]a,b[: (fa(zo)) ist konvergent. Dann:

1) (fa(x)) konvergiert gleichmiBig auf ]a,b[ und

2) f:la, b= R:z— lim f,(x) ist differenzierbar auf |a,b[, und es gilt f' = g, d.h.

n—o0

(lim fn>/(x) = lim f'(z).

n—oo n—o0

Beweis: 1) Voriiberlegung: Fiir x € ]a, b[ \{zo} und m,n € N gilt nach dem Mittelwertsatz der

Differentialrechnung

5t e o of s L= @ = Un 2 ) _ g gy

bzw. fu(x) = fun(@) = (fu(@o) = fin(w0)) = (x — 20) (f1(&) = f(&))-

Die letzte Gleichung gilt auch fiir x = zy mit beliebigem £ € ]a, 0] .
2) Fiir z €a, b[ folgt

= |v — x| }fé(g) - fyln(f)’ + }fn(%) - fm(%)}

Sei nun € > 0. Wahle N € N, so dass

A | fa(0) = fn(wo)] <

[N Q)

Vm,n > N : mil]lal?b[ | (@) = fr(@)] < 2(b— a)

3 e € €
= Vn,m > N Vz €]a,b[: |fu(z) — fu(2)] <\x—x0|m+§<§+§:5_
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3) Seix €la,b| fest, (x,) Folge in |a,b[ \{z} mit z, — =.
Zeige lim M = lim f/(z) = lim M = lim f/(z)
pP—00 :L‘p n—00 ' —x xr —x n—o0

Setze
c _ fa(zp) — falz)
e T, —x '

Dann gilt

Cnp — Jlay) = /(@) fir n — oo gleichmaBig auf |a, [,
Tp — T N————

noch zu zeigen

Cnp —  fi(x) fir p — oo punktweise fiir n € N.

9.16 = lim M = lim ( lim cnp) = lim (hm cnp)

p—00 Tp — T p—00 " NM—00 n—00  p—0o0

= lim fi(2) = g(z)
Die Folge (z,) war beliebig und der Grenzwert g(x) ist unabhéngig von der Folge
= f ist in x differenzierbar mit f'(x) = g(x).

4) Zur gleichmaBigen Konvergenz von ¢, ,:

fo(wp) = fu(x) — fn(2p) = frn()

Ty — X Ty — X

|cnp — Cmpl

p p

Falp) = fn(y) = (fal) = fin(2)) ’

Tp — T

Mittelwertsatz ‘f gp (fp) ‘

Differentialrechnung

< sup |f1(€) — f1.(8)]

£€}a b

J

~
unabhdngig von p
< e flir m,n > N..

9.23 Satz: Sei f, :]a,b] — R differenzierbar. Konvergiert die Reihe ka(x) in einem Punkt
k=0

xo € ]a,b], und konvergiert die Reihe Z fr.(x) gleichmaBig auf ]a, b[, dann:

k=0

1) ka(a:) konvergiert gleichmaBig auf ]a,b[ und

2) f(z Z fr(x) ist differenzierbar, und es gilt

k=0

k=0 k=0
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Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt fiir s, (z) = Z fr(x)

e (su(z0)) ist konvergent,

e s, ist differenzierbar und (s;,(x)), _, konvergiert gleichmaBig auf Ja, b[.

Nach letztem Satz: s, (z) — s(x) = Z Jx(z) gleichmaBig auf |a, b[, s ist differenzierbar und

§'(x) = le s le Zf if (x).
k=0

9.4 Potenzreihen

9.24 Definition: Sei zy € C und (a,,) eine komplexe Folge. Dann heiBt Zak(z — )" Potenz-

k=0
reihe um z; mit den Koeffizienten a,,.

Falls zy € R, (a,) reelle Folge und nur z € R betrachtet werden, heiBt die Potenzreihe reell.

o0

9.25 Satz: Sei Z ar (z — 2)" gegeben.

k=0

1) Es gibt eine eindeutig bestimmte GroBe R € [0, oo[ U{o0}, so dass fiir z € C gilt:

= . absolut konvergent falls |z — zy| < R,
Z a, (z — 2 _
divergent falls |z — 29| > R.

(Firr |z — 20| = R kann alles passieren.) R heift Konvergenzradius der Potenzreihe.

2) Formel von Cauchy-Hadamard: Es gilt

1

lim sup |ay,|
n—oo

1/n’

wobei im Fall lim sup |a,|"/™ = 0 R = oo und im Fall limsup |a,|"" = co R = 0 zu setzen

n—o0 n—oo

ist.
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Beweis: Wende das Wurzelkriterium an:

1/n

1) Falls limsup |a,|"'™ < oo: Fiir z € C gilt

n—oo

lim sup |an(z — 20)"|"™ = limsup |a,|"/"|z — z|
n—oo n—o0

absolute Konvergenz falls |z — 2| - limsup |a,|"/" < 1
— . 'n—ﬂn .
Divergenz falls |z — zo| - lim sup |a,,| "1
n—oo

1/n

2) Falls limsup |a,|"" = oo: Fiir z # 2z gilt

n—o0

lim sup |an(z — 20)" "™ = limsup |a,|"/"|z — 2| = o0
n—o0 n—oo

= Divergenz fiir alle z € C\ {20}.

1
existiert = R = ———— (siehe 8.20).
. An+1
lim

n—00 | Uy

9.26 Bemerkung: 1) lim

n—oo

7

o
2) Sei z; € C, so dass Zak (21 — 20)F konvergiert
k=0
= Konvergenzradius R > |z — 2|

oo
= VzeC:|z— 2| <z — 2| = Zak (z — 2)¥ ist absolut konvergent.
k=0

Sei z; € C, so dass Zak (21 — 20)F divergiert

k=0
00

= Konvergenzradius R < |z — 2], Zak (2 — 20)" divergiert fiir [z — 29| > |21 — 20|.

k=0
9.27 Beispiele: 1) Z a ! = |dnt SN 0= R
. ISPI . — Ay = — — = 0.
P k! n! ay, n+1
2) Y K (z—1)f: a=n" = G| ™ -1 = R=1

= absolute Konvergenz fiir |z —i| < 1, Divergenz fiir |z —i| > 1.

|z—i=1 = |[n?*(z—-1)"=n*>—> o0
Nullfolgkriterium Divergenz fiir |z —i| = 1.

1)2 1

ok on .
3) > Se-1fa=5 = ‘a“

k2 n? an, n?
1 2" 1 Vergleichskriteri
lz—1== = |S(-D" == "= absolute Konvergenz.
2 n? n?

1
= absolute Konvergenz fiir |z — 1| < 5 Divergenz fiir |z — 1| > 5
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2 d
4)§j@+«4wk%:@%u={ et S R=g

4, n gerade

1\
(5) n ungel’ade, Nullfolgekriterium .
= Divergenz.

|4=%%@+PDW%ﬂ={

1 n gerade

A~ =

1
Also: Absolute Konvergenz fiir |z| < T Divergenz fiir |z| >

9.28 Satz: Sei Z ar, (z — 2)* gegeben mit Konvergenzradius R > 0. Dann
k=0

Vr €10, R[: Zak (z — 29)" ist gleichmaBig konvergent auf B, (z).
k=0

Beweis: Beachte: Wahle z; mit |2y — 2| =7 = Zak (21 — 20)¥ ist absolut konvergent
kO:OO
= Z |lag| ¥ ist konvergent.
k=0
Fiir z € B.(2) gilt Yn € N : |a,(z — 20)"| < |an|r".
o
WeterstrafKriterium Z ar (z — 2)" ist gleichmaBig konvergent auf B,(z).
— |
k=0

9.29 Satz: Sei f(z) = Zak (z — 2)" gegeben mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f stetig
k=0
(auf ganz Br(z)).

Beweis: Sei z; € Br(zp). Wahle r € |0, R[, so dass z; € B,(z).

Z ar, (z — 2)* gleichmaBig konvergent auf B,(z)
k=0
Vn e N: 2z a,z2" ist stetig

2y innerer Punkt von B,.(z) und B, (z9) C Bgr(zy) = f ist stetig in z;. O

= f]BT(ZO) ist stetig.
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9.30 Identitdtssatz: Seien f(z) = Zak (z — 2)", 2z € Br(z) und g(z Zbk z — z)F,

k=0
z € Br/(z) mit R, R’ > 0. Existiert eine Folge (z,) mit
Zn — 20, ANV €Nz, # 20 N f(z) = g(zn),

so folgt Vn € N: a, =0, bzw. f = g.

Insbesondere: Jede Funktion ist auf hochstens eine Weise als Potenzreihe um zq darstellbar.

Beweis: O.B.d.A. z5 = 0.

o0

Setze h(z) := f(2) — g(2) = Z(ak — by) 2" fiir z € Bge(0) mit R” := min{R, R’} > 0.
k=0
= h ist stetig und Vn € N : h(z,) = 0.

Zeige a,, = b,, durch Induktion nach m:
Induktionsanfang m = 0: ap — by = h(0) = lim A(z,) = 0.
n—oo
Induktionsschritt: Es sei ag = by, ..., a, = by, bereits bewiesen (Induktionsvoraussetzung).

Zeige i1 = byt

h(z) Ind.:vor. Z (ak . bk)Zk
k=m+1
= h(z) = i (ar, — b )zk’m’l ist stetig auf Br~(0), da Potenzreihe
il k k g R ' :
k=m+1

9.31 Multiplikation: Seien

= Zak (z — 2)F fiir € Br(z), g(2) = Zbk (z — 20)F fiir 2 € Bpi(20),
k=0 k=0

R, R’ > 0. Dann gilt wenigstens fiir z € Br/(zy) mit R” := min{R, R'}:

f(=) - g( Z(Zaybk J) (2 = 20",

k=0

Insbesondere ist der Konvergenzradius der letzten Reihe mindestens R”.

Beweis: f(z), g(z) sind absolut konvergent fiir |z — zo| < R”. Cauchy-Produkt

oo k 00 k
8.28 = f(z ZZCL] z—zojbk](z—zo)kj = Z(Z—Zo)kzajbk—j~
k=0 j=0 k=0 §=0
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9.5 Reelle Potenzreihen

9.32 Bemerkung: Reelle Potenzreihen sind komplexe Potenzreihen (mit reellen Koeffizienten), de-

ren Definitionsbereich auf R eingeschrankt ist. Der Konvergenzkreis wird zu einem Konvergenz-

1
intervall: Mit R = ———— gilt:
lim sup |a,, |'/"
n—o0
> L |z — R, 2o + R| absolut konvergent,
Zak (x — x0)" ist auf _
— | — 00,9 — R[U ]xg + R, 00| divergent.
Die Satze des letzten Abschnittes gelten entsprechend. Z.B.
€|0,R[ = Zak (z — x0)" ist gleichmaBig konvergent auf Jag — r, 29 + 7.
k=0

9.33 Satz: Sei f(z) = Zak (z — x0)* fiir  €]2zo — R, 1 + R[ mit Konvergenzradius R > 0.

k=0
Dann:

1) Z kay (x — x0)"" hat denselben Konvergenzradius R.
k=1

2) f ist differenzierbar, und es gilt

= Zkak (z — x0)* ! fiir v € Jog — R, 20 + RJ.
3) f ist beliebig oft differenzierbar (auf |zo — R, zo + R[).

1/n 1/n 1/n 1/n

Beweis: 1) limsup|na,|’" =limsupn’/"|a,|”’" = limsup |a,|”" und

n—o0 n—o0 n—oo

Z kag(z — 20)"" konvergiert < Z kay(z — x0)" konvergiert.
k=0

2) Zu r €|xyg — R, x0+R[ wiahle r €0, R[ mit z € I, :=|xg — r,x0 + 1] .
Zak T — xo) ¥ und Z kag (x — a:o !sind gleichmaBig beide konvergent auf I,.

/ [e.9]
— (Zak (:c—xo)k> 9‘:32(% :c—a:o Zkak T — xo) =1 auf I,.
k=0 k=0
3) Wende 2) iterativ an (vollstandige Induktion). 0

9.34 Beispiel: Fir —1 <z < 1:

o (o] (o] /
kak = kaxk_l 933 x(Z:ﬁ“) =
= k=1

k=0
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9.35 Bemerkung: Satz 9.33 gilt auch fiir komplexe Ableitung komplexer Potenzreihen (spater).

9.36 Satz: Sei f(z) = Zak (z — x0)* fiir v € )vo — R, 10 + R[, R > 0. Dann:
k=0

VneNp:a, = % bzw. f(z) = i 10 o) (z — x0)".

D.h.: Die Potenzreihe stimmt mit der Taylorreihe iiberein. Insbesondere konvergiert die Taylorreihe
auf |xg — R, o + R[ gegen f.

Beweis: fl(x) = i kay, (x — x0)F*
f(x) = k(k —1)ay (x — z0)" 2
k=2

S k(k—=1)--(k—n+1)ap (x—0)"

N————
=0 flirz =2zpund k >n
= fW(z) = nn—1)---n—n+1a, = nla,. O
9.37 Abelscher Grenzwertsatz: Sei f(z ZCLM fir -1 <z < 1 ( . st Zak
k=0
konvergent, so gilt
. . ko . k
kz hmf bzw. glcl_)n%kz%akx = kz;glcl_%(akx)

Beweis: 1) Spezielle Darstellung von f:
Sei s, == Zak, s_1:=0 = VEeNy:a, =5, — Sp_1.

k=0
Fir |z] <1 gilt

n n n n—1 n—1
Zakxk = Z(Sk — sp_q)zt = Zskxk — Zskxkﬂ = (1 —x)Zskxk + 5, 2"
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 _,OE’,:,OO
o0
= f(z)=(1 —x)Zskxk.
k=0
o
2) Spezielle Darstellung von s := Zak:
k=0

s =s(1 —:E)Zl‘k fir |z < 1.
k=0
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3) Eigentlicher Beweis: Sei ¢ > 0. Zeige: 30 > 0 Vz € |1 — §,1]: }f(:z:) — 3’ <e.
Wihle N. € N mit Vo > N, : |s, — s| < %
Fir 0 <z <1 gilt

lf(x)—s| = [(1—-x) Zskx —s(l—x) Zxk
k=0

< (1—;1:)Z|sk—s|
k=0
N¢ fee)

= (1—$)Z|Sk—8| ¥ 4+(1 - 1) Z lsp — s| x
k=0 <1 k=Nl T
N c 0

< (1—x)2|sk—s|+(l—x)ézxk
k=0 k=0

Wihle § := c  Fir z €]1 — 4, 1[ folgt

QZkNio ‘Sk - 5‘

Ne
3
_ 5 — g
@)=l < 53l sl +5 =

L DM e D
9.38 Beispiel: ; = xglln(]; = xgrlrioln(l +x)=1In2.

[e'9) 9] © k
9.39 Satz: Sind Zak, Zbk und das Cauchy-Produkt ZZaj bi—; konvergent, so gilt

k=0 k=0 k=0 j=0
9] 9] © k
(Z CLk> . (Z bk> = Z Z 7] bk,]’.
k=0 k=0 k=0 j=0

Beweis: Setze

)= Zakxk, g(x) = Zbkxk,
k=0 k=0

k=
9.26, 2) = Alle drei Potenzreihen haben Konvergenzradius R > 1
931 = f(z) g(x) =h(x) fir -1 <z < 1.
Mit dem Abelschen Grenzwertsatz folgt

© k
(Z ) (Z%) = lim f(2) -g(z) = limh(z) = Zzajbk—j'

k=0

i (zk: a; bk_j) "

0 \j=0
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9.40 Ausblick: Summierung divergenter Reihen: Sei Zak gegeben, f(z) == Zak z¥ habe

k=0
Konvergenzradius R = 1, und es existiere lim f(x). Dann kann man
z—1
Zak = :IEE f(x)
k=0

[e o]

setzen, auch wenn Zak divergiert. Der Abelsche Grenzwertsatz garantiert, dass fiir konvergente

=0
Reihen derselbe Wert wie beim normalen Grenzwert herauskommt.

> - 1 > 1 1
Z.B.: Y () EomEere = Y (=1)F =i — -

- — — 1
E(—q)k 234 m——r =z
2 k) 5 o Z LT

k=

9.6 Spezielle Funktionen

0k
9.41 Definition: e’ = Z Z— fir z € C,
k=0
sinz = i ﬂ 2R fir 2 € C
: ; ,
pare (2k + 1)!
o i (_1)k 2k fir e C
cosz = )] z ur z )

9.42 Bemerkung: Alle drei Potenzreihen haben Konvergenzradius R = oo.

1 k
Z.B. fiir die Sinus-Reihe: Betrachte Z ka.

2k +1)!
any1| @+ 1
a: B '(271—1—3)!'  (2n+2)(2n+3) -0

= R = 0o, Konvergenz fiir alle w € C

2k +1)!

00 1 k
= sinz =z [Z %wk] ist konvergent fiir alle z € C, also R = oo
k=0 ’ w=z

9.43 Eigenschaften: 1) Alle drei Funktionen sind stetig auf C (siehe 9.29).
2) Fiir z = z € R stimmen die Reihen mit den reellen Taylorreihen iiberein.
1
3) Vz,we C:e*™ =e*- e, insbesondere gilt e = — (vgl. 8.30).
eZ

4) Vz e C:sin(—z) = —sinz A cos(—z) = cos z.
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5) Vz e C: e =cosz +isinz (Eulersche Formel), denn

. — 1 k 2k . k_2k+1 < (iz)* ;
= 1 Jr = _— pr— 12
cosz +isin z Z(Zk) —i—Z 2k:+1 ) 2 Z X e,
k=0 :(lz)Qk (lz)2k+1 =0
bzw. . . . .
el? L eiz elz _ pg—iz )
—————— =cosz, —————— =sinz.
2 2i

Insbesondere gilt die Formel von Moivre:
(cosz +isinz)" = ()" = '™ = cos(nz) + isin(nz) fir n € N.
6) Vze C:sin?z+cos?z = 1.

L ) el _ o—iz 2 el | iz 2 e2iz _ 9 4 o=2r g2z 4 9 4 o2
sin“z+4+cos“z = | ————— | +| ———— = + = 1.
1

2 2 —4 4

7) Additionstheoreme: sin(z; + z2) = sin z; - cos z5 + €os z; - sin 2y,

cos(z1 + z2) = €OS 21 - COS z5 — sin 21 - sin 2y

eizl —|—e_i21 eizg —|—e_i22 ei(zl+22) +e—i(21+zz) —|—ei(zl_z2) —|—e(22_zl)
COSZ] - COSzy = . =
2 2 4
eizl _ e*izl eizz _ efiZQ ei(Z1+Z2) + efi(Z1+Z2) _ ei(Zl*ZQ) _ e(zzle)
sinzj -sinzy = . =
2 2 4
ei(zl+22) +e—i(21+zz)
= OS2 -COSZy —sinz; -sinzy, = 5 = cos(z1 + 22).

8) Aus sin(z 4 27) = sinx, cos(x + 2m) = cosz fiir z € R folgt:

a) e?™ = cos(27) +isin(27) = cos(0) +isin(0) =1,
b) Vze C:e*™?™ = ¢? . ¥ = ¢”: Die Exponentialfunktion hat die Periode 27i.
c) VzeC:sin(z+2m) =sinz A cos(z+ 2m) = cos z:

Additionstheoreme: sin(z + 27i) = sin z - cos(27) + cos z - sin(27) = sin 2

9) Warnung: sin(z), cos(z) sind nicht beschrénkt: sin(iz) = & (e —e”).

——o0 fiir z—00
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