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Losungsvorschlag zur Kurzklausur 2

Im Folgenden finden Sie Losungsvorschlige zu den Aufgaben der Kurzklausur 2 vom 21.11.2014. Am
rechten Rand sind die Teilpunkte, welche fiir die jeweiligen Losungsschritte vorgesehen sind rot gekenn-
zeichnet. Grau sind Teilpunkte fiir alternative Losungsschritte.

Aufgabe 2.1. (3 Punkte)

(a) Geben Sie die Definition einer Cauchyfolge in einem geordneten Kérper an.
(b) Seien (a;)nen, (bn)nen Cauchyfolgen. Zeigen Sie, dass dann auch
(an + bn)nen

eine Cauchyfolge ist.

Losungsvorschlag:

(a) Nachfolgend finden Sie die Definition einer Cauchyfolge wie in der Vorlesung angegeben:
Sei (K, <) ein geordneter Korper. Eine Folge (an,)nen in K heifit Cauchyfolge, falls
Ve>0dN. e NVn,m > N.: |a, — an| < €.

(b) Seie > 0 gegeben. Da (ay,)nen eine Cauchyfolge ist, finden wir ein Ng(a> € N, sodass
lan, — am| < €/2
) gilt. Genauso finden wir ein Ng(b) € N sodass

by, — | < /2

fiir alle 7, m > N.°

fiir alle n,m > Ng(b) erfiillt ist. Setzen wir nun
N, :=max {N¥ N®},

so gilt fiir alle n,m > N., dass

A-Ungl.
|an+bn*(am+bm)|:|an*am+bn*b7n| S ‘an*am|+|bn7bm|

<e/2+e/2=¢.
D.h. (an + bp)nen ist ebenfalls eine Cauchyfolge.

Aufgabe 2.2. (2 Punkte)

Es ist
1
lim — =0. (1)

n—oo N
Berechnen Sie allein unter Verwendung dieses Grenzwertes und der Grenzwertsitze den Grenzwert
der Folge (c;,)nen mit
on
2402’
Geben Sie dabei in jedem Schritt an welchen der Satze Sie gerade verwenden.
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Man beachte zu dieser Aufgabe auch die Hinweise:
Hinweise zu Aufgabe 2.2.

Folgende Grenzwertsitze sowie ihre Bezeichnungen kdonnen bei der Bearbeitung von Aufgabe 2.2.
verwendet werden:

Seien (a,)neny und (b,)nen konvergente Folgen mit Grenzwerten

lim a, = a, lim b, =b.
n—r oo n—roo

Dann konvergieren auch (a,, £ b,,),en und (a,, - by)nen, wobei

lim (a, £b,) =a=+b, (2)
n—oo
nh_>1rgo (an -bp)=a-b. (3)

Ist zus&tzlich b # 0, so konvergiert die Folge (c;,),cy mit

- Z—:, falls b,, # 0
) 0, falls b, =0

gegen den Grenzwert a/b, d.h.

a
lim ¢, = 2. 4
im ¢ 5 (4)

n—oo

Loésungsvorschlag:

Es werden nur dann Punkte vergeben, wenn explizit angegeben wurde welchen der Grenzwertsidtze man
im jeweiligen Teilschritt verwendet hat.

Wir formen die gegebene Folge um indem wir im Zihler und Nenner ein n? kiirzen, es ist

1
n 4

n
Z+1

= 2+n2 =

Cn

fiir alle n € N. Nun konnen wir mit Hilfe von (1) und der Grenzwertsétze den Grenzwert schrittweise
berechnen:
Mit Hilfe von (1) und (3) erhalten wir zunéchst

N I 1\® ([, 1 N ) _
d =t (5 n) @ () (Jm ) @oo=o0 ®)
Damit folgt aus (2), dass
.2 1 1Y@ . 1 .1 B
= Jim () @ i+ iy @ oo ©
Daraus lésst sich wiederum der Grenzwert des Zihlers berechnen, es ist

. 2 @ . 2 (6) _
nlgr;o<n2+l)—nll_>néon?+1—0+1—l. (7

Dieser Grenzwert ist nicht Null, d.h. wir kénnen (4) verwenden um letztendlich den Grenzwert von
(¢n)nen zu berechnen:

1
lim ¢, = lim

@ limpoee 1m0
n S L =’ - =0.
n—00 n—00 % +1 lim,, oo (% + 1) 1

Alternativ kann man bei (6) auch die Aussage (3) verwenden, d.h.
2 3 IO

Jim oz =2 i oy = 2e0=0



