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Priifungsklausur — Analysis I (WS 2014/15)

Termin: 01.06.2015

Hinweise: Losen Sie bitte jede der Aufgaben auf einem neuen Blatt.
Alle nicht in der Vorlesung behandelten Sachverhalte sind zu beweisen,
Losungsschritte entsprechend zu begriinden. Verwendete Sétze sind zu be-
nennen.
Am Ende der Klausur alle Losungsbldtter in das Umschlagblatt einlegen.

Hilfsmittel: keine

Bearbeitungszeit: 120 min

Name: Matrikel-Nr.:
Punkte:
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Aufgabe 1. (6 Punkte)
Gegeben sind nichtleere Mengen A, B,C' C R.

(a) Geben Sie die Definition einer unteren Schranke K fiir A an.
(b) Geben Sie die Definition des Infimums inf(A) an.

(c) Beweisen Sie: Sind B und C nach unten beschrénkt, dann ist auch
D:={z+y:2€B AN ye(C}

nach unten beschrinkt, und es gilt inf(D) = inf(B) + inf(C).

Loésung 1.

(a) Eine Zahl K € R ist untere Schranke an eine Menge A genau dann, wenn fiir alle x € A gilt,
dass ¢ > K.

(b) Wir betrachten die Menge
M :={K € R : K ist untere Schranke an A} @

der unteren Schranken an A. Diese besitzt laut einem Satz der Vorlesung ein Maximum. Das
Infimum inf A von A ist nun definiert als

inf A ;= max M.

(c) Wir zeigen zunéchst, dass D nach unten beschrénkt ist:
x > inf B fiir alle x € B und y > inf C fir alle y € C folgt, dass

x+y>inf B+ infC. @

Da alle Elemente von D die Form x4y mit x € B und y € C haben, bedeutet diese Ungleichung
gerade, dass inf B + inf C' eine untere Schranke an D ist und damit D nach unten beschrankt
ist. Auflerdem folgt

inf(D) > inf(B) + inf(C). @

Wir zeigen nun, dass inf(D) < inf(B) + inf(C).

Alternative 1:

Nach einer Charakterisierung des Infimums aus der Vorlesung gibt es eine Folge (z,)nen in B

mit x,, — inf B fiir n — co. Genauso finden wir eine Folge (y,)nen in C, welche gegen inf C'
konvergiert. Dann ist aber (z, 4y )nen eine Folge in D, welche gegen inf B +inf C' konvergiert.
Daraus folgt inf(D) < inf(B) + inf(C) < inf D. @
Alternative 2:

Wir wihlen ein € > 0. Wegen der Definition des Infimums finden wir ein € B mit z < inf B+¢

und ein y € C' mit y < inf C' + €. Dann ist aber z 4+ y < inf B + inf C' + 2¢ bzw. @

inf D < inf B + inf C + 2e.

Gehen wir auf beiden Seiten zum Grenzwert fiir € — 0 iiber, so folgt inf D <inf B 4 inf C. @
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Aufgabe 2. (6 Punkte)
Wir betrachten eine rekursiv gegebene Folge (ay)nen reller Zahlen mit

a
an+l:1+?n

und einem gewissen Startwert ag € R.

(a) Angenommen (ay)nen ist konvergent. Finden Sie den Grenzwert der Folge.
(b) Bezeichne g € R den Grenzwert aus Teilaufgabe (a). Zeigen Sie, dass (an)nen fiir alle
ao € R gegen g konvergiert.

Losung 2.

(a) Angenommen es existiert g = lim,,_,o a,, dann folgt

(NS

g= lim apy1 = lim 1+a—n:1—|—
n—00 n—00 2
Dabei ist
9=1+g =3 g=2.

D.h. der einzige mogliche Grenzwert der Folge (a,)nen ist 2.

(b) Nach Teilaufgabe (a) geniigt es zu zeigen, dass (a,)nen fiir jeden beliebigen Startwert ag € R
konvergiert.
Fiir ag = 2 folgt a,, = 2 fiir alle n € N. Diese Folge konvergiert offensichtlich.
Fiir ag > 2 folgt zunéchst, dass

ag

a1:1+2

2 a ag ap
>+2 un ai +2<2+2 ag
Angenommen es ist a,, > 2 fiir ein n € N, so erhalten wir mit der gleichen Rechnung, dass

Qap, 1
=14+—>1+-=2.
Gnt1 2 = 2

Gilt a,—1 > a,, fiir ein n € N, so folgt dhnliche Weise, dass

Gn—1 an
ST+

=1t 2

Zusammenfassend haben wir induktiv gezeigt, dass (ay)nen eine durch 2 nach unten beschrink-
te, monoton fallende Folge ist, d.h. (a,)nen konvergiert nach Bolzano-Weierstrafi.
Der Beweis im Fall ag < 2 erfolgt analog.
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Aufgabe 3. (5 Punkte)
Gegeben ist eine Funktion f : [0, 00[—] — oo, 1] mit folgenden Eigenschaften: f ist stetig, streng
monoton fallend, f(0) =1 und lim f(z) = —o0.
T—00

(a) Begriinden Sie, warum f injektiv ist.

(b) Beweisen Sie, dass f surjektiv ist.

(c) Ist f~! streng monoton? Beweisen Sie Thre Aussage ohne Verwendung eine Satzes aus der
Vorlesung.

Losung 3.

(a) Wiéhle x1, 22 € [0, 00] mit z1 # z2. OBdA ist 1 < x2 und es folgt, da f streng monoton fallend,
dass f(x1) > f(x2). Insbesondere ist damit f(x1) # f(z2) und f injektiv. @

(b) Wir wihlen ein y €] — 0o, 1] und zeigen, dass es ein = € [0, 00| gibt, sodass f(z) =y gilt.
Wegen lim, o f(z) = —o0 gibt es fiir alle & < 1 ein x; > 0, sodass f(z) < k fiir alle z > x.
Wiéhle k := y dann ist f(z) < y fiir alle z > xj. Sei nun xy > z, dann ist

F(0) =12y > f(xo) (D

bzw.
min f(z) < f(zo) <y < 1= max f(a).
z€[0,z0] z€[0,z0]
Da f stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [0, zg] sodass f(£) = y. @

(c) Wir zeigen, dass f~! streng monoton fallend ist.
Sei 1 < y2 < 1, dann definieren wir z; := f~!(y1) und 29 := f~!(y2). Angenommen es ist
x1 < xa, dann folgt wegen Monotonie von f, dass

1= f(1) = f(22) = y2 @

im Widerspruch zu y; < yo.
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Aufgabe 4. (7 Punkte)
(a) Es sei eine Funktion f : R — R gegeben. Definieren Sie jede der folgenden Aussagen mit
Hilfe der Quantorschreibweise:

(i) Die Funktion f besitzt ein globales Maximum.
(ii) Die Funktion f besitzt kein globales Maximum.
(iii) Die Funktion f besitzt ein lokales Maximum.

(b) Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
(c) Zeigen Sie, dass

et _l<e-x

fir alle z € R, z > 0.

Losung 4.

(a) Wir formulieren die gegebenen Aussagen mit Hilfe von Quantoren:
(i) 3o e RVz € R : f(x) < f(xo)
(ii) Vo e RIz € R : f(z) > f(xo)
(iii) 3xo e RIe >0V z €)zg —e, 20 +€[: f(z) < f(xo)

(b) Wir formulieren den Mittelwertsatz der Differentialrechnung im im Vorlesungsskript angegeben:
Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf |a, b[. Dann gibt es ein & €]a, b], sodass

Fb) = f(a)

7=

©

(c) Wir wenden den Mittelwertsatz aus Teilaufgabe (b) auf die Funktion f(z) = €5 mit
sinz

f'(z) =cosz-e

an. Diese ist als Komposition differenzierbarer Funktionen auf ganz R differenzierbar (und
damit auch stetig). Fiir = > 0 liefert der Mittelwertsatz fiir f auf dem Intervall [0, z], dass

FR)=JO0) Mol e gims — g, ®

Fiir alle € > 0 gilt: Entweder ist cosé < 1 oder sin€ < 1. Wegen Monotonie der Exponential- @

funktion folgt daraus
fle)<1-e' =e @

Zusammenfassend folgt fiir alle x > 0, dass

T 1 <e- 2.

Alternative mit Fallunterscheidung:
Fall z > 1: Dann folgt "% < e und mit der Monotonie der Exponentialfunktion

ST _1<e—l<e<e-z. @
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Fall 0 < x < &: Mittelwertsatz auf f im Intervall [0, z] angewandt ergibt

J@) = fO) Ml ine _ e, ®

x—0 x

Fir 0 < = < gilt cos€ < 1. mit der Monotonie der Exponentialfunktion und sin¢é < 1 folgt

daraus
fle)<1-e' =e @

Zusammenfassend folgt fiir alle x > 0, dass

eSS _1<e-z.

(© jan.koellner®@mathematik.uni-stuttgart.de lesky@mathematik.uni-stuttgart.de



Priv.-Doz. Dr. Peter H. Lesky
M.Sc. Jan Kollner Seite 7 von 8
FB Mathematik, Universitit Stuttgart Termin: 01.06.2015

Aufgabe 5. (3 Punkte)
Wir betrachten eine Folge (f,)nen von Funktionen f, : R — R mit

1

x = fo(x) = e

(a) Finden Sie die punktweise Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,,)nen-

(b) Konvergiert die Funktionenfolge (fy,)nen gleichmiBig?

Loésung 5.

(a) Bezeichne f die punktweise Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,)nen. Angenommen es ist
x = 0, dann ist

fn(o):1+e0:§

fir alle n € N, d.h. es ist f(0) = 1/2. Fiir x < 0 konvergiert ¢"* — 0 fir n — oo. d.h.
fu(z) = 1/(14+0) = 1. Fiir x > 0 divergiert €"* bestimmt gegen +oc. Damit konvergiert aber @

fn(x) = 0. Zusammenfassend ist die Grenzfunktion f gegeben durch @

1 fur z < 0,

f(z)=141/2 firz=0,

0 fir x > 0.

(b) Angenommen die Funktionenfolge (fy,)nen wiirde gleichmiflig auf R konvergieren, so wire die
Grenzfunktion nach einem Satz aus der Vorlesung stetig. Dies ist aber aufgrund des Sprungs
von f bei x = 0 hier nicht der Fall. Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert damit nicht

gleichméfig gegen f. @
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Aufgabe 6. (4 Punkte)
Untersuchen Sie die folgenden Reihen in Abhéngigkeit von x € R auf Konvergenz und gleichmafi-
ge Konvergenz:

00 1 oo n oo "
- b v
@ > o ® i © X
n=1 n=1 n=1
Losung 6.

(a) Wegen x2 > 0 fiir alle 7 € R ist

1 1

— <
n-(n+x?) ~ n?

fir alle n € N. Da die Reihe ) 7,1/ n? konvergiert, konvergiert die gegebene Reihe fiir alle
z € R nach dem Weierstrafl-Majorantenkriterium gleichmafBig.
Da die Reihe fiir alle x € R gleichméBig konvergiert, konvergiert sie auch fiir alle z € R.

(b) Fiir x =0 ist

n

—_— =n
1+ na?lz=0

keine Nullfolge. Die gegebene Reihe konvergiert in diesem Fall also nicht. Die Reihe ist in diesem
Fall auch nicht gleichméBig konvergent.
Ist « # 0, so konvergiert

n

1
l—i—nx?_)ﬁ#o

fiir n — oo. D.h. auch in diesem Fall konvergiert die gegebene Reihe nicht, sie ist damit auch

nicht gleichméfig konvergent.

(c) Die gegebene Reihe ist eine Potenzreihe, deren Konvergenzradius R mit Hilfe der Formel von
Cauchy-Hadamard berechnet werden kann. Es ist a, = 1/(n? + 1) bzw.

/1 1 1
R~' =limsup { 5 = =-=1.
n—00 n=+1 limy, 00 V n?+1 1

D.h. fiir alle z € R\| — 1, 1] divergiert die gegebene Reihe. Fiir z € [-1, 1] folgt

n2+1| - n2+1" n2

x”' 1 1
<

und es folgt die gleichméBige Konvergenz der gegebenen Reihe fiir alle z € [—1,1] nach dem
Weierstrafl-Majorantenkriterium.
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